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Borrede 
sur ſechſten Auflage 





Obgleich die Seitenzahl bey dieſer Auflage 
durch eine etwas veraͤnderte Einrichtung des Dru⸗ 
ckes etwas kleiner geworden iſt, als bey Der vori- 
gen, fo find doc) mehrere ganze Paragraphen und 
andere Zufäse neu hinzugefommen. Die ältern. 
Vorreden find hier weggelaffen worden, um daf- 

sa felbe nicht noch einmal zu wiederholen, Ich 
> babe darin die Hrfachen angedeutet, aus benen 
5 68 begreiflih wird, worum der Unterricht in der 
-ı Mathematif auf Schulen nody immer nicht Den 
ne Erfolg bat, welchen er haben Eönnte und follte, 
T Es fieht nicht in der Gewalt des Lehrers dieſe zu 
entfernen; deßwegen aber feinem Vortrage den 
Vorwurf „des alten Schfendriang, der Unver- 
“ fländigfeit und des Mangels an aller Methode‘ 
zu machen — wie unlängft in einem öffentlichen 
Blatte gefcheben ift — iſt eben fo unverfländig, 
als ungerecht, Man muß nichts von. dem wien 
oder verfüepen, was ſeit geraumer Zeit In yielen 
ber | 
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Schulen unſers Vaterlandes zur Aufnahme des 
mathematiſchen Unterrichts geſchehen iſt, wenn 
man behaupten kann, daß er noch in dem alten 
Schlendrian begriffen und hinter den andern Un- 
terrichtsgegenftänden zurücgeblieben wäre. Die 
nicht unbeträchtliche Anzahl brauchbarer Lehrbü- 
cher, die jährlich erfcheinen, find ein Beweis, daß 
gefchickte Lehrer in dieſer Wiſſenſchaft jege nicht fo 
felten, als font, fin, Wenn daher die Tau- 
fonde der beifern Köpfe, Die, nach der Meinung 
jenes Eiferers, durch den fchlechten Unterricht in 
der Mathematik abgeſchreckt würden, nur ihre 

- Köpfe brauchen wollten, fo würden fie aud) etwas 
lernen ; aber freylih, wenn fie Die Anſtren— 
gung fheuen, welche das Studium derſelben 
erfordert und erfordern foll — fo mag ein 
Engel vom. Himmel Eommen und Mathematik 
dociren, wenn er nicht einen bimmlifchen Trich- 
ter mitbringt, Durch welchen die Lehren der Weis- 

heit zur Noch auch im Schlaf eingenommen wer⸗ 

den Eönnen, fo wird fein Unterricht Feinen bejfern 
Erfolg haben. 

Unſtreitig find mathematiſche Aufga— 
ben ‚ welche den Schülern zur Yuflöfung gegeben 
werden, ein vortreffliches Mittel ihren Scherffinn 
zu üben und fie in ihren Kenntniflen zu befeſtigen 
und meiter zu bringen. An Stoff dazu Fann es 
den Lehrern nicht fehlen, da es jeßt eine Menge 

a gedrudter Sammlungen folder Aufgaben, nad 
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dem verfchiedenften Bedürfniffe, gibt; und ih 
freue mich, in Bezug auf Die Geometrie, bey weh 
cher die Wahl derfelben mehr Schwierigkeit hat, 
als bey der Arichmetif, ihnen ein Bud) nennen 
zu Eönnen, das neben einer ausführlichen und 
gründlichen Darftellung diefer Wiffenfchaft, einen 
reihen Schag von Aufgaben enthält, der ihnen 
die befte Hülfe gewähren kann, naͤmlich: 


J. H. van Smwinden’s Elemente der Geo— 
metrie aus dem Hollaͤndiſchen uͤberſetzt und 
vermehrt von E. F. A. Jacobi. Mit 21 
Tafeln. Jena. Fb. Frommann 1834. 8. 


Noch bemerke ich, daß bey der gegenwaͤrti- 
gen Auflage nicht nur mehrere rieue Figuren,die 
durch Die neuen Zufäge nöthig wurden, hinzuge« 
kommen, fondern daß aud) viele der Altern, wel⸗ 
che mangelhaft geworden waren, mit neuen ver- 
tauſcht worden find. So haben Verleger und 
Verfaffer ſich bemüht das Buch einer fo guten 
Aufnahme, als es bisher gefunden hat, auch fer« 
ner nicht unwerth zu machen, 

Gotha, im Januar 1836. 
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G. 9.3. 5 v. u. fehlt am Anfange der Zeile ‚‚den’t. 
— 48 — 10. u. lies 28 fast 2er 
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— 113 — 4 L in einigen Eremplaren (> a), ‚3 2% 
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15, — 6v. u. l. Batb-te-tder fi 3@tb-tet der 
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— 368 — in der Figur fehlt der Buchftabe a zur Bezeich⸗ 
nung der unterſten geraden Linie. 
— 399 — in der Figur fehlen die Sehnen BG u. BH 
— 404 — 13 v. u. iſt vor GH ,„‚auf’’ ausgelaſſen 
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1. Die Mathematit wird nicht uͤbel mit dem all» 
gemeinen Namen der Srößenlehre benannt, da ihr 
Gegenftand, überhaupt genommen, die Größen find: 

2. Eine Größe ift alles, was wir und als einen 
Inbegriff von. Theilen denken koͤnnen, oder was in die. 
Zufammenfegung einer Größe ald Theil eingehet. 

Es iſt ſchwer, einen allgemeinen Begriff der Größe zu 
geben. Man hat mancherley Erklaͤrungen derfelben. Ge⸗ 
woͤhnlich nennt man eine Groͤße dasjenige, was einer Vers 
mehrung oder Verminderung fähig ift. Allein da hierunter 
auch die Kräfte begriffen find, fo hat man wieder einen 
Unterfehied zwifchen intenfiven und ertenfiven Grö« 
Gen gemacht. Kräfte aber fönnen nur uneigentlich ale Groͤ⸗ 
ben angefehen, und die eigentlichen Größen nicht insgefamt ° 
Durch das Praͤdikat ertenfivrer Größen bezeichnet werden. 
3. Die Ark, wie man fich die Theile einer Größe 
verbunden denken kann, iſt Doppelt: entweder wit ben: 
ten fie und neben einander, gleihfam äußerlih 
zufammenhängend; oder, ohne Zufammenhang unter ein⸗ 
ahder, unmittelbar in der Größe enthalten. Im erften 
Fall ift die Größe ausgedehnt, oder nimmt einen 
Raum ein; im zweyten hat fie nichtö, was auf ben 
Raum Beziehung hat, an fich, und ftellt'fich uns durch 
den Begriff der Vielheit dar, oder wird Durch eine 
Zahl ausgedrüuͤckt. Jene heißen ſtetige, dieſe dis⸗ 
crete Größen (guantitates continuae — discretae), 
4. Dieſe beyden Arten der Größen beftimmen vie 


begyden Haupttheile ber Mathematik: bie dißcreten Gros 
Lried Matjematif 6. Auf. { 
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Ben machen ben Gegenftand der Arithmetik, die Re 
tigen den Gegenftand der Geometrie aus.  - 

5. Der Begriff der Zahl fchließt nicht den Begriff 
irgend einer Art von Dingen mit ein, wenn es 
fid) gleich auf jede derfelben übertragen laͤßt; und die 
Vorſtellung ausgedehnter Begenftände nicht die Vorftel- 
lung phyfifher Körper, wenn gleich alle phyſiſchen 
Körper ausgedehnt find. Daher Zahl und Ausdehnung 


ſowohl unabhängig von der phyfifchen Welt, als in Be— 


ziehung auf diefelbe betrachtet werben koͤnnen. Dieß 
macht, daß Arithmetit und Geometrie wiederum in rei: 
neund angewandte unterſchieden werden koͤnnen (ma- 
thesis pura — applicata). Ä 


6. Der Gegenftand der reinen Mathematit liegt, 

wie ber einer jeden reinen Wiſſenſchaft, nicht in der Sin⸗ 
nenwelt, . fondern in uns felbft — er ift uns Durch die 
Natur unfers Borflelungsvermögend gegeben. Die Saͤ⸗ 
Be, die wir von ihm aufftellen, gründen ſich alfo nicht 
auf Erfahrung, fondern auf unfer eigenes Bewußtfeyn; 

- fie find allgemein gültig und abfolut nothwendig. Da⸗ 
ber die Gewißheit, die dieſem Theil der Mathematik 
eigen iſt. 

7. Es laͤßt fich aber den rein⸗ mathematiſchen Ge⸗ 
genſtaͤnden etwas Entſprechendes in der Anſchauung un⸗ 
terlegen; daher es moͤglich iſt, den mathematiſchen Saͤ⸗ 
tzen die Anſchaulichkeit zu geben, die ihre Deutlichteiti in 
ſo hohem Grade befoͤrdert. 

Die reine Mathematik wird eben dadurch ein ſo vorzuůͤg⸗ 

liches Bildungsmittel des Verſtandes, daß ſie ihm die Aufs 

faſſung der allgemeinſten Wahrheiten‘ durch ſinnliche Dar⸗ 
ſtellung individueller Gegenſtaͤnde erleichtert. 

8. Dieſe Beſchaffenheit der Mathematik hat eine 
eigene Behandlungsart derſelben hervorgebracht, die man 

die mathematiſche Methode nennt. Dieſe beſteht 
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darin, daß man die mathematischen Lehren nicht in einer 
fortlaufenden Rede verfehmilzt und wohl gar durch red⸗ 
ngrifhen Schmuck unterftüßt, fondern fie, von einander 
abgefondert, fo einfach und beftimmt als möglich abfaßt, 
und jedem Sabe dad, was zur Begründung deffelben ers 
forderlich ift, eben fo einfach und deutlich beyfuͤgt; uͤbri⸗ 


gens ſie in eine folche Ordnung bringt, daß fie unter eins 


ander in einem fyftematifchen Zufammenhange ftehen. 

Man Hat die mathematifhe Methode ehemals auh auf 
andere Wiflenfhaften angewandt, aber ohne Erfolg, weil 
der Gegenftand derfelben nicht eben fo anfchaulich gemacht“ 
werden fann, als die mathematifchen. Heutzutage hat man 
dagegen angefangen, ihre Bwedmäßigkeit, die fich feit Jahre 
taufenden bewährt hat, auch in Abficht der Mathematik zu 
beftreiten — mit eben fo wenigem Grund. 


9, So groß das Gebiet der Mathematik ift, und 


ſo tiefes Studium erfordert wird, um es ganz zu ums 


faffen, fo laßt fich doch in diefem Gebiet wiederum ein 
Theil abfondern, der nicht nur von mäßigen Umfang, 
fondern auch fo befchaffen ift, daß man mit einem mä= 
figen Aufwand von.Zeit und Kräften eine Kenntniß bef- 
felben erlängen kann. Diefer Theil iſt gerade derfelbe, 
der theilö wegen feines Zufammenhangs mit andern Wif- 
fenfchaften, theild wegen feiner Anwendbarkeit auf Ges - 
genftände des gemeinen Lebens auch von denenjenigen ges 
kannt zu werden verdient, die das Stublum der Mathe: 
matik nicht zu ihrem eigentlichen Gefchäfte machen. Man 
unterfcheidet ihn gemeiniglich durch den Beynamen der 
niedern oder Elementar-Mathematif; und im 
Gegenfaß deffelben heißt der andere Zheil bie höhere 
Mathematik, 
Die Grenzen beyder Theile laſſen fih nicht fcharf bee . 


ftimmen. Was Hier zur Elementar= Mathematik gerechnet - 
ift, zeigt der Inhalt diefed Lehrbuch, 


10. Die Watpematif bat die Menfchen ſchon in den 
A2 
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früheften Zeiten befchäftigt, Einige Gegenflände derſel⸗ 
ben find von der Art, daß bie erften Grade der menfchs 
lichen Eultur darauf binleiteten, und fchon die Bildung 
eines Zahlenſyſtems in der Sprache war ein Anfang von _ 
Mathematif. Diefer Urfprung verliert fich in Zeiten, zu 
welchen unfere Gefchichte nicht hinaufreicht. Indeſſen 
fann man biefe unzufammenhähgenden, mechanifchen 
Befchäftigungen nicht für wiffenfchaftlihe Bearbeitung 
ber Mathematit anfehen. Bon diefer muß der Anfang 
in viel fpätern Zeiten gefucht werden. Allein die Ges 
ſchichte Läßt und auch darüber in Ungewißheit, und wir 
koͤnnen weber fagen, unter welchem Volk, noch zu wel: 
her Zeit die Mathematik zuerft ein Gegenftand wiſſen⸗ 
fchaftlicher Befchäftigung wurde. 

11. Die Griechen, die am meiften unter allen 
Voͤlkern des Alterthums Künfte und Wiffenfchaften bear: 
beiteten und vervolllommneten, haben auch um die Ma⸗ 
thematik fich große Verdienfte erworben; und es ift eben 
nicht wahrfcheinlich, daß fie andern Voͤlkern viel darin 
zu verdanken gehabt hätten. Doch find nicht alle Theile 
derfelben von ihnen mit gleichem Glüde bearbeitet wor: 
den. Die Arithmetik blieb, befonders aus Mangel einer 
ſchicklichen Baplen+ Bezeichnung, bey ihnen fehr. unvoll- 
kommen; in der Geometrie hingegen find fie unſre Leh⸗ 
rer und Muſter geworben. 

42%, Schon in .den früheften Schulen der Philofos 
phen — der ionifchen und italifhen — wurde Mathe: 
matik gelehrt, und die Stifter derfelben, Thales und 
Pythagoras, werben ihrer mathematifchen Einfichten 
wegen gerühmt. Auch fpdterhin blieb fie ein Theil der 
Philofophie, und mehrere Philofophen zeichneten fich 
durch ihre Liebe zu ihr und durch ihre Kenntniß derſelben 
aus. Beſonders verdient in dieſer Ruͤckſicht Plato, 
Andb aus ſeiner Saul Eudorus, Rendgmus und 


J 
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Dinoftratus genannt zu werben. Doch fonbexte fich 
die Mathematit um fo mehr von der eigentlichen Philos 
fophie ab, je mehr fie ausgebildet und erweitert wurde, 
in diefe frühere Periode gehört auh Hippocrates 
aus Chios, zwar eigentlich ein Kaufınann, aber den Mathes 
matikern durch die nach ihm benannte lunula befannt. 

13. Das goldene Zeitalter der. Mathematik unter 
den Griechen war die Periode der alerandrinifchen Schule 
vor Chrifti Geburt, In diefe Zeit gehören Euelides, 
Ariſtaͤus, Timocharis, Ariſtyllus, Aratus, 
Ariſtarchus, Archimedes, Eratoſthenes, Apda 
lonius, Conon, Doſitheus, Nicomedes, He—⸗ 
ro, Hipparchus, Geminus, Diocles, Pos 
ſidonius, Theodoſtus. 

14. Auch nach Chriſti Geburt fehlte es unter den 
Griechen nicht ganz an gefchidten Mathematifern, Bes 
fonderd verdienen erwähnt zu werden: Menelauß, 
Nicomahus, Ptolemäusg, Diophantus, Paps 
pus, Zheon und feine Zochter Hypatia, Pros 
clu8, Ifidorus, Eutocius Die fpätern griechi 
ſchen Mathematiker ſind unbedeutend. 

15. Unter den Römern hat die Mathematik nie 
fonderlichen Eingang gefunden, und Fein römifcher Schrifts" 
ftelfer hat fich durch Bearbeitung irgend eines Theils der⸗ 
felben ein eigenthuͤmliches Verdienſt erworben — etwa den 
Vitruvius auögenommen, ber über einige Gegenftände 
der angewandfen Mathematif gefchrieben hat. Ein paar 
roͤmiſche Aftronomen werben genannt: Sulpicius 
Gallus, anderthalb hundert Iahre vor Chrifto, und 
Manlius zu Auguſts Zeiten; doch mußte‘ fi Cäfar 
zu feiner Kalender = Reform eines alerandrinifchen Aſtro⸗ 
nomen, des Soſigenes, bedienen. 

Zu Auguſts Zeiten lebt⸗ auch der Dichter M. Mani« 
lius, der ein Lebrgebiᷣt, Jstronomicon, verfertigt at, 
das größtentgeild auf und gefommen ift, . 
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16. Dagegen wurde die Mathematik von einem 
Volke, das anfangs durch ſeine Barbarey und Rohheit 
allen Wiſſenſchaften gefährlich zu werden drohte, mit bes 
fonderer Vorliebe aufgenommen und "bearbeitet. Die 
"Araber waren eine geraume Zeit hindurch, faft die ein⸗ 
zigen, bey welchen Mathematik anzutreffen war.“ Vor: 
zuͤglich blühte fie vom 10ten bis zum Ende des 12ten 
Sahrhunderts unter ihnen, während unter den‘ europäi: 
ſchen Nationen Künfte und Wiffenfchaften im größten 
Derfall. lagen. Sie überfegten nicht nur die. Werke gries 
chiſcher Mathematiker in ihre Sprache, fondern verfertig= 
ten auch felbft eine Menge eigener mathematifcher Werke, 
Beſonders bearbeiteten fie die Sternkunde mit großem 
Eifer, woher es gefommen ift, daß noch jeßt viele ara= 
bifhe Benennungen in dieſer Wiffenfchaft üblich find. 
Sie find die Erfinder der heutigen Trigonometrie und der 
eigentlichen Algebra, fo wie wir ihnen die Kenntniß un: 
ſerer noch heutzutage gebräuchlichen Ziffern verdanfen. 
47. Mit der Wiederherftellung der Wiffenfchaften 
fing auch die Mathematik an wieder in Aufnahme zu kom⸗ 
men. Um die Mitte des 13ten Sahrhunderts verfam= 
melte Alphonfus, König von Kaflilien, mehrere Aftros 
nomen (doch meiftens arabifche und juͤdiſche) bey ſich, 
welche die Alphonſiniſchen Tafeln verfertigten. Um. . 
eben diefe Zeit lebte Roger Bacon in England, der 
die Mathematik aufs eiftigfte ſtudirte. „Sndefjen dauerte 
ed doch bis ins 15te Sahrhundert, in welchem 
Sohann von Gmünden, Peurbach, Kegios 
"montan u. a, lebten, ehe die Mathematik eigentlich. 
emporfommen Eonnte. Sie machte nun fchnelle Forte. 
fchritte, und wurde faft in allen ihren Theilen verbefjert 
und erweitert. Im 16ten Jahrhundert fing man 
an bie griechifchen Mathematiker herauszugeben, zu übers 
fesen und zu erläutern. Faſt ale eurogdiice Notinuen 
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hatten vorzügliche Mathematiker aus ihrer Mitte aufzus 
weifen. Cardanus, Maurolycus, Bieta, Zus 
dolph van Geulen, Peter Nunnez, Juſtus 
Byrg, Peter Apianus und viele andere gehoͤren in 
dieſen Zeitraum. Am aſtronomiſchen Himmel glaͤnzten 
als Sterne erſter Groͤße Gopernicu 8, Tycho Bras 
be, Kepler. 

18. Noch höher hob fich die Mathematik im 17ten 
Jahrhundert. Der reine und angewandte Theil der: 
felben wurde mit gleichem Eifer und auögezeichnetem 
Gluͤck bearbeitet. Es wurden eine Menge mathemati- 
fcher Erfindungen und Entdedungen gemacht, unter des 
nen die Erfindung der Logarithmen, ingleichen ber 
Differenzials und Integral:Rehnung obenan 
fteht. Die Namen eines Galilei, Toricelli, Pafcal, 
Dedcartes, Fermat, PHofpitatl, Eaffini, 
Huyghens, Neper, Harriot, Wallis, Bar: 
row, Newton, Halley, Leibnitz, Sarob und 
Johann Bernoulli, Hevelius, Römer und 
noch vieler andern ‚zeichnen Bietet Jahrhundert als das 
mathematiſche aus. 

19. Das 18te Jahrhudert blieb in der Aus⸗ 
bildung und Vervollkommnung der Mathematik nicht hin⸗ 
ter feinem Vorgänger zuruͤck. Mar vielleicht die Anzahl 
ausgezeichneter Mathematiker i in demſelben nicht ſo groß, 

als in dem vorhergehenden, fo war baflır das Studium 
der Dathematit allgemeiner, und es fehlte nicht an Min: 
nern, durch weiche die Wiſſenſchaft weiter gebracht wur⸗ 
de. Dieß war beſonders der Fall in der letztern ‚Hälfte 
diefes Sahrhunderts. In der erftern | war man mehr be 
müht, den neu erfundenen Differehjial - Calcul weiter 
auszudehnen und anzuwenden; in der letztern ſuchte Man 
ihn genauer zu begründen. Es wurden zugleich no, 
Kegnungsarten erfunden, woburd) das Gebiet der Ma: 
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thematik fich erweiterte — die combinatorifde 
Analytik, die Variations- und Derivationds 
Rechnung. Die Hülfsmittel des mathematifchen Stu⸗ 
biumd, die Ausgaben Iogarithmifcher Zafeln und andere. 
Zabellen « Sammlungen vermehrten fich beträchtlich, fo 
wie die Methoden ihrer Berechnung fich verbefferten. Unz . 
ter den Thellen der angewandten Mathematit wurde bes 
fonders die Aſtronomie — ſowohl der theoretiſche als 
praktiſche Theil derſelben — zu einer bewundernswuͤrdigen 
Hoͤhe gebracht. Zu den vorzuͤglichſten Mathematikern 
dieſes Jahrhunderts ſind zu rechnen: Euſtachius und 
Gabriel Manfredi, Ricati, Nicolaus und Da⸗ 
niel Bernoulli, Leonh. Euler, Fuß, Maclaus 
rin, Zaylor, Bradley, Maskelyne, Hutton, 
Moivre, be la Gaille, Clairaut, Bouguer, 
d'Alembert, de la Lande, Lagrange, Monge, 
. de gambre, Laplace, Wolf, Lambert, Tob. 
Mayer, Karſten, Käftner, Hindenburg, Klüs 
gel, Melanderpielm, Buͤgge u. a. m. 

20. In dem gegenwärtigen Jahrhundert hat das 
Studium ber Mathematik fich unftreitig noch mehr, als 
in Dem vorhergehenden ausgebreitet. Man bat den gros 
Ben Nugen, den biefe firenge Wiffenfchaft bey dem Un: 
terricht ber Jugend leiften Tann, mehr anerkannt, und 
te Daher nicht nur faft algemein in die Schulen einges 
führt, Tondern auch die Grenzen des mathematifchen Uns 
terrichts daſelbſt betraͤchtlich erweitert. Dieß hat: die Fol⸗ 
ge gehabt, daß eine große Anzahl von Lehrbuͤchern ſo⸗ 
wohl über die ganze Elementar⸗-Mathemalik, als über 
einzelne Theile derfelben erfchienen find, und noch jaͤhr⸗ 
lich.erfcheinen. Hat aber auch dadurch die Mathematik 
felbft Feinen Zuwachs erhalten, fo ift Doch diefer Theil der: 
felben forgfältiger bearbeitet und gemeinnügiger gemacht 

sorben. Aber audy das Studium der höhern Mathema- 
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tie iſt mit großem Eifer und bem gluͤcklichſten Erfolg be⸗ 
trieben worden. Zur Aufloͤſung numeriſcher Gleichungen 
von hoͤhern Graden hat man eine ſichrere Methode, als die 
bisher bekannten, aufgefunden; die Wahrſcheinlichkeits⸗ 
Rechnung hat eine neue Geſtalt gewonnen; die Me⸗ 
thode der kleinſten Quadrate bietet, bey Unterſuchung 
von Gegenſtaͤnden der Natur, da wo felbft die ſorgfaͤl⸗ 
tigften Beobachtungen eine Ungerwißheit uͤbrig laffen, ein 
neues. Hülfsmittel der Wahrheit am nächften zu kommen 
dar; durch die Theorie der elliptifchen Funktionen ift ein 
neues Zeld der Unterfuchung eröffnet, und durch. den bas 
rycentriſchen Galcul für die analytifche Behandlung: 
der Geometrie ein neuer Weg gebahnt worden; auch die 
Differenzial= und Integralrechnung hat mannigfache Bes 
‚reicherungen erhalten. Eben fo ift die angewandte Mas 
thematif mit vieler Sorgfalt behandelt, und namentlich 
find mehrere. Schwierige Gegenftände der Phyſik und Aſtro⸗ 
nomie ganz neu bearbeitet und. aufgeklärt worden. „ Als 
verbienftuolle Mathematiker dieſes Jahrhunderts, die ihre 
irdiſche Laufbahn bereits vollendet haben, verdienen au⸗ 
ßer denen, welche aus dem vorigen Jahrhundert in die⸗ 
ſes uͤbergegangen und ſchon am Ende des vorhergehenden 
Paragraphen namhaft gemacht worden ſind, genannt zu 
werden: Legendre, Fourier, Fresnel, Herſchel 
der ältere, Young, Piazzi, Pas quich, von Zach,“ 
Schubert, Bode, Tralies, Pfaff, Pfleide 
rer, Bohnenberger, Zhibaut, Mollweide,. 
Brandes, Langspdorf, Abel ua m — und die 
Zahl der noch lebenden ift nicht geringer, und verfpricht 
mathematifhen Wiffenfchaften einen immer höhern Flor. 


Das Hauptwert zur Geſchichte der Mathematik iſt von 
Montucla: Histoire des Mathematiques etc. 2 Tom. APa- 


ris. 1758. 4. — eine ziveute fehr bermehrte und verbeiierte 
Audgabe 1798. I diefen beyden Bänden geht die Geſchich⸗ 
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den wir und auch der verfchiedenen Grade berfels 
ben bewußt, und indem wir diefe Grade beftimmen, bils 
den wir die Begriffe der Zahlen. Zahlen find al: 
fo Ausdrüde eines befiimmten Grades der 
Mannigfaltigkeit unferer Vorſtellungen 
oder Ausprüde beffimmter Mengen. 

24. Da wir ed aber bey Beftimmung diefer Mans 
nigfaltigfeit nur mit unfern Vorftellungen zu thun haben, 
und felbft von dem Inhalte derfelben abftrahiren, fo kann 
auch der Begriff der Zahlen Fein Object der äußern Ans 
ſchauung darftellen. Noch weniger Föhnen wir und eine 
- Zahl, und wenn fie noch fo groß ift, als etwas Ausge⸗ 

dehnted oder Raͤumliches vorftellen. Denn fie drüdt 
‘fein äußerliches- Verhaͤltniß der Dinge, ſondern ein Pyhaͤ⸗ 
nomen in uns aus. 
25. Indeſſen find bie Vorſtellungen. fi nulicher Ges 
genſtaͤnde auch Vorftellungen. Die Mannigfaltigkeit ders 
felben. muß folglich ebenfalls durch Zahlen ausgedruͤckt 
werden. - Daher wenden wir die Zahlen auch zür Bes 
zeichnung der Mannigfaltigkeit finnlicher Gegenftände an; 
und umgekehrt, gebrauchen wir wohl ſolche Gegenftän=. 
be, um und die Vorftellung einer Zahl: zu Verfinnlie 
hen, z. B. Striche oder ‚Zahlpfennige. Aber. diefe 
Dinge fü nd nicht das Obiett der Borftellung der Zahl 
Ib ' 
" as die Borftellung. der Zahlen nicht durch die ſi nn⸗ 
lichen Gegenſtaͤnde in uns erzeugt wird, ſondern daß das 
Dbjett derſelben in unſerm Gemuͤthe ferbft liegt, zeigt ſich 
fhon daraus, dab wir Zahlen nicht bloß bey finnlichen Ge⸗ 
gernſtaͤnden, fondern bey allen Arten. unferer Vorftellungen 
auf gleiche Weiſe gebrauchen, weldes bey andern, von 
finnfichen Gegenftänden abgegogenen, Begriffen nicht mög« 
lich iſt. , 
26. Die Vorſtellung eines Mannigfaltigen begreift 
dfe Borftellung deſſen, woraus dad Monninfslüige alas 
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| mengefeht iſt, ober des Einzelnen, als integrirenben 
Theild des Mannigfaltigen, in fih. In fo ferne fih 
nun das Mannigfaltige und ald Zahl darftellt, ſtellt das, 
woraus das Mannigfaltige befteht, fih uns als Eins 
heit dar. Hiernach kann die Einheit felbft nicht eine 
Zahl genannt werden; fondern fie iſt das, woraus bie 
Zahl zufammengefegt wird. Allein da alles, was bie 
Mannigfaltigkeit ver VWorftellungen betrifft, zu den Zah⸗ 
Venbegriffen gehört, und die Größe diefer Mannigfaltigs 
feit unendlich verfchieden feyn kann, folglich in die uns . 
endliche Reihe diefer Größen auch ber Fall gehören muß, 
wo das Mannigfaltige = 1 ift, oder wo ed aufhört ein 

. Mannigfaltiges zu ſeyn; ia feldft der Fall, wo gar nichts 
vorhanden ift, was ein Mannigfaltiges erzeugen Eönnte, 
ober wo das Mannigfaltige = 0 ift: fo kann man in 
diefer Rüdficht nit nur Eins, fondern ſogar Null. 
in die Reihe der Zahlen rechnen. 

27. Bon ber andern Seite hat die Reihe der Zah⸗ 
len keine Grenzen. Denn da die Zahlen die Mannigfals 
tigkeit der Vorftellungen ausdruͤcken, diefe aber defto grö- 
Ber wird, je mehr die Vorftellungen felbft fi) vermehren, 
und in der Möglichkeit der Vermehrung berfelben Feine 
Grenze flatt findet: fo müffen auch die Zahlen immer 
mehr wachfen Fönnen, und in der Möglichkeit ihres 
Wachsthums keine Grenze erreichen. 

28. Auf diefe Art iſt eigentlich eine Zahl von der 
andern unabhängig, indem eine jede für fich eine ges 
wiſſe Menge ausprüdt. Es ift aber möglich eine Vers 
bindung zwiſchen ihnen anzuknuͤpfen, und'einen Zuſam⸗ 
menhang in ſie zu bringen. Dieß geſchieht ſchon einige⸗ 
maßen dadurch, daß man ſie in einer gewiſſen Ordnung 
auf einander folgen laͤßt; und die einfachſte Ordnung iſt 
unſtreitig die, daß fie von Eins anfangen, und in ums 
unterbrodener Folge, immer um eind wachſend, Koxx⸗ 
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gehen. Man nennt daher die daraus entflehende Reihe 
die natuͤrliche Reihe oder natuͤrliche Ordnung 
der Zahlen. 

Die Zahlen nach ihrer natürlichen ‚Ordnung angeben, 
heißt zahlen. 

209. Durch die natuͤrliche Reihe der Zahlen wird 
jedoch nur ein lockerer Zuſammenhang zwiſchen ihnen 
hervorgebracht, indem ſie zwar dadurch neben einander 
geſtellt, aber nicht eigentlich mit einander vorbunden wer⸗ 
den. Sie iſt daher auch nicht ſehr geſchickt, uns eine Ve: 
berficht der Zahlen zu gewähren. Eine genauere Ver: 
bindung zwifchen ihnen bringen wir dadurch zu Stande, 
daß wir die einen aus den andern ableiten, oder als aus 
ihnen zufammengefest darftellen._ Denn fo gut wir 
die Zahlen aus, Einheiten zufammenfegen, fo können wir 
fie auch wieder in ihre Einheiten auflöfen, und die Ein= 
heiten der einen mit denen der andern verbinden. Da⸗ 
durch laſſen fich die mannigfaltigften Verbindungen zu 
‚ Stande bringen, und. die größern Zahlen aus den Eleis 
nern zufammenfegen. Eine folhe Zufammenfegung drüdt 

unfere Sprache in den Zahlwörtern aus, indem fie nur 
für wenjge Zahlen eigenthiimliche Ausdrüde hat, und die 
meiften durch Wörter, die aus diefen zufammengefegt 
oder von ihnen abgeleitet find, bezeichnet. Durch die. 
Drdnung, bie auf diefe Art in die unendliche Maffe der 
Zahlen gebracht wird, wird und die Ueberficht derfelben, 
- fo weit fie möglich ift, überaus’ erleichtert. 

‚1. Hätte unfere Sprache für jede Zahl ein eignes Wort, 
fo mürde nicht nur das Zählen die mühfamfte Erlernung 
erfordern, fondern auch fehr befchränft bleiben muͤſſen, weil 
die Menge der Zahlen die Anzahl der Worte unendlich übers 
treffen müßte. — Sindern fällt das Zählen big zehn ge⸗ 
woͤhnlich am ſchwerſten. 

2. In der Art, die Zahlen autzuſprechen, ſtimmen, 
‚Beine Abweichungen nicht gerechnet, die übrigen europäis 
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ſchen und ſelbſt die alten befannten Spragen mit der uns 
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30. Durch die Art, wie die Zahlen aus einander 
zuſammengeſetzt werden, entſtehen gewiſſe Klaſſen der _ 
felben, von denen mehrere wiederum eine Hauptllaf 
fe bilden. Die erſte und niedrigfte Klafje begreift dies 
ienigen Zahlen, welche aus einfacher Zufammenfeßung 
der Einheiten entflehen — die Einer, Die zweyte Klaf- 
fe enthält diejenigen Zahlen, welche das Zehnfache der 
Einer ausmachen — die Zehner; bie dritte diejenigen, 
welche dad Hundertfache der Einer ausmachen — 
die Hunderterz fo die vierte die Tauſender; bie 
fünfte die ZFehntauſender; die fechfte die Hundert: 
taufender. Die ſechs Klaffen machen bie erfie Haupt: 
klaſſe der Zahlen aus, die jedoch durch Feine befondere 
Benennung bezeichnet ifl. Die zweyte Haupfflaffe iſt 
die der Millionen, die eben-fo wie die erfte ſechs 
verfchiedene Ordnungen begreift: Einer, Zehner, 
Hunderteru.f.w. Dann folgt bie Hauptklaſſe der 
Billionen u. ſ. w. 

1. Hier verdient bemerkt zu werden, daß die ſuͤdlichen 
Voͤlker Europens, die Franzoſen, Italiener, Spanier, Por⸗ 
tugieſen, ſchon eine Billion nennen, was wir erſt taus 
fend Millionen nennen; ferner eine Zrillion, was bey 
ung erft eine Billion ift u. fe w. Gie rechnen zu einer jes 
den ſolchen Hauptklaſſe von Zahlen nur Einer, Zehner und 
Hunderter. Da aber eine Million bey ihnen, wie bey und, 
taufendmal taufend tft, fo ift e& wohl der Analogie gemaͤ⸗ 
ßer, auch tauſendmal tauſend Millionen erſt eine Billion, 
tauſendmal tauſend Billionen eine Trillion u, ſ. w. zu nen⸗ 
den. — Mit unferer Art zu zählen ſtimmen dagegen die 
nordifhen Völker von Europa überein. 

2. Einheit und Einer find nicht zu verwechſeln. 
Ein Einer aus der Klaſſe der Millionen hat einen millio⸗ 
nenmal größern Werth als der gleichnamige Einer aus der 
unterfiep Falle; und eine aͤbnliche Bewandtniß hat es mit 
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den anderh Arten von Zahlen, den Zehnern, Hundertern 
u. ſ. w. und den hoͤhern Hauptklaſſen. 

3. Da die Zehner, Hunderter u. ſ. w. ein Vielfaches 
der. Einer ausdrüden, fo iſt ihre Anzahl der Anzahl der 
Einer gleich: jede .diefer Klaffen begreift neun Zahlen. 
Die Übrigen Zahlen werden aus Einern, Zehnern, Hunder⸗ 
tern u. ſ. w. zuſammengeſetzt. 
| 31. Das Gefeg, nach welchem die Sprache die 
Bahlen zuſammenſetzt, tft einfach und leicht anzumenben. 
Man erlangt daher bald eine Fertigkeit im Zählen, und 
wird Dadurch in Stand geſetzt, fo weit zu zählen, als 


| man nur immer will. Die voiffenfchaftliche Darftellung 


dieſes Gefeges aber und des Syflematifchen in ber Zah⸗ 
lenordnung erfordert einige Kenntniß der Potenzen und 
wird weiter unten folgen (im achten Abſchnitt). 

32. Da man Zahlen nicht aͤußerlich anſchauen kann, 
ſo kann man ſich von ihrer Groͤße nicht durch den unmit⸗ 
telbaren Anblick einen Begriff machen. So lange wir 
noch das Verhaͤltniß einer Zahl zur Einheit ſelbſt oder zu 
andern kleinern Zahlen, deren Verhaͤltniß zur Einheit ſich 
leicht uͤberfehen laͤßt, deutlich erkennen, haben wir we: 
nigftend eine klare Vorflellung von der Größe der Zahl. 
Bey großen Zahlen aber Fönnen wir und dieſes Verhälts 
niß nicht anfchaulich genug vorftellen, und daher faßt 
unfere Einbildungskraft die Groͤße derſelben nicht ſo leicht 
oder gar nicht. In vielen Faͤllen koͤnnen wir ihr alsdann 

dadurch zu Huͤlfe kommen, daß wir die Groͤße der Zah⸗ 
len mit andern Arten von Groͤßen verglei— 
chen, z. B. den Raum beſtimmen, den eine gleiche An⸗ 
zahl gewiſſer Arten von Dingen einnehmen wuͤrde; oder⸗ 
die Zeit, welche erforderlich wäre, eine gewiſſe Menge 
von Dingen zu zählen. 

Einige folche Bergleichungen findet man in meiner Ans 
weifung zur NRedenfunft!. 7. 

33. Ein wichtiger Umftand für den Gebrauch, den 
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wir von ben Zahlen zu machen haben, war eine ſchickliche 
Bezeichnung berfelben,. d. h. eine.folche, weiche die Zah: 
len nach der nämlichen Ordnung und Zufanmenfegung 
tarftellte, welche in unfrer Sprache ausgedrüdt iſt. Uns 
fre heutzutage gewöhnlichen Ziffern haben wirklich dies 
fen Vorzug; und find daher bie paflendflen Zeichen, der 
Zahlen. Auch find fie von allen europdifchen Völkern 
angenommen, ob fie gleich nicht europäifchen, fondern 
morgenländifcher Urfprungs find. 

41. Es haben mehrere behauptet, daß unfere Ziffern 
eine griehifche Erfindung wären, und ſich dabey vors 
nehmlich auf die Aehnlichkeit derſelben mit den griechifchen 
Buchftaben geftüßt. Alleın da fie hierzu theild der Unciäfs 
Buchſtaben, die eigentlih allein in Betrachtung kommen ' 
dürften, theild der Heinen Schrift nöthig haben, und übers 
dieß demohngeachtet die Unaͤhnlichkeit bey den meiſten groͤ⸗ 
Ber alſͤ jene Aehnlichkeit iſt, ſo will dieſer Grund wenig ſa— 
gen. Indeſſen hat Mannert neuerlich wahrſcheinlich zu 
machen geſucht, daß die Pythagoraͤer ſich im Beſitz unſerer 
Ziffern und unſerer Rechnungsart befunden — wenn ſie auch 
nicht die Erfinder derſelben geweſen waͤren — und daß die 
Araber, denen wir die Ueberlieferung derſelben verdankten, 
fie aus pythagoräifhen Schriften genommen hätten. (Man- 
nert de numerorum‘, quos arabicos vocant, vera origine py- 
thagorica. Norimb. 1801. 8) De jedoch hier alles auf dem 
Zeugniß des Boethius beruht, und fonft in den Schriften 
und Arbeiten der griehifchen Mathematiker feine Spur das 
von vorfoiumt, fo bleibt die Sache zweifelhaft. — Eine 
(haßbare Abhandlung über die Arithmetik der Grie⸗ 
chen von de Lambre findet ſich in dem Anhange zu der 
franzoͤſiſchen Ueberſetzung der Werke des Archimedes von 
Peyrard, wovon die zweyte Ausgabe zu Paris 1808 er⸗ 
ſchienen iſt. Er fuͤhrt darin wirkliche Beyſpiele mehrerer 
Rechnungen, vornehmlich aus dem Eutocius an, woraus 
ſich zwar zeigt, daß die Griechen mit ihren Buchſtaben und 
einigen andern Zeichen die Zahlen auf eine aͤhnliche Art, wie 
wir mit unſern Ziffern, zuſammenſetzten, daß aber doch ih—⸗ 
re Bezeichnungsart viel. unvollkommner und ihre Rehnungde 
art viel müßfamer war, ald die unfrige. 

Krted Matbematit᷑ 6, Auf, B 
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2. Die Zeit, wenn wir unfre Ziffern durch die, Araber 
erhalten haben, laßt fih-nicht genau beſtimmen. Man fin⸗ 
det ſchon "Spuren derſelben aus dem 10ten Jahrhundert. 
Die Einführung geſchah nach und nach und gleichſam von 
fetöft, ohne irgend eine öffentliche Verordnung. | 

34. Der eigentlihe Vorzug unferer Ziffern -Tiegt 
darin, daß fie nicht immer einerley Werth haben, fons 
dern baß biefer, bey einer Verbindung mehrerer Ziffern, 
von der Stelle oder Ordnung einer jeden abhängig 
iſt, und fih nad einem gleichförmigen und einfachen Ges 
fege ändert. Diefelbe Ziffer zeigt zwar immer biefelbe 
. Menge von Einheiten an,. aber der Werth der Einhei— 
ten felbft ift als verfchieden zu betrachten. In der un⸗ 
terften Stelle hat jede Einheit ben einfachen, in der zwey⸗ 
ten den zehnfachen, in der dritten den hunbertfachen 
Werth u. ſ. w. Folglich drüden die Ziffern in der un: 
terften Stelle die Einer, in der zweyten die Zehner, 
in der britten die Hunderter u. f. w. aus (30). 

Die allgemeinen Grundfüße, auf welchen die Einrich⸗ 
tung unferer Ziffern, und ähnlicher, die ein Zahlenſyſtem 
ausdrüden, beruht, werden weiter unten erklärt werden. 

35. Um Zahlen, die mit unfern Ziffern gefchrie- 
ben find, richtig zu lefen, und die Ziffern felbft zur Be⸗ 
zeichnung ber Zahlen richtig zu gebrauchen — eine Sa⸗ 
che, die unter dem Namen ded Numerirens begrif: 
‚fen wird — ift ed nicht genug, den Werth der Ziffern 
in ben verfchiedenen Stellen zu Fennen, fondern man 
muß auch wiffen, wie der Sprachgebrauch fie zu verbin- 
den erfordert. Denn es wird nicht jebe Ziffer allein aus⸗ 
gefprohen. Zu dem Ende pflegt man beym Außfpre: 
chen einer Zahl die bekannten Abtheilungen unter den 
Ziffern zu machen; und eben diefe muß man beym Schrei: 
ben der Zahlen fich durch die Einbildungskraft vergegen⸗ 


wärtigen. 
1, Ein bequemes Huͤlfoͤmittel beym Schreiben der Zah⸗ 


- 
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fen iſt, ſich die verfchiedenen Stellen im voraus durch Punkte 
zu bezeichnen. S. mein Red enbud für Bürger und 
Land-Schulen $. 14. 


2. Da jede Hauptfkaffe der Zahlen fech 8 Unterabtheie 
Lungen begreift, .die durch eben fo viel verfchiedene Stellen 
der Ziffern unterſchieden werden, fo fann man den Werth 
einer Ziffer außer der Ordnung dadurd finden, daß man 
in die Zahl, welche die Gtelle derfelben angibt; mit 6 divi⸗ 
dire; der Quotient zeigt alddann an, in welche Hauptklaſſe 
der Zahien — Millionen, Billionen, Trillionen u. ſ. w. — 


- 


die Ziffer‘ gehört, und der Reſt, die wie vielfte Stelle | 


fie in diefer Klaffe einnimmt. Iſt z. B. der Quotient 4 
und der Reſt 3, fo gehört die Zahl in die dritte Stelle :oder 
in die YJunderter der Quadrillionen. Geht die Di: 
vifion ohne Reft auf, fo gehört die Zahl nicht in die Klaſſe, 
welche der Quotient anzeigt, ſondern in die hoͤchſte Stelle 
der naͤchſt niedrigern Klaſſe. 


Zweyter! Kofanite. 
Von Den vier Species, 





36. So wie wir ſchon bey dem bloßen Zaͤhlen | 


eine Zahl aus der andern erzeugen, und dutch die Ber 
nennungen der, meiften Jahlen eine Bufammenftgung der: 
felben aus andern andeuten, fo Eönnen wir überhaupt 
jede beliebige Zahl mit einer. andern verbinden und das 
durch eine neue herausbringen. Wir denken uns die eine 


Zahl in ihre Einheiten aufgelöft, und fuͤgen Diefe der - 


Reihe nach zu der anbern Zahl hinzu. Dadurd) erhal- 
ten wir eine Zahl, bie fo groß ift, als jene beyden zu: 
fammengenommen. Und auf diefe Art laffen fich fo viele 


Zahlen zufammen verbinden, ald man nur will, . Died 


Verfahren macht dad Addiren aus. No 
| | BL .- 
N 
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37.. Sind die Zahlen, die man auf diefe Art mit 
einander verbindet, einander gleich, fo übertrifft bie 
dadurch erzeugte Zahl eine von jenen fo vielmal an 
Größe, ald deren zufammen verbunden "worden fü nd. 
Hierin befteht das Multipliciren. 

38. Wenn wir uns ein paar Zahlen in ihre Einhei⸗ 
ten aufgeloͤſt vorſtellen, ſo koͤnnen wir ſie in Abſicht der 
"Menge ihrer Einheiten mit einander vergleichen; und die⸗ 
fe Bergleihung Bann auf doppelte Art geſchehen: entwe⸗ 
der wir ſehen, wie viele Einheiten die eine mehr ent⸗ 
haͤlt als die andere — und dieſes findet ſich, wenn wir 
ſo viele Einheiten, als die andre in ſich faßt, von ihr 
abnehmen und den Ueberreſt betrachten —; oder wir un⸗ 
terfuchen, wie vielmal fich fo viele Einheiten, als 
bie eine enthält, von den Einheiten der andern wegneh: 
men laſſen; mit andern Worten: die Vergleichung geht 
“entweder dahin, zu beflimmen, um wie viel, oder, 
wie, vielmal bie eine Zahl größer als die andere ift. 
Das eine gibt bie Subtraction, das andre die Di: 
vifion - 

39. So laffen fid) die vier einfachften Rechnungs | 
orten auf ein Hinzuthun und Abnehmen der Einheiten 
zurüdführen. Gleichwohl unterfcheiden wie nicht mit 
Unrecht vier Rechnungsarten. Denn dadurch, daß bey 

‚dem Multipliziren diefelbe Zahl wiederholent: 
lich addirt, und beym Dividiren fubtrahirt wird, bekom⸗ 
men beyde Rechnungsarten einen don der Addition und 
Subtraction verfchiedenen Charafter: es ift bey ihnen 
rin weienttiher Umftand, wie vielmal die Handlung 
des Addirens oder Subtrahirens wieterholt werden muͤſ⸗ 
ſe; worauf bey der Addition und Subtraction ſelbſt 
nichts ankommt. Daher liefern auch diefe Rechnungsar⸗ 
ten bey einerley Zahlen, wenige Fälle ausgenommen, 
iebe ein verfchiebened Refultat. 3. B. es ift 
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40. Bey zweyen diefer Rechnungsarten, ber Ad⸗ 
dition und Multiplikation , iſt e8 in Abficht auf das Re⸗ 
fultat einerley,; in welcher Ordnung die Zahlen verbun- 
den werden: 6 + 2? ft — 246 und 6. 2 2. 6. 


Denn die Summe faßt die Einheiten der ſummirenden 


Zahlen zuſammen in ſich, wobey es nur auf die Menge, 
nicht auf die Ordnung derſelben ankommt; und das Pro⸗ 
dukt enthaͤlt jede Einheit des einen Factors ſo vielmal, 
als der andere Factor Einheiten hat; folglich auch den 
letztern ſo vielmal, als jener Einheiten hat. 

1. Warum iſt bey den beyden andern Rechnungsarten 
eine aͤhnliche Verwechſelung der Zahlen nicht anwendbar? 

2. Da jede Summe zweyer Zahlen wieder als fums 
mirende Zahl betrachtet und zu andern addirtz .und jedes 
Produft zweyer Zahlen wieder ald Factor mit andern 
Zahlen multiplizirt werden, kann: fo macht es bey Xiefen 
beyden Rehnungsarten feinen wefentlichen Unterſchied, wie 
groß die Anzahl der ſummirenden Zahlen oder der Facto⸗ 
ren ſey. 

41. Bey der Subtraction kann der Unter, 
ſchied m der Menge der Einheiten zweyer Zahlen auch 
baburch gefunden werden, daß man ber einen Zahl fo 
viele Einheiten zufegt, als erforderlich ift, fie der andern 
gleich zu machen. UWeberhaupt muß man unter dem Uns 
terfchiede zweyer Zahlen diejenige Zahl verftehen, bie, 
zu der einen hinzugethan, diefe der andern gleich macht; 
und die Zahl, zu welcher man ben Unterfchied hinzuthun 
muß, bamit fie der andern gleich werde, macht ben Sub: 
trahendus, die andre den Minwendud aus. 

1. Man tann- fih auch den Unterfchied als Viermiar : 
Bröße denten, die, bon dem Minuendus abgenommen , ton 
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dern Subtrahendus gleich macht. Go gibt' es einen drey⸗ 
fachen Weg, den Unterſchied zweyer Zahlen zu finden. 
2. Die Natur der Subtraction geſtattet eigentlich nicht, 
daß mehr als eine Zahl von einer andern abgezogen werde. 
. Sind gleichwohl mehrere-gegeben, die von einer abgezogen 
werden follen, fo hat-man entweder fo viel verfchiedene. 
Rechnungen zu machen, ald Zahlen abzuziehen find; oder 
man muß die Summe von diefen auf einmal abziehen. 
4%. Wenn die Divifion lehrt, wie vielmal eine 
Zahl größer, als eine andre fey, To zeigt fie zugleich, 
was für einen Theil jene von biefer ausmache. Denn 
wenn 3. B. 6 3mal fo groß als 2 ift, ſo kann 2 als 
der dritte Theil von 6 betrachtet werben. Da fer: 
ner 3mal 2 eben fo viel ift, ald Qmal 3, fo kann man 
den’ Quotienten 3 auch als die, Zahl betrachten, die in 6 
Imal enthalten iſt, oder den 2ten Theil, d. i. die Hälfte 
von 6 ausmacht. Man findet alfo durch die Divifion 
ebenfowohl, den wie vielften Theil eine Zahl (der 
- Divifor) von einer andern (dem Dividendus) ausmache, 
als, wie groß ein (durch den Divifor) befiimmter 
Theil einer Zahl (des Dividendus) fey. Daher bie De: 
nennung biefer Rechnungsart. 
| 1. Es Laßt ſich bey der Diviflon ein doppelter Ge⸗ 
ſichtspunkt auffaſſen: entweder iſt die Frage, wie vielmal 
der Diviſor im Dividendus ſtecke; oder, welches diejenige 
Größe fey, die im Dividendus fo vielmal enthalten ift, als 
der Divifor anzeigt. 
2. Ge. größer, bey gleichem Dividendug, der Divifor 
ift, defto fleiner wird der Quotient; und je kleiner der Di— 
vifor, defto größer der Quotient. 
3. Auch die Divifion gefkattet nicht, daß der Divifor 
aus mehreren Zahlen beſtehe. ft er gleichwohl durch 
“ mehrere Zahlen ausgedruͤckt, fo müflen diefe erfi auf eine 
einzige gebracht werden. 3. B.erfy=5-+ 3, fo muß 
dafür 8 gebraucht werden. Soll aber eine Zahl durch meh⸗ 
rere der Reihe nad dividirt werden, und zwar fo, daß der 
Quotient der einen: durch die naͤchſtfolgende Zahl, dieſer 
Quotient wieder durch die folgende v. (. w. Dioidirt werde: 


ı 
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ſo hat man! ſo viel nerfhiedene Rechnungen, als 
Diviſoren gegeben find. Daflır fann man auch die 
gegebene Zahl durdh ein Produkt aller Dipis 
foren auf einmal dividiren. Es foll 3. DB. 60 erft 
durch 5, und der Quotient wieder durch 3 bividirt werden, 
fo dividire man dafür 60 durch 5.3, d. 1. durch 15. Denn 
den fünften Theil einer Größe in 3 gleiche Theile zu theilen, 
heißt, folche Theile angeben, deren 3 aufjedes Fünftel 
der Größe, folglich 15. auf die ganze Größe gehen. 

43. Aus. diefer Darftellung der vier Species ers 
bellet, in wie fern die zu einer Rechnung berfelben ge: 
börigen Zahlen getheilt werden Finnen ober nicht. 

a) Bey der Addition ift es in Abficht auf Die Sum: 
me einerley, ob die fummirenden Zahlen vorher getheilt 
werben oder nicht, wofern alle Theile zuſammen addirt 
werben; weil es nur darauf anfommt, daß die Summe 
alle in den fummirenden Zahlen enthaltenen Einheiten 
in fich faſſe. Es iſt z. B. 9+2=5+3 +1-+2 
= 11. 

b) Wird bey der Subtraction der Minuendus ges 
theilt der Subtrahendus aber nicht, fo kann man’ dies 
fen von dem einen Theil des Minuendus abziehen, muß 
aber zu dem Unterfchiede den andern ganzen Theil addis 
ven. .812—7ft=8—7+4=1+4=5. 
Wird dagegen ber Subtrahendus getheilt und der 
Minuendus nicht, fo muß man die Theile der. Reihe nach 
von dem Minuendus und dem jedeömaligen Refte abzies 
ben. 3.8. anftatt 15 — 8 = 7 kann man 8in 5, 2, 
1 zertheilen und fegen: 15 — 5 = 105 101 —2= 5 
8-11. (Vergl. 41, 2.) | 

Man kann aber auch beyde, den Minuendus und 
Subtrahenbus, zertheilen, ‚und die Theile des letztern 
von ben Theilen des erftern abziehen, — wofern beyde 
in gleichviel Theile getheilt find — und vie Diüe: 
senzen abbiren, fo erhält man die Differenz der wnge: - 


I 
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seiten Zahlen. 3.8.20 — 2 iſt — 8 + 
9—4=3 + >= — 8 Waͤren beyde nicht in gleich⸗ 
viel Theile zertheilt, fo kann man dem einen noch fo viel 
Theile = 0 geben, daß feine Anzahl. der des andern 
gleich wird. 

c) Die Multiplikation geftattet gleichfalls eine Zer⸗ 
theilung ihrer Factoren; und zwar kann man entweder 
den Multiplikandus allein, oder den Multiplikator al⸗ 
lein, oder beybe zugleich zertheilen; in jedem Fall aber 
muß jeder Theil ded einen Factord mit dem andern gan⸗ 
zen Factor, ober, wenn auch biefer zertheilt ift, mit je= 
dem Theil deffelben multiplizirt, und bie Produkte müfs 
fen addirt werden. 3.2812.5ft=8.5 +4 
+5=0+% = 605 ver 12.5=12.3+ 
12.2=36+2%4=60; dr 12.5=8.3 
+4.3-+38. 28. 2844124 16+ 
8 = 60. 

d) Bey der Divifi on endlich darf nur ber Dibiden⸗ 
dus, aber nicht der Diviſor zertheilt werden. 
‚Denn ein Theil des Divifors muß einen größern Quo⸗ 
tienten geben, ald der ganze Divifor (42. 2). Zertheilt 
man aber den Dividendus und dividirt jeden Theil Durch 
den ganzen Divifor , fo machen die- partiellen Quottens 
ten zufammengenommen wieder den ganzen Quo⸗ 
tienten aus. 3.8 4:6 =18:6 +6 :6— 

3+1=4 
| 44. Wenn die Zahlen in einer Rechnung, Die zu 
einer diefer 4 Species gehört, mit mehr ald einer Ziffer 
gefchrieben werben müffen, fo lehrt die gemeine Arith> 
metik eine Abfürzungs-Methode, wobey man 
nicht nur die gegebenen Zahlen theilweife in Rechnung 
nimmt, und bie einzelnen Theile derfelben ald Einer bes 
trachten darf, fondern auch die gefuchten Zahlen theil⸗ 
weiſe findet. Bey der Addition und Subtraction muͤſ⸗ 
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fen zu. dieſem Ende Einer unter Einer, Zehner unter Zeh⸗ 
ner, u. ſ. w. geſetzt werden; bey der Multiplikation und 
Diviſion kommt es nur darauf an, daß die einzelnen 
Theile des Produkts und des Quotienten in ihre gehoͤrige 
Stelle zu ſtehen kommen.‘ Die ganze Methode aber 
gründet fich darauf, daß die Zehner, Hunbderter u. l. w. 
fih ald Einer betrachten laſſen, deren Einheiten einen 
zehnmal, hundertmal ıc. größern Werth haben, als die 
Einheiten der eigentlichen Einer. 

4. Bey der. Addition, Subtraction und Multiplikation 
faͤngt man die Rechnung bey den Einern an — warum 


iſt es vortheilhaft ſie in der Diviſion bey den hoͤchſten 
Zahlen anzufangen? 


2. Ein nothwendiges Huͤlfsmittel zu dieſer kuͤnſtlichen 


Multiplikation ift das Einmaleins, welches alle Pro—⸗ 
dufte je zweyer Einer in fidh begreift, aber auch nicht 
mehr zu enthalten braucht, da diefe zu einer jeden noch fo 
großen Multiplifationd= Rechnung hinreichen. 


3. Zür die Divifion gibt ed fein fo directes Verfahs 


ren, ald für die drey übrigen Rechnungsarten; man, hat, 


zumal bey größern Zahlen , oͤfters ein Probiren dabey 


noͤthig. 

45. Die verſchiedenen Theile einer jeden Rech⸗ 
nungsart ſtehen in einer ſolchen Verbindung unter ein⸗ 
ander, daß ſie einander gegenſeitig beſtimmen, d. h. daß 


die Groͤße des einen von der Groͤße der uͤbrigen abhaͤn⸗ 


gig iſt. | 

a) Wenn 6t2=8 if, ſo iſt = 8 — 25 und 
2 = 8 — 6. Ueberhaupt ift jede der fummirenden. 
Zahlen gleich der Summe aller weniger der Summe ber 
übrigen ſummirenden Zahlen. 

Hierauf gründet fih eine fehr gewöhnliche Probe der 
Addition. ©. meine Anweiſ. z. Rechenk. 23. 

b) 186 — 2 =4 folgt, daß 6 = 4 +23; 
nd 2=6 — 4 if, . Denn der Unterfhied it eben 


biejenige_ Ort, die, zu dem Subtrab endus bay | 
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than, ihn dem Minuendus; und von dem Minuendus 
abgezogen, dieſen dem Subtrahendus gleich macht. 

In. dem erſtern Liegt der Grund der gewöhnlichen Pro⸗ 
be der Subtraction. 

c) Au8 6.2 —=-12 ergibt fih, daß 6 = 12:25 
und 2 = 12:6 if. Denn wenn 12 noch einmal fo 
viel ift ald 6, fo muß die Hälfte von: 12=6 feynz und 
wenn 12 6mal fo groß ald 2 if, fo muß der 6te Theil 
von 12 = I feyn. Man erhält alfo jedesmal 
ben einen Factor, wenn man bad Produkt 
durch den'andern dividirt. 

Dieß gibt ebenfalls die gewoͤhnliche Probe der Multi⸗ 
plikation. 
dy) Wenn enblich 6: 223 iſt, ſo iſt 6— 2. 33 
nd 2=6:3. Denn man mag ſich vorſtellen, daß 
2 in 6 Zmal, oder 3 in 6 2mal ſtecke, fo folgt immer, 
da 2.3 6 ſey; und hieraus ergibt fich wieder 
(nad) der vorhergehetiden Nummer), daß 2 = 6:3 ifl. 
Der Quotient und Divifor geben alfo zu: 
fammen multiplizirt den Dividendus, und 
der Dividendus durch den Quotienten dis. 
vidirt gibt Sen Diviforn 

1. Hieraus erklärt fih die Probe der Diviſion. 

2. Für die Addition und Multiplikation hat man noch 
sine befondere Art von Probe, die fogenannte Neuner: 
probe, die weniger ihres praftifchen Nutzens, als der Theo= 
rie wegen ınerfwürdig ift. Gie gründet fih darauf, daß, 
da 9 der höchfte Einer ift, alle Zahlen über 9 mit folchen 
Ziffern geſchrieben werden, die, in ihrer einfachen Bedeu⸗ 
tung genommen, zuſammen eben ſo viel ausmachen, als die 
Zahl ſelbſt uͤber 9 oder über ein Produkt von 9 iſt; daher 
auch alle Produkte von 9 aus ſolchen Zahlen beſtehen, die, 
als Einer betrachtet, zufaımmen wiederum 9 oder ein Pro— 
dukt von 9 ausnachen. Wenn man alfo bey einer Additiong- 
rehnung 1) von den ſummirenden Zahlen, 2) von der Sum⸗ 
ne fo vielmal 9 wegnimmt, als ed darin enthalten ift, fo 
snüffen die Reſte von beyden einander ig (un, wert 


’ 
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die Rechnung richtig iſt. — Bey einer Multiplikations⸗ 
Rechnung muß man fowohl aus dem Multiplilandus, als 
aus dem Multiplifator, fo vielmal 9 wegnehmen, als ed 
darin enthalten ift; alödann die Refte von beyden, 
zufammen multipliciren, und von den Zahlen die: 
fes Produfte, wenn fie mehr ald 9 ausmachen, wiederum 
9 abziehen, und den Reſt zur Seite anmerken, Endlich 
muß man auch aus dem Hauptprodufte fo vielmal 9 weg⸗ 
nehmen, als ed darin enthalten ift; der Weft, der hier 
übrig bleibt, wird dem vorigen gleich feyn, wofern die 
Rechnung richtig iſt. S. meine Anmweifung zur Rechenk. 
$. 22. u. 38. 

- Wenn mar fich bey diefer Probe gerade um 9 oder um 
ein Produft von 9 verrechnet — und das gefhieht fchen, 
wenn man die Ziffern einer Zahl in einer unrichtigen Drds 
nung fohreibt, 3. B. 19 ftatt 91 — fo zeigt die Probe den 
Fehler nicht an; fie ıft alfo nicht zuverläffig genug. 

3. Etwas ähnliches gilt von der fogenannten Eilfers 
Probe, die einen Fehler von 11 oder einem Produkte dies 
fer Zahl nicht anzeigt.. Hierzu fommt, daß fie in der Arte 
wendung mübfamer ‚ als die Neuner= Probe ıft, md daher - 
fann fie, noch weniger ald diefe zum praktiſchen Gebrauch 
empfohlen werden. 

4. Auf eine genaue Kenntniß von dem Verhaͤltniß der 
verſchiedenen Theile einer jeden Rechnungsart unter einan⸗ 
der kommt beym Rechnen ſelbſt überaus viel an. Ein gro⸗ 
ßer Theil unſrer Rechnungen beſteht in nichts anderm, als in 
Entwickelung dieſer Verhaͤltniſſe. Man muß ſich daher bemuͤ⸗ 
hen, ſie recht kennen zu lernen, um in allen vorkommenden, 
Faͤllen die gehoͤrige Anwendung davon machen zu koͤnnen. 

46. Die vier Species lehren alſo ſchon auf eine 
vielfache Weiſe, wie ſich aus gewiſſen Zahlen andre, die 
von jenen abhaͤngig ſind, herausbringen laſſen; und 
das heißt überhaupt rechnen. Die Art, wie die uns 
befannte oder gefuchte Zahl zu finden ift, hängt von ih⸗ 
vem Verhältniß zu den gegebenen ab; und diejes kann 
entweber willführlich angenommen werden, ober ed wird 
durch die Befchaffenheit de Gegenftanded, auf weils 

ben bie Regnung angewandt werden (vil, 


* 
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beftimmt. Ueberhaupt aber ftellen die vier Species bey 
weitem nicht alle möglichen Verhältniffe gegebener oder 
befannter Zahlen zu ben gefuchten oder unbefannten bar. 

47. So wie Zahlenbegriffe fi) mit allem, was 
Gegenftand unferer Vorſtellungen werden kann, verbins 
den laffen, fo Fönnen auch Rechnungen in Beziehung 
auf gewiffe Gegenflände, die bey den Zahlen ge: 
dacht werden follen, angeftellt werden. In diefem Kal 
‚aber ift dad Verhältniß der unbekannten zu den befanns 


- "ten Zahlen nicht mehr ganz willführlich, fondern. hängt 


-. mehr oder weniger von der Befchaffenheit des Gegen 
flandes ab. Man muß daher bey Rechnungen Diefer Art 
gehörig überlegen, welche Rechnungsart die Natur des 
Gegenftandes erfordert. Es wird alfo zu folchen Rech⸗ 
. nungen ebenfowohl Kenntniß der Rechnungsarten übers 
haupt, ald des Gegenftandes, wovon die Rede, er⸗ 
fordert. . | 
68. Nenn man mit dem Begriff einer Zahl noch 

ben einer befondern Art von Dingen verbindet, fo pflegt 
man dieſe Verbindung zweyer Begriffe eine benann= 
te Zahl zu nennen; und Rechnungen, bie fich auf bes 
flimmte Arten von Dingen beziehen, heißen Rechn un⸗ 
gen in benannten Zahlen. Streng genommen 
faßt diefe Benennung einen Widerfpruch in ſich. Denn 
der Begriff einer Zahl ſchließt jeden Begriff einer beſon⸗ 
dern Art von Dingen aus; und verbindet man dieſen 
damit, ſo bleiben es immer zwey verſchiedene 
Begrif fe, von denen nur der erſtre in der Rechnung 
ſelbſt gebraucht werden kann. Alle Rechnungen geſche⸗ 
hen mit ſogenannten unbenannten Zahlen. 
49. Indeſſen gibt es viele Dinge des gemeinen 
Lebens, auf welche man oft genöthigt iſt, die Rechnung 
der vier Species anzuwenden, Man hat e8 daher der 
rth gehalten, in ven Elementatüihern ter 
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Arithmetif die Anwendung der vier Specied auf diefe 
Dinge, die man vorzüglich unter die Rubriken von 
Münze, Maaß und Gewicht brachte, befonders 
abzuhandeln, und fo ift die Unterfcheidung diefer Spe⸗ 
cies in Rechnungen mit unbenannten und in Red 
nungen mit benannten Zahlen entflanden. Die leg: 
tern aber find Feine andern Rechnungen als bie erftern, 
nur find fie meiftens zufammengefester, als dieſe. 

50. Mit den Benennungen der Zahlen hat man in 
der Rechnung felbft nichts zu thunz fie follen uns daher 
nur erinnern, welchen Arten von Größen die Zahlen uns 
tergefegt : find, um den Gang ber Rechnung beftimmen 
zu können, Eben fo wenig findet man durch die Rech⸗ 
nung irgend eine Benennung einer Zahl, fondern nut 
eine unbenannte Zahl, deren Benennung nach dem ganz - 
zen Zufammenhange der Aufgabe und der Rechnung zu 
beſtimmen if. 

51. Uebrigens ergibt ſich aus dem Begriff der Rech⸗ 
nungen ſelbſt das Verfahren, welches man bey Anwen⸗ 
dung derſelben auf beſtimmte Arten von Gegenſtaͤnden zu 
beobachten hat. 

a) Die Addition erfordert, daß die ſummiren⸗ 
den Groͤßen von einerley Art ſind, weil durch die 
‚Benennung ber Werth der Einheit. beſtimmt wird, und 
nur Einheiten von einerley Werth in einer Zahl gedacht 
werden Fünnen. “Enthält daher eine Aufgabe Größen 
von verfchiedener Art — 3. B. Thaler, Grofchen, Pfen⸗ 
nige — fo müffen fie von einander abgefondert und jede 
derfelben befonders abdirt werben. : Dadurch erhält mar 
fo viel verfchiedene Summen, als verfchieden- 
artige Größen vorhanden find, und von denfelben 
Benennungen, welche dieſe haben. Mit den 
Summen ber kleinern Größen muß dann diters wo 
eine Reduction borgenommen werben, wodurd) man 
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geht, mit einer Zahl — = ber gegebenen Menge von biefen 
multiplizirt. 

Hingegen um Grofchen in Thaler zu verwandeln, 
oder Größen einer kleinern Art quf größere zuruͤckzubrin⸗ 
gen, muß man in bie gegebene Menge der erftern mit fo 
viel, alö von denfelben auf eine einzelne Größe ber let⸗ 
tern Art geht, dividiren. 


1. Es iſt zum mindeſten eine ſehr verkehrte Art ng 
auszubrüden, wenn man, wie es oft gefchieht, ſagt, daß, 
um Thaler in Groſchen zu verwandeln, man die Thaler. mit 
24, oder wohl gar mit 24 Groſchen multipliziren müffe. 
Denn das erftere gibt zum Produft Thaler, nicht Gros 
fhen, und das Iehtere hat gar feinen Sinn. 

2. Bey der Reduction der Grofchen uf Thaler muß 
der Divifor benannt gedacht werden. Ser Sim ift: fo 
vielmal 24 Groſchen in der gegebenen Menge von Grofchen 
enthalten Pd, fo viel Thaler koͤnnen aus derfelben erhalten 
werden. Der Quotient ift in dieſem Fall eigentlich un bes 
nannt, und es wird die Benennung nur der Aufgabe ges 
mäß auf ihn Übertragen. 

3. Wenn der Werth einer Größe: durch mehrere Arten 
fleinerer Größen beftimmt wird, 3. B. der Dufaten zu 5 
Gulden 30 Kr. gerechnet, fo hat man, bey der Verwand⸗ 
lung ‚der größern in die kleinern, eine sufammengefehte 
Multiplikation — man müßte 3. B. um Dufaten’in Gul⸗ 
den und Kr. zu verivandeln, 5 G. 30 Kr. mit der Anzahl 
der Du, multipliziren; follen Hingegen die Fleinern auf die 
größern zurüefgeführt werden, fo müflen jene zuerft auf eis 
ne einzige Benennung gebracht, und dann mit der erforder= 
lichen Zahl dividirt werden. 3. B. um Gulden u. Kr. auf 
Duf. zu bringen, könnte man jene insgefammt in Kreuzer 
verwandeln, und dann durch 330, als den Werth eines Dus 
fatens in Kreuzern, dividiren. 

4. In andern Fällen fann die Reduction der verfchies 
denen Größen auf einander noch befondere Rüdfichten er⸗ 
- fordern; 3. B. wenn in Rechnungen, die fih auf za tbe= 

ftinmungen beziehen, Monate in. Tage, oder Tage in Mo- 
Nnate versvandelt werden ſollen. Hier kann man nicht im⸗ 
mer gleich viel Tage auf einen Monat vechnen, do Die Dos 
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nate vom ungleicher Länge find; fordern es kommt darauf - 
an, welher Monat in age zu verivandeln ift, oder auf 
welchen -die Tage zurückgeführt werden follen; und dieß 
kann oͤfters auf xine doppelte Art beſtimmt werden. Soll 
z. B. das Alter eines Menſchen geſucht werden, der 1763 
den 18. Sept. 4 Uhr Nachmittags gebofren, und 1816 den 
8. April 3 Uhr ded Morgen? geftorben iſt, und man macht 
dazu folgehden Anfak: _ — 
1815 Jahre 3 Mon. 7 Tag. 3 St. 
. 12 — 8 - 1 — 16 —— | 
fo muß bey der Eübtraction der Tage ein Monat geborgt 
werden; dies ift hier eigentlich der dritte, der März, der 
31 Tage-hat. Man darf aber, went man die von dem 
Menfchen wirflih-durclebten vollen Monate und Tage fin« 
den will, nicht den März oder 31 Tage nehmen, fondern 
man muß denjenigen Monat, in welchem er gebohren ift, 
den September, folglih nur 30 Tage, rechnen — wobey 
die Differenz 19 Tage ift. Rechnet man hingegen, wie es 
im gemeinen Leben gewöhnlidh.ift, von der Mitte 
des einen Monats bis zur Mitte des nächften, 3. B. vom 
18. Eept. bis 18. De; , einen vollen Monat, fo muß man 
die Tage des. geborgten Monates felbft in Rechnung brins 
gen, alfe hier BI Täge; wobey die Différenz 20 Tage 
wird. Und da die rtre Art die Länge der Monate zu bes. 
ftimmen in denjenigen Fällen angewandt zu werden pflegt, 
wo man nicht zu borgen nöthig hat, fo fann ınan fie, der 
Gleich foͤrmigkeit wegen, füglich in allen Fällen bevbehälten. » 
Eben fo fann man da, wo Tage auf einen Monat zu— 
ruckgefuͤhrt werden follen, Auf eine verfchiedene Art verfahr 
ten, indem man fi entiweder nach demjenigen Monate rich⸗ 
tet, in welden die Geburt eined Menſchen oder der Anfang 
eines Zeitraumd fällt, oder nach demjenigen, welcher gu 
den uͤbrigen hinzunddirt werden fell; u 
Ueberhaupt aber erhellet Hieraus, daß die Beſtimmung 
des Alters eines Menſchen oder der Größe eines Zeitrauins 
nach Jahren, Monaten u. Tagen feine große Genauig⸗ 
feit gibt, wenn man nicht weiß, welche Monate genieint 
find. Es könnte wohl feyn, daß das Alter ziveyer Perſo⸗ 
nen, Auf diefe Art. ausgedrüdt, gleich groß zu ſeyn (chie⸗ 
ne, und doch in der That um ein Hadı Tage berihjtiden 
ölre, Mod weniger Ueb fih da eine Berraulateit ereck⸗ 
Kried Ratbematik 6. Auß, & 


’ 
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chen, wo man mehrere folder Angaben, 3. B. das Alter 
der verfhtedenen Mitglieder einer Familie, aufanınen addi⸗ 
- ren wollte. Hier fönnte man ‚weder die Tage mit Sichers 
heit auf Monate, noch die Monate auf Sabre zuruͤckbrin⸗ 
gen, da nicht jede Anzahl von 12 Monaten für ein Jahr zu 
rechnen wäre. 

53. Bey zufammengefegtern Aufgaben, die zu ih⸗ 
rer Aut.öfung mehr als eine der vier Species erfordern, 
muß die Ordnung, in welcher die verfchiedenen Rech: 
nungsarten anzumenben find, in jevem Zall durch gehoͤ⸗ 
rige Weberlegung befpnders beflimmt werden. Algemei: 
ne Vorfchriften laſſen ſich darüber_nicht geben. 

Benfpielefolder vermiftgten Aufgaben und ihrer 
‚Behandlungsart f. im Rechenb. für B. und Land 
en §. 81. und in der Anweiſ. gur Rechenkunſt 

. 78. f. 





Dritter Abſchnitt. 
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| 54. So mie eine ganze Zahl aus Einheiten zuſam⸗ 
mengeſetzt iſt, ſo kann die Einheit ſelbſt wieder als ein 
Zuſammengeſetztes betrachtet werden. Man kann ſik ſich 
in fo viele Theile getheilt vorſtellen, als man will, und: 
fie, in Rüdficht diefer Theile, als ein Ganzes ans 
fehen. 

55. Man kann die Theile, in 1 welche die Einheit 
getheilt iſt, alle einander gleich annehmen; und dann 
laßt fi ch ein ſolcher Theil gleichſam als eine Einheit einer 
geringern Ordnung betrachten, aus welcher wiederum 
Groͤßen als zuſammengeſetzt angeſehen werden koͤnnen. 
Druͤckt man aber eine Größe in ſolchen Theilen der Ein⸗ 
beit aus, fo heißt ber Ausbund ı ein Brad Graetia). 


Bon Den Bruͤchen. 35 


56. Sol eine Größe in Theilen der Einheit aus⸗ 
gebrückt werben, fo find zwey verfchiebene Begriffe zu 
beftimmen: 1) die Größe diefer Theile; 2) die 
Menge derfelben. Beybes muß der Bruch ange: 
ben; daher ift er ein zufammengefester Ausdruck. 


Die Größe der Theile läßt fich dadurch beftimmen, daß 


— — —— — — — — — — — — 
———— — — — — 


man angibt, wie viele derſelben auf die Einheit gehen, 
oder den wie vielſten Theil der Einheit einer derſelben 
ausmacht; die Menge derſelben wird, eben ſo wie eine 


‚Menge von Einheiten, durch eine ganze Zahl ausgedruͤckt. 


Daher befteht ein Bruch aus zwey Zahlen — dem Nen⸗ 
ner (denominator), welcder die Größe der Theile; 
und dem Zähler (numerator), welcher die vorhan⸗ 
dene Menge derſelben bezeichnen ſoll. 

1. 3. B. der Bruch £ heißt: 5 ſolcher Theile, deren 
9 auf die Einheit gehen, nder, deren jeder ein Neuntel der 
Einheit ift. 

2. Se größer die Anzahl der Theile ıft, welche auf die 
Einheit geht, defto Eleiner find die Theile ſelbſt. Je grös' 
ber daher der Nenner ift, bey gleichem Zähler, defto Feiner 
ift der Bruch; und umgefehrt, je kleiner der Nenner, defto 
größer der Bruch. " 


57. Man kann fich von ber Größe, die Durch eis 
nen Bruch ausgedrückt ift, auch dadurch eine Vorftellung 
machen, daß man fich jede Einheit des Zaͤhlers durch den 
Nenner dividirt denkt. Folglich Tann der ganze Bruch 
ald ein Quotient betrachtet werben, bey welchem 
der Zähler den Dividendus, und der Nenner den Divis 
for ausmacht. 

3.3.85 if=I I +3 +3 +4 =5.3=5:9 


d. 5. 5 Neuntel von einem Ganzen find eben fo viel, ‚ale 
der neunte Theil von 5 Ganzen. 


58. Wenn der Zähler eines Bruches kleiner als 
der Nenner ift, fo wird dadurch eine Größe bezeichnet, 
die von folchen Theilen, ald der Nenner angibt, weniger 
abdit, als auf eine Einheit gehen — vie folglih) Weis 

C2 
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ner alö bie Einheit, oder al3 das Ganze if. Ein fol: 
cher Bruch heißt ein eigentlicher oder ächter Bruch 
(fr. vera). Iſt hingegen der Zähler eben fo groß oder 
größer als der Nenner, To wird im erſten Fall eine Groͤ⸗ 
fe bezeichnet, die eben fo viel Theile enthält, ale die 
Einheit felbftz und im legten eine Größe, die mehr. 
heile, als die Einbeiti in fich faßt; jene ift folglich eben 
fo groß, diefe größer ald die Einheit oder Als ein 


Ganzes —: und folhe Brüche heißen uneigentlid e- 


oder und chte Brüche (fr. spuriae). 


Da eine jede Zahl entiveder Feiner, oder eben fo groß, 


oder größer ald die Einheit ſeyn muß: fo können Alle Zah⸗ 
len dur) die Form eined Bruchs ausgedruͤckt werden, 


59. Da ein Bruch gerade ein Ganzes iſt, wenn 
Zaͤhler und Nenner gleich ſind, ſo kann man aus einem 


Buch; deſſen Zaͤhler größer als der Nenner iſt, die Men⸗ 
ge der in ihm enthaltenen Ganzen finden, wenn man 


mit dem Nenner in den Zähler dividirt. 

Mie. müffen Zähler und Nenner eines Bruches beſchaf⸗ 
fen ſeyn, wenn der Bruch gerade 2, oder 3, oder 4, oder 
n-Ganze ausdrüdfen foll? 


‚» 60. Umgefehrt kann man eine ganze Zahl in ei- 
nen Bruch verwandeln, wenn man eine beliebige Zahl 
zum Nenner nimmt, und das Probuft derfelben mit der 
ganzen Zahl zum Zähler macht. Denn dividirt man. ale: 
dann mit dem Nenner in den Zaͤhler, fo erhält man wie⸗ 
der die ganze Zahl. 

Man kann alſo dieſelbe ganze Zahl durch unzäßfige 


Brüche ausdrüden, da man jede beliebige Zahl zum Ten» - 


ner annehnen fann. 

61. Eben fo kann man auch jeden eigentlichen 
Bruch auf unzählige Weife verändern, ohne daß die da: - 
durch ausgedruͤckte Größe fich ändert: man braucht. nur 
die Art der Theile zu verändern, und dafür fo viel: . 
mal mehr ‚oder weniger derfelben zu nehmen, ald man 

fie verkleinert oder vergrößert. Dieb vn A doduvxdð 





1? 
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bewerkſtelligen, daß man ben Zaͤhler und Nen⸗ 
ner mit einerley Zahl muktiplizirt oder Dis 
vidirt. Das letztre heißt noch befonders einen Bruch 
heben. 

62. Das Heben gewaͤhrt den Vorteil, daß es die 
Brüche in Pleinern Zahlen darftellt, wodurch die anders 
weitige Rechnung mit denfelben leichter, und unfere. Bors 
ſtellung ihrer Größe in vielen Fällen deutlicher wird, Es 
laffen ſich aber nur ſolche Brüche heben, deren Zähler 
und Nenner einen gemeinfchaftlichen Divifor haben, oder, 
wenn fie in. ihre Factoren zerlegt werden, gleich e Fa⸗ 
ctoren enthalten. 8, DB. en = 3.15 = 7 | 

63. Ein —8 Verfahren, den gemeinſchaft⸗ 
lichen Divifor des Zaͤhlers und Renners zu finden, bes 
ſteht darin, daß man mit dem Zähler in den Nenner dis 
vidirt; ferner mit dem Reſt in den vorhergehenden Dis 
viſor; mit dem abermaligen Reft wieder in den vorher 
gehenden Divifor, und fo fort bis die Divifion ohne Reſt 
aufgeht, welches einmal geſchehen muß.. Der lebte 
Diviſor ift dann die Zahl, dur) welche fih der Bruch 


heben laͤßt. 

1. Dieſes Verfahren gruͤndet ſich darauf, daß, wenn 
eine ganze Kahl, die wir a nennen wollen, in einer andern . 
aufgeht, fie auch in jedem Produkt derfelben nit einer gans 
sen Zahl, ingleihen in jeder Zahl, die aus einem foldhen 
Produkt und der Zahl a felbft oder einem Vielfachen ders 


fen zuſammengeſetzt iſt, aufgeht. Es ſey z. B. Or 


gegeben ‚ fo gibt daß befchriebene erfahren folgende Rede 
nung: 
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wo 13 der letzte Diviſor, folglich die Zahl iſt, Durch wele 
fih der Bruch heben läßt, Denn da 13 in 26 aufgeht, 
geht ed auch in 2. 26 d. i. 62 auf; deögleichen in 52-+ 
— 65; folglih au ın 8. 65 = 520; und in 5204 2. 
== S46. 

2. Iſt der Iehte Diviſor bey diefem Verfahren —1, 
ift ed ein Zeichen, daß fi der Bruch nicht heben läßt. 

3 Daß man aber durch dieſes Verfahren nicht bi 
überhaupt eine Zahl findet, durch welche ſich der Bruch 
ben läßt, fondern daß diefed auch die größte Hft, dm 
welche es gefchehen kann, beruht darauf, daß zwey Zahle 
von denen feine in der andern aufgeht, feinen größern < 

j ‚meinfhaftlichen Divifor haben können, ale den Reſt, w 
cher bey der Divifion der größern durch die fleinere übı 
bleibt. (Vergl. die allgemeine Erläuterung diefes Verfo 
sens durch Buchfiabenrechnung weiter unten $. 188.) 

4. Eine Zahl, die feinen andern Divifor ale fich fel 
und die Einheit hat, heißt eine Primzahl; und fol 
Zahlen, die zwar feine Primzahlen find, aber feinen g 
meinfhaftlihen Divifor haben, heißen relati 
Primzahlen oder Primzahlen unter fid (uum 
primi inter se). 

5. Mit der Theorie der Primzahlen haben fich die gri 
ten Analyften viel befchaftigt, und manderley merfwirdi 
Eigenheiten derfelben dargethan; aber es iftihnen noch ni 
gelungen ein allgemeines Gefeß, nad welchem ihre Fol 
fih beftiimmen ließe, oder nach welchem fie ohne Ausnah 
gefunden werden konnten, zu entdeden. 
+6. Für das Heben der Brüche laſſen fih noch man 
befondere Regeln geben, dergl. meine Anm eif. su r R 
chenk. $. 106. enthält. 

7, Das Heben ıfk nit ein Berfahren ‚das nur £ 
gewiſſen Rechnungsarten anzuwenden waͤre, ſondern wov 

man uͤberall Gebrauch machen kann, wo es die Beſchaffe 
heit eines Bruches geſtattet. 


64. Die Veraͤnderungen, die ſich mit den Br 

chen vornehmen laſſen, ohne daß der Werth derſelb 

ſich aͤndert (61), geſtatten auch, daß Bruͤche von u 
gleichen Nennern in andere von gleihen Ve 
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nern verwanbäit, oder, wie man fagt, auf einer: 
ley Benennung gebracht werden koͤnnen — ein 
Verfahren, das man in der Bruchrechnung oͤfters anzu⸗ 
wenden genoͤthigt iſt. Um dieſes zu bewerkſtelligen, 
kommt es: darauf an, ben Nenner eines jeden der zu 
verändernden Brüche mit einer folchen Zahl zu multiplis 
ziren, daB die Probufte gleich werben. Dieß kann ges 
fheben, wenn man jeden Nenner mit allen übrigen Nens 
nern. d. i. mit dem Produkt derfelben multipli- 
jirt. Mit derfelben Zahl aber, mit welcher man den 
Nenner eines Bruch multiplizirt, muß auch der Zähler 
multiplizirt werben, damit die Größe des Bruches ſich“ 
nicht ‚Andere, 


‚68. Der gemeinſchaftliche Nenner wird in dieſem 
Fall ein Produkt aus allen Nennern ber gegebenen Brüs 
che... Im vielen Fällen aber kann er eine kleinere Zahl 
werben, wenn nehmlich Die gegebenen Nenner fchon glei: 
che Factoren enthalten. Alddann läßt fich der Flein- 
fe gemeinfchaftliche Nenner dadurch finden ,' daß 
man jeden ber: gegebenen Nenner in feine Eleinften 
dactoren zerlegt, und biefen diejenigen aus den 
Factoren der. übrigen Nenner beyfügt, die, in Vergleich 
mit diefen, nach fehlen. 

8753 


1. Wenn z. B. die Brüde — 33355 


Pif5=3.554=2.2.2.35 8=2.3.3; 
=2.2. 5. Hier fehlen zu den Factoren von 15 aus 
den Bactoren von 24 noch 2.2 . 2, und aus den Factoren 
bon 18 noch 35 alfo zufammen 2.2.2.3 Diefe geben 
mit den Factoren von 15 dad Produkt 2.2.2.3.3.5,= 360 ° 
als den Fleinften gemeinfchaftlihen Nenner. Hiernäch wers 
den den Factoren von 24 noch zugefeßt 3.5; den Factoren 
von 18 noch 2. 2.5; den Factoren von @.nch 2.3.8 


gegeben ind, 


. und die Brüche erhalten nun folgende Geftalt: 


°; 
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8 _8_- 2.2.2.3 _ 8.9.19 , 
15 3.5.2.2.2.3 15.24 360 

ı . 3.5 7.15 -_ 108 
4 2:.2.2.3.3.5 2.15 3600 
5 _5_. _2.2.5_6.2% _.10 | 
18 2.3.3.2.2.5 18.20° 30. = 
3 2 2.9.3.3 3.83 4 


3 90.18 360 


| 


2.2.5.2. 


2. In manden Faͤllen kann die Zerlegung der Nenner 
in die fleinften Factoren ihre Schwierigkeiten haben. Dann . 


iſt es gut fich fogenannter Factoren⸗Tafeln gu bes 
dienen. 

3. Die Methode, die Nenner in eine Reihe zu ftellen 
und mit einer Zahl zu dividiren, die wenigſtens in zweyen 
derſelben aufgeht, u. ſ. w. — wodurch man gleichfalls eine 


Zerlegung derſelben zu Stande bringt — ſ. in meinem Mes . 


hend, für Bürgers und Landſch. $. 101. No. 3. 


66; Brüche auf einerley Benennung zu bringen, 5 


iſt ein gutes Mittel ihre Größe gegen einander zu heflims 
men. Denn bey gleichen Nennern verhalten fich Brüche 
gegen einander wie ihre Zähler, d. h. der eine ift fo viels 
. mal größer als der andere, fo vielmal fein Zähler größer 
als der des andern iſt. Haben Brüche gleiche Zähler und 
ungleiche Nenner, fo verhalten fie fi umgekehrt wie 
ihre Nenner, d. h. derjenige Bruch, welcher den klein⸗ 


ſten Nenner hat, ift fo vielmal größer ald ber andere, 


fo vielmat fein Nenner Eleiner, ald der Nenner des an: 
dern ift. 

67. Gibt man ber Einheit ald dem Ganzen, wors 
auf’ fich der Bruch bezieht, noch eine befondere Benens 
nung (3. B. Thaler, Pfunde, oder 100 Thaler u. dergl,), 
fo erhält der Bruch noch einen befondern Werth. 

Will man den Werth eines Bruchs in Groͤßen einer klei⸗ 
nern Art ausdrüden, fo braucht man nur das Ganze, auf 
welches ſich der Bruch bezieht, in Groͤßen der kleinern Art 

„zu verwandeln, dieſe mit dem Zaͤhler zu multipliziren und 


das Produkt durch den Nenner zu dioidivn, 2. B. < 


\ 
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Zentn. iſt = Pfund — * Pfund = 62 Pf. 16 Lth. 
(wenn der Zentn. zu 100 Pf. gerenet wird). 

68. Die vier Specied in Bruͤchen laffen fich in 
doppelter Hinficht betrachten, je nachdem man Brüche 
mit ganfen Zahlen, oder lauter Brüche mit einander in 
Verbindung bringt. 


69. Da es bey dem Addiren und Subtraͤhi⸗ 
ren darauf ankommt, daß die Groͤßen, deren Summe 
oder Unterſchied beſtimmt werden ſoll, von einerley Art 
ſind: ſo kann man eine ganze Zahl und einen Bruch nicht 
anders addiren, oder ſubtrahiren, als wenn man ſie in 
Größen von einerley Art verwandelt, Dieß ges 
[hieht, wenn man bie ganze Zahl in einen Bruch von 
dem Nenner des gegebenen verwandelt (60). Alsdann 
fucht man nur die Summe oder den Unterfchied der Zaͤh⸗ 
ler, und behält den gemeinfchaftlichen Nenner bey. Denn 
die Zähler zeigen die vorhandene Menge der Theile und 
die Nenner ihte Art oder Größe an. Durch die Addition 
oder Subtraction aber foll die Summe oder der Unters 
fchied der vorhandenen Mengen beftimmt werden, wobey 
die Art der Größe unverändert bleibt. 

Eine ganze Zahl und ein eigentlicher Bruch werden 
öfters nur fo addirt, dab man fie zufammenftellt. 3. 3. 

5 +-2tift=5}. 

70. Bey der Subtraction wird gewöhnlich nur der 
Bruch von der ganzen Zahl, nicht, umgekehrt, die ganze 
Zahl von dem Bruch abgezogen. Sm legten Kal würs - 
de der Unterfchied negativ werden, wenn der Bruch 
ein eigentlicher oder uͤberhaupt Feiner als die abzuziehen: 
de ganze Zahl wäre. Wie aber eine negative Größe 
zu betrachten fey, wird weiter unten erflärt. 

Bill man den Unterfchied nicht in einem einzigen Asa 
drud (einem uneigentlihen Brud) haben, und der Suhtras 
henbus iſt ein eigentliher Bruch, fo borgt man nur A om. 


X 
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der ganzen Bahl, und verfährt damit wie vorhin, mit, dem 
ganzen Minuendus. (©. meine Anmweif. 120 ff). 
71. Wenn man lauter Bruͤche zu addiren oder 
zu ſubtrahiren hat, ſo muß man ſie ebenfalls erſt in Groͤ⸗ 
ßen von einerley Art verwandeln, das heißt, fe auf eis 
nerley Benerinung bringen, und dann nur bie Summe 
oder den Unterfchied der Zähler fuchen, und den. gemein⸗ 
ſchaftlichen Nenner ungeaͤndert beybehalten. 


7%. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl 
multiplizirt, wenn man feinen Zähler mit der ganz 
zen Zahl multiplizirt. und den Nenner unverändert bey⸗ 
behält. Denn durch die Multiplikation fol die vorhans 
bene Menge der Theile fo vielmal genommen werben, 
ald der Multiplifator anzeigt; die Art derſelben aber 
nicht geaͤndert werden. 


73. Behaͤlt man dafuͤr die vorhandene Menge der 
Theile unveraͤndert bey, aͤndert aber die Art derſelben, 
und zwar ſo, daß man ſie ſo vielmal vergroͤßert, als 
man vorhin ihre Menge vermehrt hat, d. i. als der Mul⸗ 
tiplifator anzeigt: fo erhalt man, der Bröße ‚nach, eben 
fo viel, ald vorhin. Die Art der Theile aber wird fo 
vielmal vergrößert, ald man den Nenner durch Dividiren 
verkleinert. Man ann alfo einen Bruch auch mit einer 
ganzen Zahl multipliziven, wenn man feinen Nenner 
mit der ganzen Zahl dividirt, und den Zähler 
ungeändert beybehaͤlt. 


74. Umgekehrt, wenn "eine ganze Zehl mit eis 
nem Bruch multiplizirt werden fol, fo läßt fich fchon 
erwarten, daß man auf eben die Art verfahren müffe, 
ald wenn man einen Bruch mit einer ganzen Zahl “zu 
multipliziven hat; weil es in. Abficht auf die. Factoren 
einerley ift, in welcher Ordnung fie genommen werden. 
Nan muß alfo pie ganze Zahl mit dem Ahlen des Boat £ 
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multipliziren, und den Nenner unveraͤndert beybehalten, 
d. h. das Produkt durch den Nenner dividiren. 

75. Es entjteht aber hierbey die Stage: was 
beißt eigentlih eine Größe mit einem 
Brud- multipliziren? Die Antwort hierauf: era 
gibt fi) aus dem Begriff der -Multiplilation: Das Prosa 
dukt ift die Zahl, weiche den Multiplikandus fo viels 
mal enthalten fol, als der Multiplifator anzeigt, b. h. 
als der Multiplifator Einheiten hat. Ein Bruch aber 
druͤckt nur eine-gewiffe Anzahl von Theileh der Eins 
heit aus. Iſt alfo der Multiplikator ein Bruch, fo muß 
der Multiplifandus in fo viel gleiche Theile getheilt wer⸗ 
den, als die Einheit in dem Bruch, und von diefen müfs 
fen fo viele genommen werden, als der Bruch Zheile der 
Einheit enthält; d, h. der Multiplifandus muß mit dem 
Nenner des Bruchs dividirt, und mit dem Zähler deffels 
ben multiplizirt werden, oder, welches einerley-ift, zus 
erft mit dem Zähler multipligirt, und dann mit dem 
Nenner dividirt werden. | 

3. 3. eine Zahl mit 3 multipliziren, oder fie 3 mal 
nehmen ‚ heißt den achten hei derfelben 3 mal nehmen. 
Dieb ift eben fo viel als 3 der Zahl nehmen. Die Rech⸗ 
nung ift alfo eben dieſeibe als: den Werth eines Bruchs 
zu beſtimmen, wenn die Einheit noch eine beſondere Be⸗ 
nennung erhält (67). 

2. Iſt der Muttiplifator ein eigentliher Bruch, fo muß 
das Produft fleingr werden, ald der Multiplifandus, 

3. Es ift ein fehr gewöhnlicher Irrthum, zu glauben, 
wenn ein Theil irgend einer Größe durch einen Bruch bes 
zeichnet wird, man müfle die Größe durch diefen Bruch 
dividiren, um den Werth' des Theild zu finden, da fie 
doch mit ihm multiplizirt werden muß. 3. B. um 
von 1000 Rthlr. zu erhalten, müflen diefe mit 2 multiplis 
jirt, nicht dividirt werden, 

4. Man kann fi auch denken, dab, wenn won eine 
* Baht, die mit einem Bruch multipligixt werden (all, Wind 
wit dem Zähler deſſelben multipligiet, das Produtt To viele 
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mal gu groß. wird, als der Zähler den gangen Bruch an 
Größe übertrifft, d. i. fo vielmal, als die Größe des Nens 
ners bezeichnet. Um es alſo auf feine wahre Größe zurück 
zu bringen , ‚ muß ed mit dem Nenner dividirt werden. 


: 76. Setzt man an die Stelle der ganzen Zahl au 
einen Bruch, und multiplizirt alfo einen Bruch mit dem’ - 
andern, fo muß der Multipfilandus ebenfalls mit dem 
Nenner des Multiplikators divi dirt, und mit dem 3ähs 
lex deſſelben multipliziert werden. Run wird ein 
Bruch mit einer Zahl dividirt, wenn man feinen Nenner 
mit berfelben multipliziert (79); und ein Bruch wird mit 

einer Zahl multiplizirt, wen man feinen Zähler mit der⸗ 
felben multiplizirt (72). Daher die befannte Regel, daß . 
man Zaͤhler mit Zähler und Nenner mit Nen⸗ 
ner multipliziren müffe, 

77. Ein Bruch kann aber auch durch eine Zahl dis 
vidirt werden, wenn man feinen Zähler durch diefelbe Dis 
vidirt; und er kann multiplizirt werden, wenn man feis 
nen Nenner bivibirt. Wenn daher zwey Brüche zufams 
men multiplizirt werden ſollen, ſo Tann man aud 

‚ben Zähler und Nenner des einen burd 
den’ Nenner und Zähler des andern divi⸗ 
diren. 

1. Das letztere Verfahren laͤßt ſich jedoch nur da an⸗ 
wenden, wo die Diviſion ohne Reſt aufgeht; ſonſt erhaͤlt 
man unreine Bruͤche (91.). 

2. In manchen Faͤllen kann man auch blos den Zaͤhler 
verändern und den Nenner ungeaͤndert laſſen; oder den Nen⸗ 

ner verändern und den Zähler ungeändert laffen. 
15 2_ 30 10 
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3. Um dad Produkt jederzeit in den kleinſten Zah⸗ 
ten zu finden, ift ed am beften, fowohl die Zähler, ald die 
Penner, Jede für fih, zufammen zu ftellen, und dann je⸗ 
“ne, fo viel ed angeht, gegen dieſe aufzuheben. 
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Y72 3 7.3 8.7 56 
Dieb‘ ift befonders vortheilhaft, wenn man mehr als zwey 
Factoren hat. — 
4.5 2 | 24 

AT N TRENNT 

& Sind die Fnctoren lauter eigentliche Brüche, fo wird 
- das Produkt Peiner als jeder derfelben. 
78. Einen Bruch durch eine ganze Zahl diviyn 
ren heißt die in dem Bruch auögebrüdte Menge von 
. Theilen dividiten, wobey die Art derſelben ungedns 
. bert bleibt, Die Menge der Theile aber drüdt der Z aͤ h⸗ 
let, und bie Art derfelben der Nennen aus. Folglich 
muß man den Zähler durch die ganze Zahl bioibiren, und 
den Nenner ungeaͤndert laſſen. 


79. Anſtatt die Menge der Theile durch die Divi⸗ 
ſion zu vermindern, ohne die Art der Theile zu ändern, 
fann man aud) die Art der Theile fo vielmal verkleinern, 
und die Menge derfelben ungeändert laſſen. Dieß ges 
fhieht, wenn man den Nenner des Bruchs mit 
ber ganzen Zahl multiplizirt und den Zaͤh— 
ler ungeänbert läßt. Daher ift dieſes auch ein 
Mittel, einen Bruch durch eine ganze Zahl zu dividiren. 

Das letztere Verfahren ift das allgemein übliche, weil 
es in allen Fälleh anwendbar ift, das erſtere Hingegen inei 
fters auf eihen unreinen Bruch führen würde. . 

80, Es gibt alfo eine doppelte Art einen Bruch 
mit einer ganzen Zahl zu multipliziren (72 f.) und zu di: 
vidiren; und auch daraus folgt, dag ein Bruch, im Zah: 
ler und Nenner mit einerley Zahl multiplisirt oder 
dividirt, feine Größe nicht ändert (61). Denn durch die 
Multiplikation des Zählers wird er eben fo vielmal ver: 
groͤßert, ald durch die Multiplikation des Nenners ver: 
Heinert; und durch bie Divifion des Zählers \o wielmal 
‚berkleinert, als durch die Divifion des Nennerd vergügttt.. 


\ 
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der Brüche angewendet werben. Es führt aber, wenn 


die Divifion nicht aufgeht, auf unreine Brüche: - ‘ 

1. Dan fann auch bey der Dipifion der Brüche, auf 
ähnliche Art wie bey der Muttiplifation, blos den Zähler 
verändern und den Nenner ungeändert, lafien; oder den 
Penner verändern ind den älter ungeandert laſſen. 3.3. 
12 j = 3 21 4 12 12 


3 =.7 =, inlz 35 m Tun 


n Da. ein Bruch in Vergleich mit einem andern ſehr 
klein, folglich ſehr vielmal- in ihm enthalten feyn fann, 
fo fann der Quotient zweyer eigentlichen Brüche eine ganze. 
Baht von beträchtlicher Größe feyn. ft überhaupt der’ Die 
vifor Fleiner ald der Dividendus, fo iſt der Quotient gro⸗ 
Ber aldi. - " 
86: Wenn uneigenttiche Brüche in den gechnun⸗ 
gen vorkommen, ſo verfaͤhrt man mit ihnen eben ſo, ‚wie 
init eigentlichen — denn weſentlich find beyde nicht von 
einander betfchieden. In vielen Fällen kann es vortheils 
haſt ſeyn, "fie aufzuloͤſen, d. i. die in ihnen enthaltenen 
Ganzen von dem eigentlichen Bruch zu trennen, und die 
Rechnung mit den ganzen Zahlen und eigentlichen Brü⸗ 
chen anzuſtellen. | 

87. Bey der Aöhition ind Subtraction kann man 
alsdann die ganzen Zahlen und die eigentlichen Bruͤche, 
jede fuͤr ſich beſonders, addiren oder ſubtrahiren, 
und braucht bey der erſtern Rechnungsart nur die Gan⸗ 
zen, die etwa in der Summe der Bruͤche enthalten waͤ⸗ 
ren, zu der Summe der Ganzen hinzuzuthun. Bey der 
letztern kann es vorkommen, daß man von den Ganzen 
eins borgen muß: - 

88. Bey der Multiplikation muß man fi 
huͤten, bloß die Ganzen und die Brüche, jede unter fich, zu 
multipliziren, fondern es müffen auch die Ganzen eines 
jeden Factors mit dem Bruch des ander multiplizitt 
werden. 

8. B. a. 4 -i! HI rs IH 
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89. Inder Divifion iſt es am wenigffen, vor- 
eilhaft, von diefer Auflöfung- uneigentlicher Brüche Ge: 
auch zu machen; wenigftens darf ed nie mit dem Di: 
Ir gefchehen, weil diefer uͤberhaupt nicht zertheilt wer: 

n darf (43, d.). Dagegen geht es. wohl an, erft in 
e ganze Zahl des Dividendus, und dann in den Bruch 
ſſelben zu dividiren, und die Quotienten zu addiren. 


90. Sind ſtatt der uneigentlichen Bruͤche die gan⸗ 
n Zahlen. und eigentlichen Bruͤche ſelbſt gegeben, fo be⸗ 
it man entweder diefe bey, Oder man verwandelt, um⸗ 
ehrt, fie e in uneigentliche Brüche. (Ein mehreres hiers 
zer f. in meiner Anweif. zur Rechenk. $. 161 ff.) 


91. Wenn endlich Brüche fo ausgedrückt werden, 
iß entweder ber Zähler, oder der Nenner, oder beyde 
iederum einen Bruch. enthalten, jo muß man biefe un- 
einen Brüche, wie fie genannt werden, ald Quo⸗ 
enten betrachten, die ſich auf gewöhnliche Bruͤche zus 
führen laffen, wenn man den Zähler ald Dividendus 
nd den Nenner als Divifor behandelt, ‚und nach den 
egeln der Diviſi⸗ on der Brüche verfährt, 

Es if z. B. 46 | 


4 


— 3*74 
Aꝛ =: 94 
3 :&9=3: sh. 


Man darf unreine und uneigentlide Brüche 
icht verwechſeln: die unreinen fönnen fowoht eigentliche, 
(8 uneigentlihe feyn. 

92. Man kann die unreinen Brüche ald Brüche 
erachten, die durch dad Heben folcher reinen BeGe 


ntfiepen, beren Zähler und Nenner teine ganze Sal au 
Krled Watbematif 6, Aufl. u, 


. 
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einem gemeinfchaftlihen Divifor haben; die fich babe 
im gewöhnlichen Sinne des Wortes nicht heben Iaffen, 
Ein jeber reine Bruch kann in einen unreinen verwandelt: 
> werden, und diefe Verwandlung läßt fich auf unzählige 
Weiſe zu Stande bringen. Indeſſen würde fie in viele- 
Faͤllen von keinem ſonderlichen Nutzen ſeyn. 
In den eben angefuͤhrten Beyſpielen iſt 


u. 1:9 _98 | 
= 5,7 g ; oder — 36:9 4. | 

3:5_3, un _ 13:35 . \ 
Bug er 148 . | 


93. Biöweilen ann dieſes Verfahren dazu dienen, ' 
einen Bruch in ein paar Heinere zu zerlegen: wenn nehm: : 
lich der Nenner daburch in eine ganze Zahl, der Zähler | 
"Ber in eine ganze Zahl und einen "Bruch veranbe | 
wird. 2 


44-4 
"94. Wird dagegen ber Zähler in eine ganze Zahl, 
und der Nenner in eine ganze Zahl und einen Bruch ver: 

_ wandelt, fo würde man einen genäherten Bruch ers : 
halten, wenn man den Bruch im Nenner wegließe; umd ;; 
zwar würde der genäherte Bruch etwas zu groß feyn, ; 
weil durch die Meglaffung des Bruches der Nenner 
verkleinert, folglich der Bruch ſelbſt vergrößert wird 
(56, M. 

15 __8 
Wenn 5. 2. Fri - 1-5 ift, fo kommen 3 und HF 
dem Bruche 43 nahe; und zwar „% näher, als 3, weil 

4 kleiner als 4 ift. Beyde Brüche find indeffen noch größer 
ale 43. 

95. Man Eönnte aber die Annäherung an den ur⸗ 
fprünglichen Bruch noch weiter treiben, wenn man ans ' 


fatt ben Bruch im Nenner voegzulaiien, Vielen geichkots 


⸗ 
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ı Zähler und Nenner mit einerley Zahl bividirte, und 
var fo, daß der Zähler eine ganze Zahl, der Neriner 
ver eine ganze Zahl und ein Bruch würde, und wenn 
an biefen legten Bruch wegließe. 3. B. 

ı 3_8 


85 m 4 durch 2 gehoben if. Wird hier der 
F 


— 


2 


6 1 
ruch 4 weggelaffen, fo bleibt 33” =5"7° wel⸗ 
2 
als 


* — 


es dem Bruce 48 näher kommt, ‚ aber fein er als 


zfelbe ift.- 
96. Geſtattet der legte Bruch eine nochmalige Di: - 
fion, fo fann man dadurch eine noch größere Annähe- 
ng erreichen; und überhaupt, wenn man fortfährt.auf 
efe Art den jedesmaligen. Bruch, fo lange es angeht, 
n Zähler und. Nenner durch einerley Zahl zu dividiren, 
‚ erhält man eine Reihe von Brüchen, die dem urſpruͤng⸗ 
hen immer näher kommen, und abwechfelnd größer 
nd Feiner als derfelbe. find. b 
3.8. A_N:B_7 7 0 
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- < Diefe Meike von Bruͤchen, Jar 44, 3 


nähert fih den Bruch AA, immer mehr; und zieht m 
bey der teten Divifion übrig bleibenden Bruch & ı 
Betrachtung, fo ift der ganze Ausdruf dem Bruch „Y 
gleich. 

Das Zeichen > bedeutet größer als; ungelt 
bedeutet ed kleiner ale. 

97. Solche Ausbrüde eines Bruches, die man 
ein fortgefegted Dividiren ber. im Nenner entftel 
Brüche erhält, werden mit einem befondern 9 
Kettenbrüche, auch fortlaufende, ober c 
nuirliche Brüche genannt. 


:.98. Gemeiniglich richtet man die Kettenbrů 
ein, daß die Zähler der jedesmaligen Brüche S1 
den; welched man dadurch erlangt, Daß man den 
vidirenden Bruch Durch feinen Zähler dividirt. Die 
auf eine gleiche Reihe von Divifionen, wie Das 
Verfahren bey dem Heben der Brüche, wodurch der 
te gemeinfchaftliche Divifor des Zählers und Nenne 
funden wird; und fo wie man dort bey einem B 
welcher fich nicht heben läßt, am Ende immer auf 
Diviſor— 1 kommt, fo auch hier; und dann iſt de: 
tenbruch zu Ende. 3 B. 
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99. So lange fi ein Bruch noch auf bie gemwöhn- 
liche Urt heben läßt, würde es unzwedmäßig. feyn ihn 


‚; | in einen Kettenbruch zu verwandeln, da man durch das 





Heben ven Iwed, ihn in kleinern Zahlen auszubrüden, 
noch vollfommner, als durch einen Kettenbruch, erreicht. 
Wenn er ſich aber nicht heben laͤßt, oder, wie bie irra⸗ 
 tionalen Wurzeln‘, von denen weiter unten die Rebe ift, 

md unendliche fortgeht, fo. Fann man durch einen Ket⸗ 
tenbruch fidy :genäherte Werthe in kleinern Zahlen ver⸗ 
ſchaffen. 

Der Gebrauch der Kettenbruͤche ſchraͤnkt ſich aber nicht 
darauf ein, genäherte Werthe in kleinern Zahlen für andere, 
Brüche zu erhalten; fondern fie gewähren einen noch grös 
Gern Nutzen bey der Auflöfung der Sleichungen und andern 
Gegenfländen der hoͤhern Rechenkunſt. 


| Vierter Abſchnitt. 
Bon den entgegengefeßten Groͤßen. 





100. Um ſich einen Begriff von dem, was man 
unter entgegengefegten Größen zu verftehen habe, machen 
zu Eönnen, muß man einen Blick auf die Befchaffenheit 
gewöhnlicher Größen, die einander nicht entgegenaiekt 
find, unb bie man homogene oder übereinkim: 


54. Won ben entgegengefeßten Größen, 


menbe Srößen nennen -Pönnte, werfen. Denken wir. 
und von dieſen irgend eine zu einer andern binzugethan, 
fo ift die dadurch entftandene Größe größer, alö jede 
ber beyden Größen einzeln genommen. €3 erhält alfo 
jede dieſer Größen durch die andere einen Zuwachs. 

101. Wenn aber ein’ paar Größen fo befchaffen - 
-find,- daß bie eine durch die Verbindung mit der andern 
- Beinen Zuwachs ihrer eigenen Groͤße erhalten kann, ſon⸗ 
dern im Gegentheil eine Verminderung oder gaͤnzliche 
Aufhebung erleidet: fo koͤnnen fie. nicht als homogene 
Groͤßen betrachtet werden; ſondern die eine iſt als das 
Gegentheil der andern anzufehen, und, folche Größen mer: 
ben daher entgegengefegte Größen genannt. . 

1. Keine Größe fann an und für ſich ſelbſt eine ent⸗ 
gegengefeßte feyn, fondern nur in Rüdficht einer andern, 
die ihr Gegentheil ausmacht, fo genannt werden. 
. 2% Die Annahıne foldher Größen, die einander gegenfeis 
tig vermindern oder aufheben, ift nichts Ungereimtes; wir 
fönnen felbft unter- den Gegenftänden des gemeinen Lebens 
Beyfpiele dazu finden: 30 Schritte vorwärts und 10 Schritte 
auf derfelben Linie ruckwaͤrts gehen, bringt uns nicht um 
40, fondern nur um 20 Schritte weiter; Bermögen und 
Schulden find ein anderes fehr gemöhnliches Beyfpiel. Das 
Steigen und Fallen des Barometerd; Sräfte, die in entge⸗ 
gengefefter Richtung auf einen Körper wirfen, verhalten 
fi ebenfall& wie entgegengefeßte Größen. Und fo kommen 
haufig Beziehungen vor, in welchen fih ein paar Dinge 
als entgegengefeßt betrachten Laffen. In manden Fällen 
kann die Beftimmung ihre Schwierigkeiten haben; dieß ges 
hört nicht bieher, wo nur im Allgemeinen von dem Ders 
haltniß diefer Art von Größen die Rede ift. 

102. Um die beyden Arten von Größen, bie als 
entgegengefeßt betrachtet werden, ‚von einander zu uns 
terſcheiden, nennt man bie einen pofitive oder beja- 
bende, und die andern negative oder verneinens 
de Größen. Jene werben: durch +4 (plus), dieſe burg 

— (mifus) bezeichnet, 


\ 
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negative Größe zu einer pofitiven hinzugethan, fich eben 
fo verhält, als ob fie, als poſitiv betrachtet, von dieſer 
ı abgezogen werben follte, ‘ 

Rehbmlih, wenn zu einer pofitiven Größe eine gleich 
ı große, ‚aber entgegengefeßte hinzufommt, fo heben beyde 
einander auf, oder ind = 0. 3.8 + 7 und — 7 iſt zus 
| fommen = 0, alfo ebenfoviel, als ob 7 von 7 abgezogen 
I würde. 

104. Diefes Verhalten entgegengefegter Größen 
gegen einander macht die Grundlage aller Rechnmgen 


! 103. Diefe Bezeichnung rührt daher, weil eine 
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nicht immer aldıfubtractive zu betrachten, indem fie oft 
Bedingungen oder Beziehungen ausbrüden, die denen 
der pofitiven Größen entgegengefest find, ohne daß da⸗ 
bey an Subtraction zu. denken: ift.. 

Auch die Zeichen der pofitiven und. negativen Groͤ⸗ 
Gen muß man noch von ben Additions= und Subtra⸗ 
ctionszeichen, denen fie gleich find, unterfcheiden. 

Es foll daher im Folgenden, da two ein Irrthum ents 
ſtehen koͤnnte, das Zeichen des pofitiven oder negativen 
Berthe einer Zahl mit der Zahl felbft in Klammern einges 
ſchloſſen und das Rechnungszeichen außerhalb derfelben ges 
feat werden. 

Wenn eine pofitive Größe in Anfange einer Reihe ent- 
degengefeßter Größen fteht, fo pflegt man ihr fein Vorzei⸗ 
hen zu geben. 3.8.7 + (— 4) ift eben fo viel als +7 
+(- 9. 





welche von zwey entgegengefeßen Größen als pofitiv oder 
als negativ zu bezeichnen fey, fo gilt darüber Fein beſon⸗ 
deres Geſetz. Die Sache ift willführlich; oder man rich: 


tet ſich dabey nach dem, was einmal bey gewiffen Ge: a 
genſtaͤnden gebräuchlich ift, oder nach befondern Umſtaͤn⸗ 


ben, weng bergleichen vorhanden find. 


mit ihnen aus. Gleichwohl find die negativen Größen ' 


105. Wenn es darauf ankommt, zu beftimmen, 


* 
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106. Es iſt umrichtig, wenn ‚man fagt, Die negas 
tiven Größen wären weniger als nichts. Denn an 
und für fich betrachtet haben fie eben fo gut einen Werth, 
alö die pofitiven; und nur in Rüdficht diefer Fönnen fie_- 

‚ etwa für weniger al3 nicht8 angeſehen werden. Alsdann 
aber koͤnnen auch die poſitiven in Ruͤckſicht der negativen 
mit gleichem Recht fuͤr weniger als nichts gelten. So 
ſind z. B. Schulden weniger als kein Vermoͤgen; 
eben ſo wohl aber iſt Vermoͤgen weniger als keine 
S ’ ulden. j 


f . 
Addition entgegengefester Groͤßen. 


107. Wenn man lauter pofitive, oder lauter nes 
‚ gative Größen addiren foll, fo verfährt man wie bey der. 
gemeinen Abdition, und die Summe ift im erften Fall « 
pofitiv, im andern negativ. 3.8. die Summe von 
+5, +8, +9ift =-+ 22; und die Summe von | 
— 4, — 7, — Ri=—2. 
108. Wenn aber zwey entgegengeſetzte Groͤßen zu⸗ 

ſammen addirt werden ſollen, fo muß man die, welche „U 
die wenigften Einheiten hat, von der andern auf die ges | 
wöhnliche Art (als wären es homogene Größen) abziehen, ‚IE 
und der Differenz dad Zeichen derjenigen Größe geben, 4, 
von welcher der Abzug gefchah. Y 
+3.89+-9=-40-)=-+4 % 
8+-19 iſt — — (R—)-— 4 & 

Denn +9 = +5 + rd +5 + Hader iſt 

== 0 (103.)3 io iſt ⸗ 4 - — 


Eben ſo iſt — = —8 + 609593 +3+-5° 
== 0; folgid s — 1) =8+(-9+(-4)=0+ N 
(= —4 

109. Wem mehrere ſowohl pofitive, als negative 
Größen zufammen addirt werben folen, W Tamn X 


ı 
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beybe Arten von einander abfondern, und jede derfelben 
befonderd addiren. Mit diefen beyben Summen muß 
man alsdann eben fo, wie bey der Addition zweyer ent⸗ 
gegengefeßten Größen verfahren. Ä 
3. B. um die Summe von + 7 + 12 — 18 + 14 
— 6 — 21 +4—8 zu finden, addire man fowohl +7 
: +12 +14 +4 ad — 18.— 6 — 21 — 8 Die Summe 
der pofitiven Größen ift = 4 37; die der negativen = 
—53; und die Summe diefer beuden iſt - - 5 -Nn= | 
— 16. 


[4 


Subtraction entgegengefester Größen. 


L 110. Um daͤs Derfahren bey der Subtraction ents 
gegengeſetzter Größen nicht befremdend zu finden, muß 
map fich erinnern, daß durch die Subtraction der Uns 
terſchikd in den Einheiten oder Theilen der Einheit 
zweyer Zahlen beſtimmt werden fol; der Unterſchied aber 
diejenige Größe fey, bie, zu dam Subtras 
bendus hinzugefügt, dieſen dem Minuen- 
bus Yleih macht (41.). 
| 111: Sind beyde Zahlen, der Minuendus fowohl 
als der Subtrahendus, gleichartig, d. h. beyde pofitiv, 
oder beyde negativ, fo findet der Charakter‘ des Entge: 
gengefegten zwifchen ihnen nicht flatt, und die Subtra- 
ction gefchieht daher auf eine der gemeinen Subtraction 

ähnliche Weile. 3.82. | 
+ 9—- +Y9it= +5 
12 — (Sit = — 7. 

Denn u +2 ng + 5 hinzugethan gibt +9; und zu 
— 5 noch — 7 hinzugethan gibt — 12, alfo find +5 und 
pr 7 die gefuchten unterſchiede. 

112. Soll aber eine negative Zahl von einer guü- 
ven abgezogen werben, fo Fann der Unterſchied ht 


wiederum negativ ſeyn; denn eine negative Zahl a 
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einer andern negativen hinzugethan, gibt eine negati— 
ve Summe; man verlangt aber eine Zahl, die mit ber! 
negativen zufammen eine Summe gibt, die der pofitiven 
Zahl gleich if. Sol z. B. —4 von + 5 abgezogen 
werden, fo verlangt man diejenige Zahl, die mit — 4 
- zufammen -F 5 ausmacht. Nun ift — 4 und + 4 zu: 
fammen = 0; folgih ft — A + (+9 + 45) 
=+5b55—-4+49ift=+5. fo 
ift +4 9 der Unterfhied von — A und +5. 

113. Der Unterfhied einer negativen 
und Boligen Zahl wird alfo gefunden, 
wenn man beyde zufammen als gleidhartis 
ge Zahlen addirt und der Summe das Bei: 
hen des Minuendus gibt. . 

. 114. Diefelbe Regel gilt auch, wenn eine pofitive 
Zahl von einer negativen abgezogen werden fol. Es 
fol 3.8. +4 3 von — 8 abgezogen werden, fo ift der 
Unterfchied — 115 weil +3 und — 11 zufammen — 8 
ausmacht. 

115. Iſt der Minuendus — 0, fo fann man ihn 
freylich weder fuͤr pofitio, noch negativ anfehen; aber 
aus dem Geſagten folgt, daß die Differenz diejenige 
Größe feyn muß, die mit dem Subtrahendus zufammen 
Null ausmacht; alfo Die ihm gleiche, aber entges 
gengefeäte. * 8.0—--=+40— 
(+9)= 

116. * dieſem Verfahren muß man ſich nicht 
an den Begriff. des Abziehens halten, fondern diefes 
Wort als einen Kunft > Ausdrud nehmen, der fo viel 
heißt, als den Unterfchied beffimmen. Auf wel⸗ 
che Art der-Unterfchied zweyer Größen am füglichften ge⸗ 
funden werde, das hängt von der Befchaffenheit der Groͤ⸗ 
pen felbft ab. Er muß aber defto größer feyn, je weis 
. ter bie Größen gleichfam von einander entfernt find. .Er 
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muß alfo zwifchen entgegengefeßten größer feyn, als zwis 
fhen gleichartigen von berfelben Größe. Dieß läßt fh . 
auch durch das Beyfpiel von Vermögen und Schulden 
fehr gut erläutern, 

Der Unterfchied zwiſchen 7 Rthlr. und 3 Kthir. Vermoͤ⸗ 
gen, iſt 4 Rthlr. Vermögen; zwiſchen 7 Rthlr. und 3 Rthlr. 
Schulden iſt er 4 Rthlr. Schulden; hingegen zwiſchen 
7 Rthlr. Vermögen und 3 Rthlr. Schulden iſt ein. Unters 
ſchied von 10 Rthlr. Von zwey Perſonen, von welchen die 
eine 7 Rthlr. Vermoͤgen und die andere 3 Rthlr. Schulden 
hat, iſt jene um 10 Rthlr. reicher als dieſe, und dieſe um 
10 Rthlr. aͤrmer als jene. 

117: Um alle 4 Fälle leicht zu überfeben, nehme 
man folgendes Benfpiel: 

Minuendus: + 12 — 12 + 12 — 12 

Subtrah. — 5— 5 — 5—4 5 

Unterſchid: 4J. 7 — 7+417— 17 

118. Iſt bey gleichen Zeichen der Subtrahendus 
groͤßer als der Minuendus, ſo bekommt der Unterſchied 
das entgegengeſetzte Zeichen. 3. B. es iſt +5 

(+ 19) = — 7. Denn man muß zu +12 —7 
hinzutbun, um + 5 zu erhalten. 

Eben pi — 5 — -— = +7. 

119. Es ift nicht zu vergeffen, daß, wenn von dem 
Unterfchiede zweyer Größen die Rede ifl, eigentlich zwmey . 
verfchiedene Dinge zu verftehen find: 1) die Größe, die. 
man zu ber einen hinzuthbun muß, um fie der. andern 
gleich zu machen; 2) die Größe, die man zu der andern 
hinzuthun muß, um fie der erften gleich zu machen. 
Beyde find einander gleich, aber entgegengeſetzt. 3.8. 
bie .eine 4 4, die andere — 4. Oder, wie man ge: 
wöhnlich die Sache betrachtet, muß diefelbe Größe, die 
den Unterfchied zweyer Größen ausmacht, in Roͤsſeoht 
auf die eine von biefen als additiv (pofitiv), und nRut: 


Ss . 
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ſicht auf.die andere als ſubtractiv (negativ) angeſehen 
werden. 
120. Alle Zaue der Subtraction entgegengeſetter 
Groͤßen laſſen ſich unter eine einzige allgemeine ‚Regel 
bringen: 

Man verwandle.das Zeichen bes Sub: 
trahendus in das entgegengeſetzte und ab» 
dire beyde Größen. 

Bey diefer Addition aber muß man nad den Regeln 
der Addition entgegengefeßter Größen verfahren. 3. 3. 
wenn man‘, wie vorhin, + 12 von + 5 abziehen foll, und 
man verwandelt 4 12 in — 12, fo muß man —12 + 
+5)= — 7 feßen. u 
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121. Bey der Multiplikation entgegengefebfer Groͤ⸗ 
ßen laſſen ſich vier Faͤlle unterſcheiden, die man auf fol⸗ 
gende Art in einem beſondern Beyſpiel darſtellen kann: 

+5:+3=+15 
5.3 = — 15 
' +5.—-3= — 15 
-5.-3= +15 
Die erfte Zahl ift hier ald Multiplikandus, die- andere 
als Multiplikator zu betrachten. -' 

„122. Der erfle Fall will fo viel ſagen, als: + 5 
for 3 mal genommen werben. Das Produkt’ ift alfo 
+5+4+45)+(45) =+15 Diefe Fall 
ift dem ber gewöhnlichen Multiplikation gleich. 

123. Im zweiten Fall fol — 5 3 mal genommen 
werben. Daher ift dad Produft — 5 + (— 5) + 
(— 5) = — 15. Diefer Fall flimmt mit dem Fall 
ber gemeinen Multiplifation überein, wo der Multipli⸗ 
kandus benannt iſt; das Produkt erhaͤlt alsdann dieſelbe 

"enennung. 
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194. Im britten Sal ſoll +. 95—3 mal. genom⸗ 


eine Groͤße — 3 mal nehmen? Da — 3,da8 
Entgegengefegte von + 3 ift, fo. heißt, eine Größe —3 
mal nehmen, fo viel, ald: fie. auf die entgegenge— | 
feste Art 3 mal nehmen, oder: das Entgegen 
gefegte von ihr 3 mal nehmen. Das Entgegens 
gefeste von + 5 ift — 5, und dieſes 3 mal genommen, 
gibt — 155 folgih + 5.—3=— 15. 

125. Hieraus ergibt ſich von ſelbſt, wie im viers 
tn gl —5.—3e + 15 iſt. Es fol nehmlich 
— 5 auf die entgegengefegte Art 3 mal ges 
nommen, ober, das Entgegengefegte von — 5 3 mal 
genommen werben. Das Entgegengefegte von — 5 aber 
ift + 535 und dieſes 3 mal genommen, macht + 155 
folglich ſt — 5. 3er 

126. Ein poſitiver Multipfilater bedeutet alfo eben 
fo viel, als ein Factor der gemeinen Zahlen. Ein nega- 
tiver Multiplifator hingegen zeigt an, daß dad Entges 
gengefeste bed Multiplifandus genommen werben, 
folglich das Produkt das Entgegengefegte deffel: 
ben erithalten müffe. Er bezeichnet alfo nicht bfoß, wie ' 
viel mal der Multiplifandus zu nehmen fey, fondern 
auch in welcher Art, nehmlich: auf die feiner Be: 
ſchaffenheit entgegengeſetzte. 

127. Alle vier Faͤlle der Multiplikation entgegen⸗ | 
geſetzter Groͤßen laſſen ſich ebenfalls auf eine einzige Re⸗ 
gel bringen, nehmlich: gleiche Zeichen in den Fa: 
ctoren geben gin pofitines, ungleiche ein 
negatives Produft. 

Doch gilt diefe Regel nur von ‘den Produkten zweyer 
Factoren. ft die Anzahl der Factoren größer, fo muß fie 
erſt auf zwey zuruckgebracht werden. Dann findet fi fih, daß 
eine gerade Anzahl ‚negativer Sactoren ftetd ein ya \itie 
pes, eine ungerade ein negatives Produkt.gikt. 
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ſteckt, d. i. deren Entgegengeſetztes in — 15 3 mal ſteckt. 
Nun iſt — 5 in — 15 3 mal enthalten; und das Entgegens 
gefeßte von — 5 iſt +5; folgtich it + 5 diejenige Größe, 


. deren Entyegengeſetztes in — 16 3 mal enthalten iſt. 


Der negative Diviſor deutet alſo, wie der negative Mul⸗ 
tiplikator, nicht bloß eine gewiſſe Größe des Quotienten, 
fondern auch eine gewiſſe Befch.affenheit deflelben an, 
nehmlich: daß er der Beſchaffenheit des Dividendud en ts 


gegengefeßt ſeyn ſoll. 
134. Auch für die Divifii ton läßt fich eine einzige 
allgemeine Regel geben, und zwar eine ähnliche, wie für 
die Multiplifation, nehmlih: gleiche Zeihen im 
Dividendus und Divifor geben einen pofiti- 
ven, ungleiche einen negativen Quotienten. 

135.. Da ein Bruch ald einQuotient zu betrach⸗ 
ten ift, fo Fann man aus den Regeln der Divifion be⸗ 
ſtimmen, wie es fi mit pofitiven und negativen Bruͤ⸗ 
chen verhalte. | 

Ein Bruch iſt nehmlich poſitiv, wenn Zaͤhler 

und Nenner deſſelben einerley Zeichen haben, entweder . 
gofitio oder negativ find; hingegen ift er negativ, 
wenn die Zeichen im Zähler und Nenner ungleich find. 
8.3. es ifl \ 


3 +3 3 
'+7-r71737 
_3_+3_-3 

4 





| Sünfter Abſchnitt. 


Vom Gebrauc der Einſchließungszeichen in den 
Rechnungen. 





136. Unter Einſchließungszeichen werden hier die 


MAlammermn verſtanden, mit welchen man Parenthes 
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fen einzufchließen pflegt. Schon in dem vorhergehens 
den Abſchnitte finden ſich Größen -mit ihren Vorzeichen 
in Parenthefe gefebt, und die Bedeutung davon iſt vors 
aus angemerkt worden. Es wird aber von dieſen Zels 
den uͤberhaupt ein fo häufiger Gebrauch in den Rechnun⸗ 
gen gemacht, daß es nicht überflüffig ift, denfelben ets 
wad genauer zu erflären.. 

137. Im Allgemeinen kann man fagen, baß, 
wenn mehrere Glieder einer Rehnung zu 
fammen ald ein einziges betracdtet werden . 
. follen, man fie in Klammern einfchließt. Es fegt 

dieß jedoch voraus, daß außer den eingefchloffenen Glie⸗ 
bern noch eines oder mehrere vorhanden find, mit wels 
chen jene in Verbindung gefeßt werben follen, oder daß 
irgend ein mathematifches Zeichen fich außerhalb der Pas 
renthefe befinde, das auf die ganze innerhalb der Eins 
ſchließungszeichen befindliche Größe zu beziehen iſt. 

Die eingefchloffenen Glieder fünnen durch alle Zeichen ' 
der A Specied unter einander verbunden feyn; am häufige 
ften ift es wohl dur + und — 

138. Eine Parenthefe aufloͤſen, heißt, den 
arithmetifchen Ausdruck, der durch fie angedeutet wird, 
mit einem andern gleichbedeutenden vertaufchen, der von - 

“ allen Einfchließungszeichen befreyt iſt; oder, die einges 
ſchloſſenen Glieder entweder in diejenige Verbindung mit 
; ben äußern Gliedern bringen, die durch daS arithmetifche 
Verbindungszeichen angedeutet ift, oder diejenige Veräns 

derung mit ihnen vornehmen, die das arithmetifche Zei— 

hen außerhalb der Parenthefe beflimmt. Wie man das 
| bey zu verfahren habe, werden, einzelne, nach den vors 
züglichften Fällen georbnete, Beyſpiele zeigen Finnen, 

139. Wenn dad Additionszeichen einer Pas 
renthefe vors oder nachfleht, fo ändern die eingeidjlofies 


nen Brößen ihre Vorzeichen nicht durch di 
Sich Matbematif 6, an cht rch ie —J vet . 
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Parentheſe, und der ganze Ausdrnd hat mit und ohne | 
Einfchliegungszeichen einerley Werth. In diefem Fall 


alfo haben die Einfchließungdzeichen Leinen Einfluß auf . 
die Größe ded Ganzen, und wenn Fein befonderer Grund 


vorhanden iſt, warum einige Theile deſſelben als eine 

einzige Bröße betrachtet werden follen, fo kann man das 

Einſchließen ganz unterlaffen. 3.8. es iſt 
5+4+9)=5+4+3= 1. 

Denn inAbficht auf die Summe iſt es einerley, ob4A—+3 _ 

als ein Ganzes betrachtet, oder ob die einzelnen Größen 

. 4 und 3, welche die Zheife diefes Ganzen ausmachen, 
zu 5 binzugethan. werben. 

Eben fo ift 
5+U4—-=5+44-3=6. 

. Man Fann hier A—3 ald eine einzige Größe betrachten, Ä 
und dann ift fie = 15 indeffen bleibt immer 5 +1 ' 
— 6. Es aͤndert ſich alfo Durch Auflöfung der Parens 
thefe nicht die Größe ded ganzen Ausdruds, wohl aber . 


die Vorftellung, die man ſich von den einzelnen Theilen 


zu machen hat. 

| 140. Da «8 übrigens bey d der Addition in Abfict 
auf die Summe überhaupt nicht Darauf anfommt, in wels. _ 
cher Ordnung die fummirenden Zahlen verbunden wers 
ben, fo ift es auch einerley, ob die eingefchloffenen Glie⸗ 
der vor oder nach dem Additionszeichen ftehen. So ift 
5+4+3) = (4+3) +5. €5 wäre alfo 
überflüffig von diefem alle befonders zu handeln. 
- 141. Denn die Parenthefe auf ein Eubtras 
ctiondzeichen folgt, fo wird dadurch angedeutet, daß 
die ganze innerhalb der Einfchließungszeichen befindliche 
Größe von der vorftehenden abgezogen werden müffe. 
Sind alfo die eingefchloffenen Glieder alle durch Addi⸗ 
tiondzeichen verbunden, fo muß die ganze Summe. ders 

felben abgezogen werben, Es it aber m Abficht auf die ' 


* 
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Differenz einerley, ob eine Summe auf einmal abgezo⸗ 
gen wird, oder ob alle ihre Theile einzeln nach einander 
abgezogen werben. Wird daher die Parenthefe 
aufgelöft, fo muß das Additionszeichen jee 
des eingefhloffenen Gliedes in ein Sub: 
tractionszeihen verwandelt werden. 3.8. 
825 —9+4+3+9= 3 —-9—4 


-3—-1=3—17=8. Ggl. oben 41, 2.). 


Hieraus ergibt fih, was es für einen großen Unters 
fhied ausmadt, ob man nad einem Subtractiondzeichen 
die nachfolgenden und mit 4 verbundenen Glieder in Klam⸗ 
mern einfchließt oder nicht. 3. B. ob man 1? — (5 +3), 
oder 12 —5-+3 ſchreibt. Das erſtere iſt ⸗4, das leßtere= 10. 

142. Sind die eingefchloffenen Glieder durch Sub: 
tractionszeichen verbunden, z. B. 18 — (12 — 5), fo 
wird dadurch angebeutet, Daß nicht die ganze Zahl. 12, 
fondern 12—5, d. i. 7, von 18 abgezogen werben fol, 
Wenn man alfo 12 von 18 abzieht, fo zieht man um 5 
zu viel ab. Man muß daher die 5 noch hinzuads 
diren, um bie richtige Differenz von 18 und 19 — 5 
zu erhalten. Xöft man daher bie Parenthefe auf, fo iſt 
18 — (1? —5) = 18 — 12 +5. Das Sub 


‚tractionszeichen der eingefhloffenen Groͤ— 


fen muß alfo bey der Xuflöfung ber Paren— 
thefen in ein Adbditionszeichen verwandelt 
werden. 

Auch hier zeigt ſich alfo, wie bey dem vorigen Jau, der 
große Unterſchied zwiſchen einem Ausdruck mit, und einem 
ohne Einſchließungszeichen, bey übrigens gleichen Zahlen 
und Vorzeichen. 3. D. 

20 — (9 —-7N if = 18. 
und 20 — 9-7 iſt 4 
143. Man Tann in jedem Fall die eingefchloffenen 
Glieder erft für fich allein betrachten, und die Größe, die 
fie zufammen ausmachen, beftimmen; alödann diele von 
ber Dem Subtractionözeiden vorgefi ebten Groͤße Wwrr⸗ 
2 
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hen. So war im erften Beyfpiel die Summe der eis: 

gefchloffenen Glieder — 175 der ganze Ausdruck alfe . 
eben fo viel als 25 — 17. In dem andern Beyfpiel iſt 
42% — 5 == 7; und daher der ‚ganze Ausdrud eben fo: 
viel als 18 — 7. Eben fo ift in dem legten Beyfpiele 
9 — Ta folglich O-(I- NEW LI. 
== 18, 

144. Wechſeln in der Parenthefe Additions⸗ und 
Subtractionszeichen ab, ſo muͤſſen ſie bey der Aufloͤſung 
jedes in das entgegengeſetzte verwandelt werden. 
3. B. 

8—(61 —947— 10) iſt ⸗28 — 15 
9 -7 4 10 = 2. 

Auch bier ıft ed gut, den Werth der eingeſchloſſenen 
Glieder fir ſich zu beſtimmen, und ihn dann von der aus 
Berhalb der Parenthefe befindlichen Zahl abzuſſehen. So 
iſt in Dielen Beyfpiel (15 —9 +7 — 10) = 3; folglich28 
3 —_ 

145. Iſt die Summe ber zu ſubtrahirenden Zahlen 
in der Parentheſe groͤßer, als der zu addirenden, ſo er⸗ 
hält der Werth der ganzen Parentheſe dad Subtractionds 
zeihen 3. 8. 

16 — (9 — 19 iſt — 16 — (—3 
Da nun 6 — 9-16 — 94122 19 
iſt, ſo muß auch 16 — (— 3) = 19 ſeyn. 

146. Daſſelbe aber erhält man, wenn man von 
der pofitiven Zahl 16 die negative Zahl (- 3) abs 
ziehen fol (113), Hierdurch beftätigt ſich bie obige Be: 
merfung, baß die negativen Zahlen in Rüdficht der po⸗ 
fitiven auch ald zu ſubtrahirende betrachtet wer⸗ 
den koͤnnen. 

147. Wenn die Parentheſe dem Subtractivnzei⸗ 
chen vorangeht, fo ändert fie den Werth bed ganzen 
Ausbrudd nicht, oder, die Zeichen der eingefchloffenen- 
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Groͤßen bleiben ungeaͤndert, wenn die Parentheſe auf 
geloͤſt wird. 3. B. es iſt 
3-720. 
Denn beyde Ausdruͤcke ſagen im Grunde einerley, nehm⸗ 
lich? daß von her Summe der Zahlen 9 und 3 die Zah; 
len 5 und 7 abgezogen werben follen; nur ftellt der er: 
fire Ausdrud die Zahlen 9 — 5.-+ 3 ald Theile eine 
Ganzen = 7-darz im letztern aber find eben diefe Zah⸗ 


4 


Ten ald Größen für fich dargeftelkt. 


148. Wenn das Multiplikatioyszeichen 
außerhalb der Einfihließungszeichen fteht, fo wird da: 
durch angebeutet, daß die ganze innerhalb derfelben be: 
findliche Größe multiplizirt werden fol. Dieß iſt eben 
fo viel, als ob jedes Glied der Parenthefe multiplizirt 
wird. Wird daher die Narenthefe aufgelöft, fo muß je⸗ 
bes Glied derfelben mit dem außerhalb befindlichen Fa⸗ 
ctor Fa werden. 3.8. 

:.9 + 3) = 4.12 dr =. 9 +4 
54 42 = 48, und 

4. (9 — 3I)t=4.6 oder — 4.9 — 4 
.32 36 — 12 3 N. | 

Ob eine Größe der Parenthefe das Zeihen + oder — 
bat, macht feinen wefentlichen Unterfihied; und da die Ord⸗ 
nung der Sactoren in Abficht auf das Produkt gleichgültig 
if, fo iſt es auch einerley, ob das Multiplitationszeichen 
der Parenthefe vor s oder: nachfteht. 

Wenn in den angeführten Benfpielen die Ölieder 9+3 
und 9— 3 nicht in Klanımern eingefihloffen wären, fo 
würde das erftze fo viel’feyn, ad 4.9 + 3, d. 1. 36 3 
= 39; und dad andere 4.9 — 3, d. i. 36 —3 = 33; 
alſo fehr verfchienen von den, was diefelben Zahlen, auf 
obige Art eingefchloffen, geben. 

149. So wie in diefen -Beyfpielen der eine Factor 
ald eine zufammengefeste Größe ausgebrüdt ift, 
und Die Glieber befjelben eingefihloffen find ; ſo kow 
auch zugleih ber andere. Zactor zufammengelekt \ry0ı 
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und bie Glieder deſſelben in eine Parentheſe verbunden 
werden. Alsdann muß entweder jeder Factor in eine ein⸗ 
zige Zahl zuſammengezogen, und die eine mit der andern 
multiplizirt werden: oder es muß jedes Glied des einen 
Factors mit jedem Gliede des andern multiplizirt wer⸗ 
den. (Vergl. 43, c.) 3. B. 
C T5. 6 4 5 if => 11. 14 = 1. 
oder — 7. (4 5 +4- +5). 
=7.9+7.5+4.9+4.5 
=63+35 +36 +2 = 154 

150. Enthält einer von beyden Factoren negative 
Glieder, fo wird dadurch im Wefentlichen nichts geaͤn⸗ 
dert. 3. B. 

48 — 59 . 6 -ᷣ9 — 5.92485. 
oder —8. 6+9-36+9 
= 4-+ 32 — (15 + 12) 
— 40 4 32 — 18 - 12 
—72 — V=45 
Een fe CD. Del: 1= 11. 
vr=856-F36—N) 
= 40 — 32 + 15 — 12 
= 5 — 4 = 11." 

151. Wenn beyde Factoren negative Glieder ent: 
halten, fo gefchieht die Auflöfung ber Parenthefen auf- 
eine ähnliche Art. 

8. B. 
(172 — 5 . 6—- 3 iſt —7. 52 35. 
oder — 12.(8 —3) —5 (8 — 3) 
= 96 — 36 — (40 — 15) 
I = 96 — 36 — 40 + 15 
= 111 — 76 = 35. 

Diefer Fall iſt befonderd merfwürdig, indem er daſſelbe 
darftellt, was fich oben bey der Multiplikation entgegenges 
feßter Größen zeigte, nehmlich: 

daß gleiheZeihen in den Factoren ein pofis 
tives, ungleiche ein negatives Produft geben. 

Denn 12.8 iſt — 9; 2.) = — 3; —5.8 

= - 0 und -5.—-3)=+%. 
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95%. Aus dieſen Beyſpielen mit zwey zuſam⸗ 
mengeſetzten Factoren laßt ſich auch abnehmen, wie man 
bey mehreren ſolchen Factoren zu verfahren habe. Auch 
kann die Anzahl der eingeſchloſſenen Glieder groͤßer ſeyn, 
ohne daß dadurch das Verfahren bey der Aufloͤſung der 
Parentheſen ſich weſentlich aͤnderte. | 

153. Wenn das Divifionszeichen mit einer 
Darenthefe in Verbindung fteht, fo ift wiederum zu un⸗ 
terfcheiden, ob es ihr nachfolgt, oder vorangeht, d. h. ob 
die Parenthefe den Dividendus, oder den Dipis 
for ausmacht. In beyden Fällen kann man zwar bie 
eingefchloffenen Größen auf einen einzigen Ausdruck brins 
gen, und diefe dann in einander dividiren; willman aber 
bie Glieder felbft beybehalten und die Parenthefe auflö- 
fen, fo ift das nur im erſtern Fall möglih, wenn die 
Darentheje den Dividendus ausmacht. Man muß alds 
dann jedes Glieb durch den Divifor dividiren, und dem 
Duotienten dad Zeichen des eingefchloffenen Gliebes ges 
ben. 3.8. 

46);: 3ft=15:3=5 

der =9:3 4 6: 3=342=5; 
ingleichen iſt 
'.8— ):2=6:2=3 

der = 8:7 — 2:2 =4i—1=3. 

154. Macht hingegen die Parenthefe den Divifor 
aus, fo Fann fie nicht in ihre einzelnen Glieder aufgelöft 
werden, weil ed bey dem Divifor darauf anfommt, ihn 
im Ganzen, und nicht die einzelnen heile defjelben, 
mit dem Soiandoe zu vergleichen (443, d.). 3. B. 

: 34 2) iſt — 15: 5—3. | 
Wollte man n aber dafür nehmen 15:3 + 15: 2, fo 
wäre dieß — 5 + 7% = 12% ganz verfchieden von 
dem erſten Reſultat. | 

155. Wenn baber ſowohl der Dividendub 8 Ds 


— 
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Divifor aus mehreren Sliebern befteht, fo koͤnnen nur bie, 
des erftern vereinzelt, die letztern aber müffen jedesmal 
zufammengenommen werden, 3. B. 
0+7—-09:5—D kam ausgevrüdt wer⸗ 
den durch 12:3 == 45 oder durch 
9 7 4 90,74 22 
at ara tzrgn gm 
Es ift auch Hier Leicht zu fehen, was es für einen gros 
fen Unterfchied ausmacht, ob diefelben Zahlen. mit oder 
ohne Einfchließungszeichen gefeßt werden. So wäre... B. 
das leßtre Erempel 9-7 — 4:5 — 2 ohne Einfclies 
Bungsgeichen fo viel ad 6 -—A — 2 14 — 32 13 + 


156. Außer den angeführten Fällen fommen noch 
viele andere vor, in welchen man von ben Einſchließungs⸗ 
zeichen Gebrauch macht, 3. B. bey den Potenzen und 
Wurzeln, wie fich weiter unten zeigen wird. Man kann 
aber fchon aus dem bisher Gefagten ungefähr abnehmen, 
was fie zu bedeuten haben. Immer müffen die einges 
fhloffenen Glieder zufammen als eine einzige Größe bes 
trachtet werben, und das mathematifche Zeichen außer: 
balb auf die ganze Größe bezogen werden. Die Auflds 
fung einer folhen Parenthefe aber ift in den meiften Faͤl⸗ 
Ien nicht fo einfach, al3 in den vorhin angeführten, und 
der Unterfchied zwifchen denfelben Ausdrüden mit und 
ohne Parenthefe fehr viel größer. 

Vergleicht man z. B. die Ausdrüdea-+-bm und (a-Fb)m, 
fo zeigt der erfte nur die Summe der beuden Größen a und 
ba an, ter Ichtere aber erfordert zu feiner Entwickelung 
die Anwendung des binomiſchen Lehrſatzes, und enthält eine 
unbeftimmte Anzahl von Gliedern. 


[U 1 





157. So lange man es bhierbey mit beflimmten 
Bahlen zu thun hat, wie in den vorhin angeführten Beys 
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fpielen, Tann man bie eingefehloffenen Glieder immer auf 
eine einzige Zahl bringen, und dadurch die Parenthefe 
- auflöfen,, oder fie entbehrlich machen. Aber bey unbes 
flimmten Zahlen oder allgemeinen Zeichen derfelben, ders 
gleichen die Buchftaben find, geht das nicht an; daher 
findet der Gebrauch der Einfchließungszeichen bey biefen 
vorzüglich flatt und wirb hier ganz unentbehrlich. Die 
Beyfpiele mit beflimmten Zahlen dienen nur, die Be: 
deutung der Parenthefen dem Anfänger anfchaulich zu 
machen. | 

158. Wenn. in ben vorhergehenden Paragraphen 
die Bedeutung der Parenthefen und die Art ihrer Aufloͤ⸗ 
fung gezeigt ift, fo ergibt fi zugleich daraus das Um: 
gekehrte, nehmlich: in welchen Fällen Größen in Klam⸗ 
mern eingefchloffen, und wie fie Dabey behandelt werben 
müffen. Indeſſen wird e8 nicht "überflüffig feyn, noch 
, einige Anmerkungen barüber zu machen und einige Sale 
befonders zu betrachten. 


159. Erſtens iſt uͤberhaupt zu merken, daß eingels 
ne Größen nie eingefchloffen werden, fondern nur folche, 
die aus mehrern Gliedern zufanmengefegt find. Denn 
die Parenthefe zeigt eben an, daß die eingeichloffenen 
Glieder zufammen ald eine einzige Größe zu betrachten 
find; ift alfa die Größe felbft ſchon als eine einzige ana 
: gegeben, fo braucht fie nicht weiter eingefchloffen zu 

werden. 

Eine Ausnahme kann entſtehen, wenn eine einzelne Groͤ⸗ 

ße durch ihr Vorzeichen als poſttiv oder negativ bezeichnet 

und fo mit andern Größen verbunden werden fol, wie um 
vorigen Abſchnitt geſchah. 

160. Beſteht aber eine Groͤße aus mehrern Glie⸗ 
dern, die alle zuſammen von einer andern Groͤße abge⸗ 
zogen, oder mit derſelben multiplizirt, oder durch ſie di⸗ 
vidirt werden ſollen: fo muͤſſen ſie in Slammern Gode⸗ 
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fchloffen werben, weil fonft dad Zeichen .ver Subtras 
ction, oder Multiplikation, oder Divifion fih nur auf 
den Theil der Größe, bey welchem es zundächft ſteht, bes 
ziehen würde. 

3.3. Es foll 6 +4 von 24 abgezogen werden, fo 
muß man feRen 24 — (6 +4 = 14; denn 4 —6+4 
hieße: 6 von 24 abgezogen und zu der Differenz 4 addirt; 
dieß ware = 22. 

Dder wenn 6 + 4 mit 3 multiplizirt werden fol, muß 
man fchreiben (6 #+ 4) . 3, weil fonft das Multiplikation 
zeichen fi) nur auf die 4 bezöge, und das Produkt, 12, au 
6 addirt werden müßte. 

Dder endlich es foll 6 +4 durd 2 dividirt werden, fo 
iſt das (6-+ 4): 2 = 55 hingegen ohne Einfchließungszeie 
ten ware6 + 4:2 fo viel ald 6 + =64+2=8. | 

Dies laͤßt fih auch auf die Kehnungen in benanıs 
ten Zahlen anwenden, wenn nehmlich die benannte Zahl 
aus mehrern Arten von Größen befieht. 3.8. Es follen 
s Rthlr. 8gl. 6pf. mit 9 multiplizire werden, fo kann an 
feßen: (5 Rthlr. 8 gl. 6 pf.) - 9. 

161. Diefelbe Vorficht, die man in Abficht der 
Zeichen + und — anzumenden hat, wenn man eine‘ 
Darenthefe, die auf ein Subtractiongzeichen folgt, aufs 
löfen will, muß man im umgefehrten Fall beobachten, 
wenn man mehrere freiftehende Größen in eine Parens 
thefe vereinigt und diefer ein Subtractiondzeichen voran⸗ 
geht; man darf nehmlich nicht vergeffen, die 
Zeichen der einzufchließenden Größen in 
die entgegengefegten zu verwandeln. 

8. B. wenn man in dem Ausdruck 

28. — 15 49 — 4 
die drey letztern Größen einſchließen will, fo verwandelt er 
fi in folgenden: 
3— (5 —9+%. 
Der Grund hiervon ergibt fih aus Dbigem (134.). 

162. Bey der Multiplifation ift zu bemer: 

Zen, baf, wenn man mehrere Hrodutte hat, Vie durch 


- 


.— 


| — 3 
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- oder — verbunden find, und unter deren Factoren 
einer oder mehrere gleiche vorkommen: ſo kann man 


die ungleichen Factoren, mit Beybehaltung 


der Zeichen ihrer Produkte, in Klammern 
einſchließen, und den oder die glejhen Fa— 
ctoren mit dem Multiplikations zeichen herz 
ausfegen 3.8. 
| 3.7+3. s iſt — 3. 739 

oder 

4:5. s—4. 5. 6-+4. 5. 2 iſt —4 

. 5. 6—64D. 

Denn nach obiger Regel (148.) deutet eben die Paren⸗ 
theſe An, daß jedes der darin enthaltenen Glieder mit 
den außerhalb fleheriden Fartoren multiplizirt werden 
muͤſſe. 
163. Bisweilen kann man dieſe Regel bey denſel⸗ 
ben Produkten mehr als einmal anwenden, und dadurch 
den arithmetiſchen Ausdruck derſelben immer mehr zuſam⸗ 
menziehen. Wenn, z. B. die Produkte 

5.,6—-2.5+4.6—2.4 
gegeben find, fo kann man 

1) die beyden erſten Produkte auf die Factoren 5 . 


(6 — 2), und die beyden le&tern auf die Factoren 4 . 


(6 — 2) bringen. _ 

2) Da diefen beydin Produkten der Factor (6 — 2) 
gemein ift, fo Bann man fie auf ein einziges Produkt brins 
gen, wenn man ihre ungleichen Sactoren 5 und 4 hin: 
wiederum in Parenthefe feßt. Auf diefe Art erhält man 

56G+9).6—-29. ° 


Man könnte in einem Fall, wie der leßtre, auch.zuerft 


die Produftes.6 +4. 6 combiniren, und daraus (5 4 
4).6 machen. Alsdann wären noch die Produfte — 2.5 
und — 2. 4 uͤbrig. Diefe dürfte man nit n—2. (5—A4) 
verwandeln, fondern fie muͤſen durch — I. (6 4 &) ande 


‚gebrhdt werben. Denn. der gemeinſchaftliche Tactır begder 
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Produkte ift — 2, und die andern beyden, 5 und A, find. 
als pofitiv zu betrachten. 

Beyde zuſammengeſetzte Produkte haben nun den Factor 
(5 + 4) gemein; man fann alfo die ungleichen Factoren 6 
und — 2 in Klammern einfchließen, und fo beyde auf dab 
Produft 544 .(6— 9, mie vorhin, zurüdtühren, . 

.164. Wenn mehrere Größen mit einerley Zahl au. 
dividiren find, fo kann, man die Größen mit ihren 
Vorzeichen einfchließen und den 'gemeinfchaftlichen Divi⸗ 
for herausfegen. 3. B. 
17:3 +8: 3 — 523 iſt — (1? +8 — 5): 3. 
Hingegen wenn der Dividendus mehrerer Quotienten 
gleich, die Diviforen aber ungleich find, fo darf man fo: 
wenig bie ungleichen Diviforen einfchließen, und ‚ben 
gleichen Dividendus herausſetzen, ald man einen in Klam⸗ 
mern eingefchloffenen Divifor in feine einzelnen Glieber. 
auflöfen kam (154.). 3. B. wenn die Quotienten 

20:4+20:5—-%0:3 . 
gegeben: find, fo a man nicht dafür ſetzen 
:4+5— 3). 

Denn die are ber Zahlen 4+5—3 aufammen» 
genommen hat zu 20 ein ganz anderes Verhaͤltniß, als 
die Zahlen 4, 5 und 3 jede allein haben. 


| Sechster Abfchnitt. - 
. Buchſtaben-Rechnung. 





165. Die Buchſtaben-Rechnung iſt eine Erfindung 
der neuern Zeit, wodurch die Arithmetik unglaublich ge⸗ 
wonnen hat, und wodurch es ihr allein moͤglich gewor⸗ 
den iſt, zu dem Grade der Vollkomwenheit zu gelangen, 


— * 
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den fie bis jetzt erreicht hat. Sie befteht nicht in einer 
befondern Rechnungsart, ſondern in einer Methode, be⸗ 
ſondre Faͤlle auf eine allgemeine Weiſe darzuſtellen, oder 
jede beſondre Rechnungsart ſo allgemein zu behandeln, 
daß der Gang der Rechnung oder das Geſetz, nach wel⸗ 
chem die geſuchte Groͤße gefunden wird, deutlich ausge⸗ 
druͤckt wird. Sie kann daher auf alle Rechnungarten 
angewandt werden. 

166. Die Buchſtaben find nehmlich allgemeine Zei: 
hen. der Zahlen überhaupt, oder Zeichen unbeflimmter 
Zahlen. Ein Buchſtabe drüdt irgend eine Zahl aus, wo⸗ 


bey es unbeftimmt bleibt, was für eine; denn jeder Buch: 


ftabe ann alle möglichen Zahlen bedeuten. Dabey ift 
ihr Werth weder von ihrer alphabetiſchen Ordnung, noch 
von ihrer Stellung gegen einander abhaͤngig. Ein Buch⸗ 
ſtabe iſt fo gut als der andre. 

Sp wie eine Zahl eine. beſtimmte Menge anzeigt, ohne 
Beſtimmung eines befondern Gegenftandes, fo drüdt ein 
Buchſtabe eine Menge überhaupt aus, ohne Beſtimmung 
ihrer Größe. . 

167. Wenn alfo in einer Rechnung zwey oder meh: 
rere verfchiedene Buchflaben gebraucht werden, fo wer⸗ 
den dadurch eben fo viele verfchiedene Zahlen, gleichviel 
welche es feyn mögen, angedeutet. Uebrigens aber ift 
der Werth eines Buchitabens in einer und eben derfelben 
Rechnung immer derfelbe. Ä 


168. Die Buchftaben, deren man fich in den Rech⸗ 
nungen am meiften bedient, find die kleinen Lateinifchen. 
Die großen Yateinifchen, oder die Buchftaben anderer 
Sprachen werden feltener gebraucht, und ihre Bedeutung, 
die uͤbrigens eben fo wie die der Fleinen lateinifchen ganz 
allgemein ift, wird in jedem Falle befonders beftimmt. 

Es ift leicht einzufehen, wie fehr diefer Gebraud der 
Buchftaden In den Rechnungen von demjenigen verkigieten 
it, ben man 4. B. fonft von den griechiſchen Bugkaben 


78 Buchftaben - Rechnung,, 


machte, wenn man beftimmte Zahlen dadurch bezeichnete, 
z. B. durch « die Zahl 1, durch 11. In dieſem Fall 
waren die Buchſtaben nichts anders als Ziffern; in der 
Buchſtaben-Rechnung aber ſind ſie allgemeine Ausdrucke 
der Zahlen ſelbſt. 

169. Mit fo allgemeinen Zeichen, als die Buchflas 
ben find, kann man freylich Feine Rechnungen machen, 
die auf ein beſtimmtes Refultat führen, wie die ges 
wöhnlichen Rechnungen mit beflimmten Zahlen; fondern 
man kann nur allgemeine Refultate oder Ausdrüde da⸗ 

durch erhalten, die alle zu einer Rechnungsart gehörigen 
befondern Faͤlle unter fich begreifen. 


170. Man bedient ſich dabey derfelben arithmes 
tifhen Zeichen, bie man bey den Ziffern -gebrancht, 
nehmlich des ftehenden Kreuzed (-F) zur Bezeichnung ber 
Addition, des Queerſtrichs C—) zur Bezeichnung ber . 
Eubtraction u. f. w. 

Das Punktum, als Zeichen der Multiplikation, 
wird gemeiniglich weggelaffen, und ein Factor ohne al» 
les Zeichen neben den andern gefeßt. 

Hiernach druͤckt 

a b die Summe, 
a — b die Differenz, . 
ab das Produft, 


und a : b oder — den Quotienten 


irgend zweyer Zahlen aus. oo. 

Ueberdieß werden auch die Zeichen der entgegens ' 
gefegten Größen bey den Buchſtaben gebraucht, da 
auch biefe Arten von Größen im Allgemeinen durch Buchs 
flaben vorgeftellt werden Fönnen. 


‚171. Meiftens kommen in den Buchftaben » Rechs 
nungen auch beftimmte Zahlen vor, Werden biefe als 
Bactoren mit den Buchftaben verbunden, fo heiten fie bie 
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Coefficienten derfelben. 3. B. in den Ausdruͤcken 
3a, 5 ab find 3 und 5 Coefficienten von a und ab, 

4. Die Eoefficienten pflegen ihren Buchftaben vorgefeßt 
zu werden. 

2. Benn ein Buchſtabe allein da fteht, fo kann man 
immer 1 flır feinen Coefficienten anfehen; denn es iſt 3. B. 
a fo viel ald 1a. Daher wird diefer Eoefficient gemeinig- 
lich weggelafien. 

3. Den Namen der Coefficienten führen bisweilen auch 
ſolche Factoren, die felbft wieder durch Buchftaden ausge⸗ 
druͤckt find. 


Addition. 


172. €5 laffen fich hierbey zwey Fälle unterfcheis 
den: 1) wenn die zu addirenden Buchflaben gleich, 
2) wenn fie verfchieden find. 

173. Im erften Fall erhält man die Summe, wenn 
man bie Anzahl der Buchftaben, oder die Summe ihrer 
Goefficienten, zum Goefficienten macht, und diefen dem 
Buchftaben felbft beyfügt. 3. 8. 

ataif=2a; 3arda= 7a; — 5b 
+-3b)=—8b. 

Hierbey wird vorausgeſetzt, daß die Zeichen gleich 
find. Wenn aber dieſe verſchieden ſind, ſo muß man 
den Coefficienten der Summe aus den Coefficienten der 
fummirenden Größen nach den Regeln der Addition ent= 
gegengefeßter Größen beflimmen. 3.83. Aa 

+7a+(-3a)ft=+4a 

174. Sind die Buchſtaben verſchieden, ſo laͤßt ſi ch 
ihre Summe nicht in einen derſelben zuſammenziehen, 
ſondern man muß ſich begnuͤgen, die gegebenen Groͤßen 
mit dem Additionszeichen zu verbinden. Soll z. B. 3a2 
und 2b addirt werben, fo iſt die Summe 

34 4 2b. 
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Man koͤnnte zwar auch feßen 
3atr2ıb=eo, 
und dann wäre c die Summe von 3 a und 2b. Allein 
das wäre nur eine willführlich angenommene, 
nicht aus den fummirenden Größen ſelbſt abgeleitete 
Größe. 

175. Wenn mehrere, fowohl gleiche als ungleiche, 
Buchftaben gegeben find, fo fondere man die ungleichen‘ 
von einander ab, ordne bloß die gleichen mit ihren, Coefs 
ficienten in eine Reihe unter einander, und abdire ald« 
dann jede Reihe befonders. 3. B. 

+ 5a — 3b + Tr 
— 8a-+ 9b + 6c 
— 4a +6b — 40 


— 7a 8 ——ã 





Subtraction. 


176. Auch hier hat man, wie bey der Addition, 
darauf zu ſehen, ob die Buchſtaben gleich oder 
ungleich ſind. 

177. Im erſten Fall zieht man bie Coeffitienten 
von einander ab, und behaͤlt den Buchſtaben unveraͤn⸗ 
dert bey. 3.B.5a—3am=92a; —76 — (— 3b) 
— — 4b. Sind die Zeichen verſchieden, ſo muß man 
die Coefficienten nach den Regeln entgegengeſetzter Groͤ⸗ 
Ben ſubtrahiten. Z3. B. Sa — (-3a)=—+ 11a; 
—5b—-(+3b)=— 8b 

178. Sind aber die Buchftaben felbft verfchieben, 
fo kann man fie nur mit dem Subtractiondzeichen vers 
binden. Wenn 5.8. 5b von 3 a abgezogen werden fol, 

fo ift diefes = 
" 3 a um 5b. 


I) 
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179. Wenn Größen, die aus gleichen Buchflaben 
ammengefegt find, van einander abgezogen "werben 
len, fo kann man die gleichen Buchſtaben ımter ein« 
der ordnen und nach der eben gegebenen Vorfchrift 

a einander abziehen. 3. B. es foll von . 

+ 13a — 18b + 120 — 19 d abgezogen 


erden +_7a — 12b — 160 + 15d fo if die 
fferen; + 6a — 6b + 28c — 34d, 

„180. Als ein Beyfpiel, wie Durch Buchſtabenrech⸗ 
ng allgemeine Säge aufgefunden werden können, drüs 
"man die Summe sweyerBahlendurha--b,. 
ren Unterſchied durch a — bauß, und addire 
ydes, ſo erhält man | 

at b 
a — b 
2a... 

Wird hingegen das letztre vom erſtern fubtras 
itt, fo erhält man 2b. Zolglih macht die Sum: 
e.zweyer Zahlen und ihr Unterfchied zus 
immenaddirt bad Doppelte der größern 
on beyden Zahlen; und der Unterfchien 
on der Summe abgezogen das Doppelte 
er Eleinern aus. 

Man kann daher aus der GSumme zweyer Zahlen und 
rem Unterfchiede die Zahlen felbft finden, wenn man 1) 
n halben Unterfchied zu der halben Summe addirt, 2) je⸗ 
n von diefer fubtrahirt; das erftere gibt die größere, das 
btere die kleinere Zahl, 


x 


[4 


Muttripliifation. 


‚181. Die Produkte von Buchflaben werben da⸗ 
ch ausgedruͤckt, daß man die Buchſtaben ohne weis 


res Berbinbungs »Zeichen neben einander. yw WON 
Sıled Mathematik 6. Auf. 


« 


“ 
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wobey es einerley iſt, ob die Buchſtaben gleich pder um 
gleich find. Z. B. a mit a multiplizitt, gibt aaz und‘ 
mit b multiplizirt, ab. 


182. Haben die Buchſtaben noch Goeffienten, " 
fo. muß man diefe befonder& multipliziren und das Pru 
dukt derfelben zum GCoefficienten des Produfts der Bude 
ftaben machen. > B. 3 a mit 4b multipligiet iſt ⸗ 
12 ab. 

183. Endlich muß man auch darauf ſehen, db die 
Zeichen der Factoren gleich oder ungleich find, um zu 
beſtimmen, ob dad Produft pofitiv oder negativ werbi 
(127.). 3.8.4 5a multipliziet mit + 3 b if = 
+15ab; — 4a multipligirt mit + 2b if = — 8ab, 


184. Iſt der Multiplitandus ſowohl als der Mut: 
tiplifator aus mehren Gliebern zuſammengeſetzt, fo muf 
man jedes Glied des erftern mit jedem Gliede bed letz 
tern multipliziven. Hierbey kann man auf eine ähnlich 
Reife, wie bey dem gemöhnlichen Multipliziren mit Zah 
len, wenn der Multiplikator aus mehr als einer Ziffe 
beſteht, verfahren. So wie man nehmlich da ſo vie 
verſchiedene Reihen von Produkten erhaͤlt, als der Mul 
tiplikator Ziffern hat, fo kann man bier fo viel verſchie 
bene Reihen von Probuften formiren, ald der Multipli 
Fator verfchiedene Glieder hat. Dabey muß man bieje 
nigen Produkte unter einander orbnen, die in ihren Buch: 
ftaben ganz uͤbereinſtimmen. Endlich addirt man die ver: 
fchiedenen Reihen zufammen, und bringt alles auf ein 
einzige Reihe, Einige Benfpiele werben diefe Vorſchrif 
am beften erläutern Tönnen. 


5: + 3 GG — 4 
a + 2 2a — 3 
Saa + 3a ' 12aa — Ba 

+ 10a ' — 18a 





+6 j 
dan F 132 + 6 Ra ur 
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— a+2 a+ b 

3 a — b 
a— Gate an ı eb. 
+ 1222 — 62 + 6 | — gab — bb 


at 6aa +6 — — 
das letztere Beyſpiel iſt ein Beweis, daß die Summe 
per Zahlen mit ihrer Differenz multipli— 

zum Produkt die Differenz ihrer QAuas 


aa — Gab 4 3bb vF 
—2 | 
Zaaa — Gaab F Zabb 
0 6aab — 12ubb 4- 6bbb 





Bana — Gabb 4 6bbb 
Aaa 6ab + Hbb 
2a — 3b 





Baaa =} 12aab +4 18abb' 
= 122ab — 18abb — 27bbb 





a+b+ o 
a — b+ c 
aa T ab "E ac 
— ab — bb — bc 
| + act bc 4 co 
a — bb + . Lo 
sa ab ++ bb Ps 


— aaab — aabb — abbb | 
4 aabb -+ abbb 4 bbbb 


— — — — —— 
aaaa «+ aabb p bbbb.‘ - 
Sutmmem ya tr = 


Ben — — a 
xxy - ıytyy —ıya _ ya yon 
+ xx3 — ıyz — xzz } yyz — yzz-+zz2 


ty 32 | fazz 


= 
. 





52 
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Divifion 


185. "Alle Fälle der Divifion Iaffen fi zwar atı 
bie allgemeine Regel zurüdführen, daß der Quotien 
immer die Größe feyn müffe, bie mit den 
Divifor multiplizirt den Dividendus gibt 
Indeſſen, um den Quotienten zu finden oder ihn gebd 
rig auszudruͤcken, iſt es nicht uͤberfluͤſſi ig» verfchieden 
Fälle zu unterfcheiden 

1) Wenn der Dividendus aus andern Buchſtaben 
beſteht als der Diviſor, ſo laͤßt ſich der Quotient nich 
anders als durch dieſe Buchſtaben ſelbſt, vermittelf 
des Divifionszeichend ausdruͤcken. 3. B. a bivibir 


durch b iſt = a : b ober 5 a dividirt durch (b + € 


t=1:64+9=:- 
Dieß ändert fi) auch nicht, wenn-bie Bucfe 
ben Goefficienten bey fich haben. 3. B. 34 a: 5b ij 


Laſſen ſich aber die Coefficienten in einander ohn 
Reſt dividiren, oder auch nur heben, fo dividirt mar 
diefe für fi und die Buchftaben bleiben unverändert 


Es ift z. B. 22:30 = 2; = 
3a 


15a : 10b = Ip 

Hicher gehört auch der Fall, wo eine Zahl durd 
einen Buchſtaben dividirt werden fol. 3 B. 1 dioibir 
durch a iſt — 1: a =... | 


Daß man auch feßen fünne a: b == c verſteht fich von 
felbft, da c jede Zahl ganze oder gebrochne, ausdruͤcken 
fann; nur il "e Größe c nicht aus a und babgelei⸗ 
. tet, fonder andenowwen. 
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2) Wenn Dividendus und Diviſor zum Theil ei- 
erley Buchftaben enthalten, ſo kann man. aus beyden 
nen Bruch bilden, und diefen den Regeln ber Brüche 
emäß behandeln. Dadurch erhält man oft eimen beques 
nern Ausdrud für den Quofienten. 3.8. (ab. ++ be); 
ab + bc ab ,. bc 





.C 
initiiert 
ab + cd ab cd a d 





Y:beill= —.- =. tun ctr 

Wollte man im letztern Fall die beyden Brüche auf eis 
weley Benennung bringen und addiren oder ſubtrahiren, fo 
sürde man wieder den erftern Bruch erhalten. 

3) Wenn der Divifor und Dividenbus fo. befchaffen 
md, daß man den Buchftaben des erftern nur einen oder 
nehrere Buchftaben ald Factoren hinzuzufegen braucht, 
m den Dividendus zu erhalten: fo ift es ein Zeichen, 
aß der Divifor im Dividendus aufgeht; und. Damm. ma⸗ 
hei eben die Buchflaben, welche man dem Divifor hin- 
ufegen muß, um. den Dividendus zu erhalten, ben Quo⸗ 
enten aus. Es iſt z. B. 

aaa aaa; ab: a= b;abb : boab . 

Kommen i in diefem Fall noch Coefficienten hinzu, fo 
ird der Quotient. berfelben ber: Coefficient bed Quotien⸗ 
n. 3. B. 

16aab : 2 a—gab; Habe : 3bac. on 

4) Befteht der Dividendus aus mehrern Gliedern, 
er Divifor aber nur aus. einem Glieve, fo muß. auch 
er Quotient fo viele Glieder enthalten, als der Divi⸗ 
endus hatz und ein jedes derfelben wird gefunden, in: 
ım man bie Glieder bed Dividendus der Reihe nach ein: 
In bividirt. 3. 3. | 

b 


(aa ab —b):a=a tb — ru 
(1224b — 6ahb) : 3ab = Aa — ib, 
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5) Enthält auch der Divifor mehrere Glieder, ſo 
wird die Diviſion auf eine aͤhnliche Art gemacht, wie 
bey Zahlen, die mit mehrern Ziffern geſchrieben werben, 

- Sp wie man fich nehmlich bey diefen vorzüglich nach ben 
böchften Zahlen des Diviford und dem jedeömaligen hoͤch⸗ 
ſten Zheil des Dividendus richtet, fo muß man bey ben 
Buchftaben fich auch nach dem erften Gliede des Diotfors | 
und dem jedeömaligen erften Gliede des Dividenduß rich⸗ 
ten, und den Quotienten ebenfalls theilweife nach und 





% 
u 


nach herausbringen. Ein 'jebes Glied des Quotienten .' 
aber muß diejenigen Buchftaben enthalten, die mit dem - 


eriten Gliede des Diviford als Factoren verbunden, ges 


nau den jebeömaligen erften Theil ded Dividendus geben. 


a. Man ordne alfo den Divifor und Dividendus 
auf eben die Art neben einander, wie bey einem Dis 
vifiond = Erempel in Zahlenz  fehe dann zu, mit welpen 


Buchftaben man den erften Theil bes Diviſots multiplie 


ziren müfle, damit der erſte Theil bes Dividenbus her⸗— 
auskomme, und nehme diefe zum erften Theil des Quo⸗ 
tienten, Enthalten diefe Glieder Coefficienten, fo muß 
man auch diefe in einander dividiren, und ben Quotien⸗ 


ten zum Goefficienten des erften Theil des Quotientaw” 


machen. Endlich 'muß man auch, nad den Regeln bee 
Divifion entgegengefester Größen, das Zeichen beſtim⸗ 
men, welches diefer Theil erhalten foll-(134.). 

b, Mit dem gefundenen Theil deö Quotienten muls 
tiplizire man darauf den ganzen Divifor, d. i. alle Glies 
ber deſſelben, orbne die Produkte unter die gleich arti⸗ 
gen Glieder des Dividendus, (d, i. diejenigen, bie in 
ihren Buchftaben ganz mit dem Produkte übereinflimmen). | 
und ziebe fie von biefen ab, 

c. Bu dem Reft laſſe man eined oder mehrere ber 
fol Glieder des Dividendus herunterfleigen, und- 
di wem binein, indem mon fd wieber genau 


N " 


/ _ 
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nach dem erſten dieſer Glieder und dem erſten Gliede des 
. Diviford richte. Dadurch erhält man das zweyte Glied 
des Quotienten. Das übrige Verfahren ift nun ganz 
dem Verfahren bey dem: erften Gliede Ahnlich. | 

d. Auf diefe Art muß man die Divifion fo lange 
fortfeßen, bis fie aufgeht, oder es ſich zeigt, daß fie 
überhaupt nicht aufgeht. Was in diefem letztern Falle 
zu thun fey, wird weiter unten gefagt werden, 

Einige Benfpiele werden die gegebenen Vorſchriſten or⸗ 
laͤutern koͤnnen. 

Erz + bb +5 


- aa 2 
+ bb 
«+ re + bb. 
— —— 







rbunı 2 a— 2b 
ab 
— per 


IR 


2b) am. 2 ab +2 abb — bbh nun 


aaa — sab 
— aab + ‘2 abh 
” —  'aab + abb 
4abb — bbb 


’ +. abb — bbb 


⸗ 


* 
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Man koͤnnte zwar auch ſetzen 
| 3a + 2b=c 

und dann wäre:c die Summe von 3 a und gb, Allein 
das wäre nur eine willführlich angenommene, . 
nicht aus den fummirenden Größen felbft abgeleitete 
Größe. 

175. Wenn mehrere, ſowohl gleiche als ungleiche, 
Buchftaben gegeben find, fo fondere man die ungleichen 
von einander ab, ordne bloß die gleichen mit ihren Goefs 
ficienten in eine Reihe unter einander, und addire ald« 
dann jede Reihe befonderd. 3. 8. 

+ 5a — 5b + 7t 
—8a-t gb + 6c 
—4a +6b-4o 
— 7a +12b En ge 


cs 


Subtraction. 

176. Auch hier hat man, wie bey der Addition, 

darauf zu ſehen, ob die Buchſtaben gleich oder 
ungleich ſind. 

177. Im erſten Fall zieht man bie Coefficienten 
von einander ab, uͤnd behaͤlt den Buchſtaben unveraͤn⸗ 
dert bey. 3. B5a—3a=m=92a; —76 — (— 3b) 
— — 4b. Sind die Zeichen verſchieden, ſo muß man 
die Coefficienten nach den Regeln entgegengeſetzter Groͤ⸗ 
Ben ſubtrahiten. 3. B. Sa — (—3a)=+ 11a; 
—5b—(+3b)=—8b 

178. Sind aber die Buchftaben felbft verfchieden, 
fo kann man fie nur mit dem Subtractionszeichen vers 
binden. Wenn BB. 5b von 3a abgezogen werben foll, 

Jo iſt dieſes = — 

3 A um Sb. 


beydes, ſo erhaͤlt man 
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179. Wenn Größen, die aus gleichen Buchftaben 
zufammengefegt find, von einander abgezogen "werden 
ſollen, fo Tann ‘man die gleichen Buchſtaben ımter eins 
ander ordnen und nach der eben gegebenen Vorfchrift 
von einander abziehen. 3.8 es foll von - 

+ 13a — 18b + 12c — 19 d abgezogen 
werben, + 7a — 12b — 16c + 15d fo ift die 
Differen; > 6a — 6b + 280 — 34d, 

180. Als ein Beyfpiel, wie durch Buchftabenrech- 
nung’ allgemeine Säge aufgefunden werben koͤnnen, druͤ⸗ 
de man die Summe zweyerBahblenburha--b, 
ihren Unterſchied durch a — b aus, und abbite 


at b 
ab. 
9a 

Wird hingegen das letztre vom erſtern ſubtra⸗ 
hirt, fo erhält man 2 b. Folglich macht die Sum: 
me. zweyer Zahlen und ihr Unterfchied zus 
fammenaddirt das Doppelte der größern 
von beyden Zahlen; und der Unterfchiend 
von der Summe abgezogen dad Doppelte 
der Fleinern aus, 

Man kann daher aus. der Summe zweyer Zahlen und 


ihrem Unterſchiede die Zahlen ſelbſt finden, wenn man 1) 
den halben Unterſchied zu der halben Summe addirt, 2) je⸗ 





“nen von diefer fubtrahirt; dad erftere gibt die größere, das. 


letztere die kleinere Zahl. 


x 


— — — — 


Mutltiptiktation. 


‚181. Die Produkte von Buchſtaben werden da- 
durch ausgedruͤckt, daß man die Buchflaben ohne weis 


teres Verbindungs⸗Seichen neben einander. \ert WON. 
Sried Nachemaut 6. Auf. 


* 
% 
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woben es einerley ift, ob die Buchftaben gleich ober une \ 
gleich find. 3. 3. a mit a multipliziet ‚ gibt aaz und a. 
mit b multipliziert, ab. 


182. Haben die Buchflaben noch Goeffeiente, to 
. fo.muß man diefe beſonders multipliziren und das Pros 
dukt derfelben zum Coefficienten des Produkts der Buch 
ftaben machen. > DB. 3 a mit 4b multipligiet iſt E 
12 ab. 

183. Endlich muß man auch darauf fehen, öb bie 
Zeichen der Factoren gleich oder ungleich find, um zu 
beftimmer; ob dad Produkt poſitiv oder negativ werde 
(127.. 3.8.4 5a multipliziet mit + 3b if — 
+15ab; — 4a multipligirt mit + 2b iſt = — 8ab, 


184. Iſt der Multiplitandus ſowohl ald der Mul⸗ 
tiplifator aus mehrern Sliedern zufammengefegt, fo muß 
man jedes Glied des erftern mit jedem Gllede des leg: 
tern multipliziten. Hierbey kann man auf eine ähnliche 
Weiſe, wie bey dem gemöhnlichen Multipliziren mit Zah⸗ 
len, wenn der Multiplilator aus mehr als einer Ziffer 
befteht, verfahren. So wie man nehmlich da fo viel 
verfchiebene Reihen von. Produkten erhält, als der Muls 
. tiplikator Ziffern hat, fo kann man bier fo viel verſchie⸗ 
dene Reihen von Produkten formiren, ald der Multiplis 
kator verfchiedene Glieder hat, Dabey muß man dieje⸗ 
nigen Produkte unter einander ordnen, bie in ihren Buch» 
ftaben ganz uͤbereinſtimmen. Endlich addirt man die vers 
ſchiedenen Reihen zuſammen, und bringt alles auf eine 
einzige Reihe. Einige Beyſpiele werden dieſe Vorſchrift 
am beſten erlaͤutern koͤnnen. 








5: + 3 bt — 4 

a + 2 a — 3 

5aa 4 3a ' 12aa — 8a 
f 108. + 6 ' — 182 + 12 
+6 Ya — Ran 
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4aa - 2a 4 2 a b 
Ba ra — 3 | a b 
12asa — Trasa— — 6a ea ab 
+ 1202 — 62 + 6 u — ab — bb 
Zaaa-T 6aa +6 — bb 
Das Ietere Beyfpiel tft ein Beweis, ab die Summe 
zweyer Bahlen mit ihrer Differenz multiplis 
zire zum Produkt die Differenz ihrer Qua— 
drate gibt. 
aa — Gab 4 3bb 


a + 2b | \ 
Zaaa — Gaab 7 Zabb 
+ 6aab. — 12abb 4 6bbb Ä 


lt 





Baaa — 9Habb + Gbbb 
Fr + 6.6 4 Hbb 
— 3b 
* f 12aab + 18abb 
= 12aab r— 18abb — - 97bbb 
 Bana — 27bbb. F 
a+b+ o 
a — r 4 c 
aa ac 
— ab — bb — bc 
+ ac + be 4 co 
aa — bb. «KR 2ac cc 
a + ab «4 bb - 
sa —ab +bb . " 
„aaa aaab +” aabb 
— aaab — aabb — abbb 
4 aabb + abbb + bbbb 





— 4 - 
aasa -} aabb - bbbb.‘ 
xX — xy 7 — 12 — yz + zı 
— — | 
xxx — xıy 4 ıyy — ⸗— .. 
+ay-syhyy a. — ya gan 
+ızz —ıyz —xzz Fyyz — yzz 4-22 


eg 7 er 


= 
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16. Alle Fälle der Diviſion laſſen fich zwar —FE | 
bie allgemeine Regel: zurüdführen, das berQuotient 
immer. bie Größe ſeyn müffe, die mit dem 
Divifor multiplizirt den Dividendus gibt. 
Indeſſen, ‚um den Quotienten zu finden oder ihn gehoͤr 
tig auszubrüden, iſt ed nicht überfläffig, verſchiedene 
Faͤlle zu unterſcheiden. — 

1) Wenn der Dividendus aus andern Buchſtaben 
beſteht als der Diviſor, ſo laͤßt ſich der Quotient nicht 
anders als durch dieſe Buchſtaben ſelbſt, vermittelſt 
des Diviſionszeichens ausdruͤcken. 3. B. a dividirt 


durch b iſt —¶ a: 4. ober — 5 a bivibirt rt durch (b + eo) 


meets | 
Dieß aͤndert fih auch nit, wenn-die Buchſta⸗ 

ben Coefficienten bey ſich haben. 8, B. 34:56 iſt 

3a 

5b’. 


Laffen fi i ch aber bie Goefficienten in einander ohne Ä 
Neft dividiren, oder auch nur. heben, ſo dipidirt man 
diefe für fih und die Buchflaben bleiben unverändert. 

, 1 da BE 
Es iſt z. B. m = Tb 

ä . 
15 a: = —— Ib" 

Hieher gehört auch ber Sal, wo eine Zahl durch 

einen Buchſtaben dividirt werden Toll. 3:38. 1 dividirt 


ua J 


Daß man auch ſetzen koͤnne a: b == c verſteht ſich von 
ſelbſt, da c jede Zahl, ganze oder gebrochne, ausdruͤcken 
fann; nur ift dann die Größe c nicht aus a und b abgeleis 


_ ‘tet, fondern willtührlic angenommen. 


— — — — — ⏑⏑— ET 
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2) Wenn: Dividendus und Divifor zum Theil ei: 
nerley Buchſtaben enthalten, fo Tann: man. aus beyben 
einen Bruch bilden, und diefen den Regeln der Brüche 
gemäß behandeln. Dadurch erhält man oft einen beques 
mern Ausdruck für den Quofienten. 3.8. (ab. + be); 

b ab + bc ab .. bc -C 
ab iſt = ab ab a _ 
ech: be it tun ctr 
Wollte man im letztern Fall die beyden Bruͤche auf ei⸗ 
nerley Benennung bringen und addiren oder ſubtrahiren, ſo 





. würde man wieder den erſtern Bruch erhalten. 


3) Wenn der Divifor und Dividendus fo- beſchaffen 
find, Daß man ben Buchftaben des erftern nur einen ober 
mehrere Buchftaben als Factoren hinzuzufegen ‚braucht, 
um den Dividendus- zu erhalten: fo ift es ein Zeichen, 
daß der Divifor im. Dividendus aufgeht; und. dann mas 
hen eben die Buchftaben, welche man dem Divifor hin- 
zufegen muß, um. ben Dividendus zu erhalten, den Quo⸗ 
tienten aus. Es iſt z. B. 

aaa: aaa; ab : a = b;abb: b ab, . 


Kommen in dieſem Fall nod) Coefficienten hinzu, fo 


‚wird ber Quotient berfelben ber Goefflcient bes Quotien⸗ 


ten. 3. B. 

16aab. : 2 a—8ab; Jabe : 3b=%ac . . 

4) Befteht der Dividendus aus mehrem Gliedern, 
der Diviſor aber nur aus. einem Gliede, fo muß. auch 
der Quotient fo viele Glieder enthalten, als der Divi- 
dendus hat; und ein jedes derfelben wird gefunden, in⸗ 
bem man die Glieder des Dividendus der Reihe nach ein: 
zeln dividirt. 3. B. | 

b 


aa+ab—b):a=atb— = 
(1222b — 6abb): : 3ab = Aa — Ih, 
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5) Enthält auch ber Divifor mehrere Glieder, fo J 
wird die Diviſion auf eine aͤhnliche Art gemacht, wie 
bey Zahlen, die mit mehrern Ziffern geſchrieben werden. 

So wie man ſich nehmlich bey dieſen vorzuͤglich nach den 
hoͤchſten Zahlen des Diviſors und dem jedesmaligen hoͤch⸗ 
ſten Theil des Dividendus richtet, ſo muß man bey den 
Buchſtaben fich auch nach dem erſten Gliede des Diviſors 
und dem jedesmaligen erſten Gliede des Dividendus rich⸗ 

- ten, und den Quotienten ebenfalls theilweiſe nach und 

nach herausbringen. Ein "jedes Glied des Quotienten 
aber muß diejenigen Buchftaben enthalten, die mit dem 
eriten Gliede des Divifors als Factoren verbunden, ges 
nau den jebedmaligen erften Theil des Dividendus geben. 

a. Man ordne alfo den Divifor und Dividendus 
auf eben die Art neben einander, wie bey einem Dis 
viſions⸗ Erempel in Zahlenz  fehe dann zu, mit welghen 
Buchſtaben man ben erſten Theil des Diviſors multipli- 
ziren müffe, damit der erfte Theil des Dividendus herz. 
auöfomme, und nehme biefe zum erften Theil des Quo⸗ 
tienten, Enthalten diefe Glieder Goefficienten, fo muß 
man auch diefe in einander dividiren, und den Quotiens 

- ten zum GCoefficienten des erften Theild des Quotienten 
machen... Endlich muß man auch, nad) den Regeln der 
Diviſion entgegengefeßter Größen, das Zeichen beftims 
men, welches biefer Xheil erhalten ſoll (134.). 

b, Mit dem gefundenen Theil des Quotienten muls 
tiplizire man darauf den ganzen Divifor, d. i. alle Glies 
der deffelben, ordne die Produfte unter die gleicharti- 
gen Glieder des Dividendus, (d. i. diejenigen, die in 
ihren Buchftaben ganz mit dem Produkte übereinftimmen), 
und ziebe fie von dieſen ab, | 

c. Bu dem Reſt laffe man eines oder mehrere der 
folgenden: Slieder des Dividendud berunterfleigen, und. 
dividire von neuem hinein, indem man 04 wieder genau 


\. 


/ . 
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nach dem erſten dieſer Glieder und dem erſten Gliede des 
Diviſors richte. Dadurch erhält man das zweyte Glied 
des Quotienten. Das übrige Verfahren ift nun ganz 
dem Verfahren bey dem: erften Gliede ähnlich. 

d. Auf diefe Art muß man die Divifi on ſo lange 
fortſetzen, bis fie aufgeht, oder es ſich zeigt, daß fie 
hberhaupt nicht aufgeht. Was in Seen Dt tern Falle 
zu thun fey, wird weiter unten gefagt werden, 

Einige Benfpiele werden die gegebenen Vorſchriſten or⸗ 
laͤutern koͤnnen. 
ad Den Hab + bb +5 


- a9 





ab- bb 
re + bb. 


Dur a— 2b 
na ab 
— 22 —2bb 


IR 


un. 2 mb 42 add — bbb —J 


aaa — aab 
— aab +2 abh 
" —  'aab + abb 
4abb — bbb 


u + abb — bbb 


IE 


* 
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TTS) Ga Gab tin au Ban Zub +5 


Gbasaa — Yaab & 
. 42 | 
Zabb — Fbhhr . 


+ 22bb — 3006 J 
oꝛ + AN ir 4 Dur his 63) 
dösıx + sy" mi »r[ en 
But 0 . 
— — 
— 
— Flow 
+ 12237 + 16,797. 
— 
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, e. Es gefchieht aber bey diefer Rechnung häufig, 
daß zu den Produkten verfchiedener Theile des Quotien⸗ 
ten und des Divifors fich Feine gleichartigen Glieder im 
Dividendus finden, don denen fie abgezogen werden 


koͤnnten, und daß gleichwohl die Divifion ohne Reſt aufs 


geht. In diefem Fall denke man fich im Dividendus ein 
Glied S O, und ziehe dad Produkt, zu dem fich Fein 
gleichartigeö Glied findet, hiervon aß, d. h. man fege es 
mit dem entgegengefeßten Zeichen herunter. 
Denn eine pofitive Größe von Null abgezogen wird nes 
gativ, und eine negative pofitiv (115.). 3. ©. 
atb)a—bbja—b 


aa 4 ab 
— ab — bb 
— ab — bb 


a — b) aaa — bbb | aa-+ ab + bb 
aaa — aab 


+ aab — bbb . 
+ aab — abb 
-- abb — bbb 
+ abb — bbb. 


UIID 


3a 4 2b) Yaaa — abb -H 2bbb | 3aa — Z2ab + bb- 





Yaaa + Gaab 
— 6aab — abb 
— 6aab — Aabb 


TUT Zabb + 2bbb 
+ 3abb -F 2 bbb. 


ĩ7⸗ſ 


1) 


Buchſtaben Rechnung, 


90° 


—* — 6b 4 Abb) 9aaaa — 13nabb 416bbbb | 3aa -}- Gab Abb 


Oaaaa — 1Baaab-+ 12aabb 
ne 48aaab — 24aabb u 
-}+ 18aaab — 36aabb YAabbb 
+ 12aabb — 24abbb + 16bbbb 
- + 12aabb — 2ehbh + 16bbbb. 








4 


449 ana — Zabc 4 bbb + ja-dtmemiche 


\ 


aaa + aab + aac 
..— aab — anc — Babe 
— ab — abb — abe 


— — 
4 abb — aac — 2abo -F bbb 


4 bb + bbb 4 bbe 
— aac — Zabc — bbc 


— aao — abe — acc 
— abe + acc — bbe 


— abc — bbe — bee 
acc + bee + cce 


. | 7 








on 
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1. Zur Probe der Richtigkeit der Rechnung darf man 

nur Ben Quotienten mit dem Divifor multipliziren; alsdann 
muß der Dividendus herausfonmen. Sind die Erempel von 
der leßtern Art, fo wird man finden, dab wenn man die 
verfchiedenen Reihen der Produfte zufammen addirt, um 
das Hauptproduft zu erhalten, ſich mande Glieder fo gegen 
einander aufheben, dab dadurch ein Glied = 0 entfteht, 
welches aber natürlich weggelaflen wird, 
. 2% Wenn man fi) zur Hebung ſolche Exempel verfchafs 
fen will, die fih ohne Reſt dividiren laſſen, ſo muß man, 
erft ein Multiplifationd s Erempel ausrechnen; alddann das 
Produkt defielben zum Dividendus, und einen der Factoren 
zum Divifor nehmen. 


186. Wenn die Divifion in einem Erempel nicht 
aufgeht, fo druͤckt man den Quotienten entweder gerade: 
zu durch den Dividendus und Divifor ald einen Bruch 
aus; oder man entwidelt die Glieder fo weit es geht, 
und macht den übrig bleibenden Reft, wie bey einer ges 
wöhnlichen Divifion in Zahlen, zum Zähler eines Bruch, 
deffen Nenner der Divifor wird, und fügt diefen dem 
Duotienten hinzu; oder endlich man fucht den Quotiens 
ten durch eine fortlaufende Reihe von Gliedern auszudruͤ⸗ 
den. Im legtern Fall kommt. man zwar eigentlich nie 
zu Ende, d. h. die Reihe gebt ind Unendliche fort, 
aber man kann in vielen Fällen bald dahin gelangen, : 
das Geſetz zu erfennen, nad) welchem die Glieder forts 
gehen; und alfo die Reihe fo weit ſortſeten, als man 
nur will. 3. B. 


Nara+d ie gr 


2) (12aa — Yab + 6bb) : (3a — 4b) gibt folgen: 
de Rechnung: 
3a — ab 12aa — 9ab 4 6bb ern 
oo 12aa — 16ab 
+ 7ab + 6bb 
Tab — — 
F 15ibb- 


BB Buchflaben“Dechnung. 
Diefer Reſt gibt den Bruch +3 1545 7 wader dem 
Quotienten beygefuͤgt werden * 


3) Sp der Quotient — — 3,7 ‚in eine fortlaufende 


Reihe entwickelt werden, fo geſchieht es > folgende 
Art: 


“+ ba : 0b 5 bb bbb 
a „pt a aa — aaa +... 











..® 
bh 
+7. ‘ 
db” bbb 
+717% 
„. bbb 
aa 
_bbb _ bbbb 
aa a9a . 





ATTM 
+ aaa . 

Hier fieht man leicht, wie die Glieder des Quo⸗ 
tienten weiter fortgefeßt werden müßten: mit jedem neuen 
Gliede nehmlich vermehrt ſich die Anzahl der Factoren im 
Zaͤhler um ein b, und im Nenner um ein a und die 
Zeichen der Giieder wechſeln ab. 

Auf gleiche Art dividire man a durch .— b, Dieß 
gibt folgende Rechnung: J | 





— 


J 


— nn | 9. 








de + +2 rt 
A Ä 
— 
— — 
= Fo. 
ZT u 
4. Bw 
NH u we 





Dieſe Reihe des Quotienten iſt der vorigen glei, | 


mit dem Unterſchiede, daß alle Glieder poſitiv find, 
Nimmt Man in der erſtern dieſer beyden Rechnungen 

a — b zum Divbidendus, und in der letztern a b, fo. ber 

wandelt fich die erftere Reihe i in 

2b 2b, ee 


IL '2b 
1- tr aa. — 
und die letztere in 
3b , bb |, 2bbb’“ 


DEE EEE Eon 


aaa 
‚und man ehe Ladurg den Quotienten, welchen die Dif⸗ 
ferenz zweyer Zahlen durch ihre Summe, oder 
die Summe durch die Differenz derſelben. di⸗ 
vidirt gibt, auf eine allgemeine Art ausgedruͤckt. 
187. Um beffer zu verfichen, was dieſe Reihen 
fagen wollen, lege. man den Buchſtaben beflimmt.e 
Werthe unter, und vergleiche dann den Ausdruck, wel 
chen Divifor und Dividendus geben; mit dem, welchen 
die Reihe des Quotienten gibt. 


4. Es ſey 3. B. a1 udb=1, fo ift —— sr,” 
4 


iFi = * * die dieſen Quotienten ausdruͤckt, 
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— 14... Jedes Glied iſt 1. Es fcheint alfo nicht, 
als’ ob diefe- Reihe — 4 feyn fönnte; denn jede gerade Ane 
zahl von Gliedern derfelben ift = 05 jede ungerade = 1. 
Allein man darf nicht vergeffen, daß zu jeder endlichen 
Anzahl von Gliedern noch der Reft durh den Divis 
for dipidirt als ein heit des Quotienten ‚ges 
höre; und diefer ift hier allemal == 4; und zwar bey einer 
geraden Anzahl von Gliedern — + 3; bey einer ungeraden 
4 Nun ift aber fowofl Oo FI als 1 — 4 =45 
folglich drüdt der Quotient den Bruch 4 richtig aus. 
2. Betrachtet man den andern Quotienten unter ders 


| ſelben Vorausſetzung, ſo iſt — eher und die 


Reihe, die den Quotienten ausdrückt, iſtt — 1 +1+1 
4 14 . .. Dieb ind Unendliche fortgeſetzt gibt offenbar 
eine unendliche Größe, | Folglich muß der. Ausdruck 4 ete 
wagunendlid Großes. anzeigen. Daſſelbe aber ergibt 
ſich auq. unmittelbar aus der Betrachtung ded Ausdrude z. 
Denn + zit ⸗23 = ——— == 1000 u. f. f. 

Der * ſolcher Bruͤche wird deſto groͤßer, ie Heiner ihr 
Penner ift. Welcher Nenner aber kann fleiner als Null 
feyn? Folglich muß “us der Werth des Bruchs 3 größer 
als jede endliche Größe, d. i. unendlich groß ſeyn. Gergl. 

2. 2. u. 56. 2.) . 


"3. ven man a == 2, umd Def, fe Hr 


= 2; und dieſen beyden Werthen kom⸗ 


men die Rahen Gepder Quotienten um fo näher, je mehrere 
Glieder derfelben man nimmt. 

Auf diefe Art laſſen fih noch viele Zahlen mit diefen 
Reiben, und eben fo mit den beyden andern, vergleichen, 
und: es. ift für den Anfänger nuͤtzlich, ſolche Vergleichungen 
anzuftellen. 

188. Durch Hülfe der Buchflaben- Rechnung läßt 
fich auch, das oben befchriebene Verfahren beym Deben 


der Brüche (62 allgemein erläutern. Man ſetze/ es 
fey. ber Bruch 5 „b y= = mac, und azanc, 





=, und — 
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fo it be= mne + c = (mn -} 1) eʒ folglich laͤßt 
fih fowohl a als b durch c dividiren, und c ift der 
größte gemeinfchaftliche Theiler für a und b, weil jede 
‚ andere größere Zahl, bie in a aufgeht, auch in ma auf: 
geht; folglich in b dividirt, e uͤbrig laͤßt; in c aber kei⸗ 
ne Bahl, bie größer ald c iſt, aufgehen kann. 


Seht ce nicht in a auf, fo fey a=nc-4d, und 
c-pd; alddenn fa—=npd+d=(np-+ ı)d, 
und d bet größte gemeinfchaftliche Theiler für c und a; 
folglih au für ma + cd. 4 für b. 


Auf diefe Art kann man weiter fchließen, daß, wen 
d nicht in c-aufginge, fondem c=pd+te5 md 
= ge wäre, e ber größte ‚gemieinfchaftliche Zheiler für 
c und d, folglich auch fürnc+ dd, i. für a3 , und ends 
ich fir ma + cb, i. für b ſeyn würbe. 


. Iſt aber d= ge, fo geht e in d dividirt auf,. und 
ift eben der legte Divifor, durch welchen, nad) dem obi⸗ 
gen Berfahren, fi) der Bruch heben läßt. 


189, Wenn zwey verfhiedene Zahlen, 
burdh .eine dritte dividirt, einerley Reſt ges 
ben, fo geht diefe dritte in der Differenz 
der beyden erflen ohne KReft iauf, " 


Auch diefer Sat kann durch Buchſtabenrechnung 
leicht allgemein erwieſen werden. 


| Denn es ſey die eine Zahl p, bie anbere q, die 
beyde, durch m dividirt, den Ref d übrig laſſen, ſo 
kann man ſetzen 

p=m-+t ä 

q== mb + d — | 
folglich p. — q = ma — mb = m (a — b) 
wo m ein Bactor der Differenz 0 alte unp— AN 
aufgebt. Bu 
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3. B. 48: 6 —= 9 und 3 bleibt übrig 
2:54 und 3 bleibt gleichfalls abrig, 
daher 48 — -23 d. i. 25 durch 5 dividirt, auf⸗ 
geht. 





Siebenter Abſchnitt. 
Bon den. Potenzen.“ 





190. So —* Zahlen aus der’ Einheit, ‘ober 
aus Theilen Derfelben. hurch wieberholtes Addiren zuſam⸗ 
mengeſetzt werden koͤnnen, ſo laſſen ſie ſich auch durch 
fortgeſetztes Multipliziren oder Dioibiren der, Einheit mit 
einerley Zahl erzeugen. 

191. Snfofern aber eine Zahl aus der ‚Einheit 
durch Multipliziren oder Dividiren derſel⸗ 
ben mit einerley Zahl erzeugt wird, heißt fie eis. 
ne Potenz oder Dignität (potentia, dignitas) Dies 
fer Zahl. Wenz.B8.1.5.5.5=1355 1.3.3 
— 9 ift,. fo ift 125 eine Bee von 55 9 eine Potenz 
von 3. Ingleichen wenn 1:5* 13 1:35 *53 * 
:5 = 14 if, ſo iſt 145 ebenfalls eine Potenz von 535 
und fo ift auch 4 eime Potenz von 3. 

Auf welche Art die Potenzen, welde durch Multiplizi⸗ 
ren der Einheit entitehen, pon denen, die durchs Dividiren 
derfelben erzeugt werden, wnterfchleden werden muͤſſen, wird 
gleich aus den Folgenden erhellen. - 

192. “Die Zahl, mit welcher bie Einheit multipli⸗ 
zirt oder dividirt werden muß, heißt die Wurzel (ra- 
dix), und die Zahl, welche anzeigt, wie vielmal das 
Multipliziren oder Divibiren gefhehen fol, der Erpos 
nent der Potenz. 

193. Da aber bie Einheit durch dad Multipliziren 

mit einer ganzen Zahl eben ſo wielmal vergrößert, 
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als durch das Dividiren mit derſelben verkleinert 
wird, ſo kann man beyde Operationen in dieſer Ruͤckſicht 
alsentgegengeſetzt betrachten. Setzt man dad Mul⸗ 
tipliziiren poſitiv, fo wird das Dividiren negatim 
194. Man muß daher auch die Exponenten der 
: Potenzen in poſitive und negative unterſcheiden: 
‘ein pofitiver Erponent zeigt an, wie vielmal die Einheit - 
mit der Wurzel multiplizirt; ein negativer, wie 
vielmal fie durch diefelbe dividirt werden müffe. 
Wenn nah dem vorigen Beyfpiele die Einheit 3 mal 
mit 5 multipliziert werden muß, um die. Potenz 125 zu er⸗ 
geugen, fo ift der Erponent diefer Potenz 4- 3 oder ſchlecht⸗ 
weg 3. Hingegen entfteht die Potenz 13x dadurch, daß die 
Einheit 3 mal durch einerfey Zahl dividirt wird, und daher 
iſt der Exponent derfelben = — 3. 

195. Um anzudeuten, daß eine Wurzel auf irgend 
eine Potenz erhoben werden folle, wie man fagt, 
fchreibt man ihr den Erponenten oben zur Rechten hin. 
3.8. 58 zeigt an, daß die Einheit 3 mal mifderfelben 
Zahl, 5, multiplizirt werden fol, und ift alſo — 1. 
5.5.5 == 1925; 57° zeigt an, daß die Einheit 3 mal. 
durch diefelbe Zahl, 5, dividirt werden foll, und ift alfo 
= (+ :5):5—=,4. Eben ſo iftad=1,aa; a 
—, 
| "196, Da die Einheit als Factor Feinen Einfluß auf 
die Größe des Produkts hat, fo pflegt man fie bey den 
Potenzen mit poſitiven Erponenten außer Acht zu lafs 
fen. 3.8. anftatt zu fegen 52 —=1.5.5 ſetzt man 
53 — 5,55 und freylich ift beydes = 35. Diefe Vers 
wechfelung ift alfo an fich bettachtet gleichgültig; allein 
man darf deßhalb nicht vergeflen, daß die Einheit in dies 
fem Fall nur vernachläffigt wird‘, welches nicht eben fo: 
wohl in andern Faͤllen, z. B. bey negativen Eryoaenien, 


geſcheben barf. 
æres Mathematit 6, Aufl, | & 
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- 497. ine Zahl durch mehrere Zahlen der Reihe 
nach dividiren, ift eben fo viel, als fie dutch ein Pros 
dukt diefer Zahlen auf einmal dividiren (42, 3.). Eine 
Potenz mit negativem Erponenten ift alfo eben fo viel 
als ‚die Einheit durch die Potenz mit gagegengefestem 


ER 
iſt * * 
Erponenten dividirt. 3.8.5 f= 5.5.5 
— 1, a9 — A, 
125? at aaa 


198. Man muß fi hüten, die Erponenten ber 
Potenzen mit. Sactoren zu verwechfeln. 3. 3. 92 darf 
man nicht durch 2.95 noch 9? dur) — 2. 9 ausdrüs 
den. Eben fo wenig barf man eine Potenz mit negatis 
vem Erponenten, um biefes Erponenten willen, für. eis 
ne negative Größe anſehen. Sie ift ein Bruch, deſſen 
Zähler 1 und deſſen Nenner die Potenz mit dem entges 
gengefeßten pofitiven Erponenten if, Ob diefer Bruch 
pofitiv oder negativ ift, hängt, wie bey jeder Potenz, 
von der Befchaffenheit der Wurzel und der Größe des 
Erpönenten, nicht von dem Borzeichen beffelben ab. 


19. Eine jede Zahl kann Wurzel einer Potenz 
ſeyn — da’ fi die Einheit durch jede Zahl multiplizi⸗ 
ren oder dividiren laͤßt — alſo auch eine negative 
Zahl. Alſo kann auch eine Potenz negativ ſeyn. Aber 
nicht einmal eine jede Potenz einer negativen Wurzel 
ift felbft negativ. Denn da eine gerade Anzahl nega⸗ 
tiver Factoren jederzeit ein pofitives Produkt gibt, fo 
muß auch eine Potenz, deren Erponent eine gerade Zahl 
ift, pofitiv feyn, wenn gleich ihre Wurzel negativ iſt. 
Folglich find nur diejenigen Potenzen ne 
gativer Wurzeln felbft negativ, deren Er 
ponent eine ungerade Zahl ift. 

Huf dad Vorzeichen der Erponenten kommt hierbey nichts 
ass, da bie Kegel der Multiplitation und Ver Dion aat- 


, 


® 
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gegengeſetzter Groͤßen in Abſicht auf das Vorzeichen des Pro⸗ 
dukts und des Quotienten einerley iſt. 

Dieß hindert aber nicht ‚ daß auch eine Potenz mit ei⸗ 
nem geraden Erponenten unter gewiflen Umftänden als ne—⸗ 
gativ betrachtet werden koͤnne; nur iſt ſie es alsdann nicht, 
weil ihre Wurzel negativ waͤre. 


200. Um eine Zahl auf eine Potenz zu erheben, 
bedarf es Feiner andern Rechnung als der Multiplika— 
tion oder Diviſion; und es iſt klar, daß man jede 
Zahl auf unzaͤhlig verſchiedene Potenzen erheben kann, 
je nachdem man die Einheit mehr⸗ oder wenigermal 
mit ihr multipligiet oder dividirt. Folglich Fann dies _ 
felbe Zahl die Wurzel unzähliger Potenzen feyn. 8. B. 
1,4=4531.4.4=165 1.4.4.4=64} 
ingleichen 1:4 =; H der da AU 
fo ift 4 die Wurzel von 4, 16, 64; ingleichen von 4, 
Kr u. ſ. f. 

201. Auf der andern Seite kann dieſelbe Zahl als 
Hoten; unzählig verfchiedener Wurzeln betrachtet werden, 
Denn jede Zahl, durch welche die Potenz erzeugt wers 
den kann, indem man bie Einheit ein= oder mehreremaf 
mit ihr multiplizirt oder dividirt, iſt eine ſolche Wurzel. 
3. B. 64 iſt — 1. A=r.8.8=1.4. A. - 
4=1.2.2.2.2.2.2=1: Fr. Folglich 
iſt 64 eine Potenz von 64, von 8, von 4, von 2, von 
v u. ſ. f. | 

202. Man unterfcheibet daher bie Potenzen nad) 
Graden, und bezeichnet durch den Grad, wie viels 
mal die Einheit mit der Wurzel multiplizirt oder di⸗ 
pidirt werben müfje, um eine gewifle Potenz hervors 
zubringen. 3. B. eine Potenz vom erften Grade ift 
diejenige, die durch einmaliges Multipliziren 
der Einheit mit der Wurzel entſteht; eine Potenz vom 
zweyten Grade diejenige, welche dur h Jweymalis 
ges Hultipliziren ber Einheit mit der Wvxye v 

G2* 

” AAN 
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fieht, u. ſ. w. Diejenigen Potenzen aber, welche durch 
Dividiren der Einheit mit der Wurzel erzeugt werden; 
werben dur) negative Grade bezeichnet. 3.3. eine 
Potenz vom (— 1)ften Grade iſt diejenige, welche durch 
einmaliges Dividiren der Einheit mit der Wurzel ents 
ſtehtz eine Potenz vom (—Vten Grade diejenige, wel: 
che durch zweymaliges Dividiren entfieht, u. ſ. w. Da 
nun der Erponent nach obigem (192.) anzeigt, wie viel⸗ 
mal die Einheit mit der Wurzel multiplizirt oder dividirt 


werden müffe, um eine gewiffe Potenz zu erzeugen, fo _ 


ift er eben diejenige Zahl, welche den Grad einer Pos 
ten; beitimmt. 

1. Die Potenzen vem erſten pofitiven Grade find der 
Wurzel gleich, da das Produkt der Einheit mit irgend ei⸗ 
ner Zahl jederzeit diefer Zahl gleich ift. 

2. Anftatt Potenz vom erften Grade, Potenz vom zwey⸗ 
ten Grade, Potenz vom (—Nften Grade u. f. w. fagt man 
auch ſchlechtweg erſte Potenz, zweyte Potenz, 
nfte Potenz u. f. m. 

3. Wenn man auf eine allgemeine Art eine Potenz von 
unbeftimmtem Grade ausdrüden will, fo kann dieß durch 
a” geſchehen, welches fo viel iſt, als die nte Potenz von a, 
d. i. Die Einheit n mal mit a multipliziert, Eben fo ift 


ana pe an . 


203. a bie Potenzen gewiſſer Grade und ihre 
Wurzeln hat man befondere Benennungen: die Potens 
zen vom zweyten Grabe werden Quadrate, und 
ihre Wurzeln Duadratwurzeln;z die Potenzen vom 
dritten Grade Würfel (Cubi), und ihre Wurzeln 
Cubikwurtzeln; die Potenzen vom vierten Grabe 
Biquadrate, und ihre Wurzeln Biquabratwurs 
zeln‘genannt. 

1. Sonft Hat man noch mehrere dergleichen Befondere 
Benennungen gehabt, die aber jeßt nicht mehr üblich find, 
. 2 Die Benennungen Quadrat um Würfel Eud 


- 
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ind der Geometrie entlchnt, wovon der Grund aus Geom. 
%., 1. Zuf. u. 245 ,. 1. Zuf. erhellet. 

204. So wie man eine Potenz burch ihre Wurzel 
mb ben Erponenten audbrüden. kann, fo kann man 
mgekehrt auch die Wurzel durch die Potenz und ben 
Irponenten ausdruͤcken. Man bedient: fich hierzu. eines 
efondern Zeihend — bed fogenannten Wurzelzeis 
end (V) — welches der Potenz vorgefeßt, und in bef- 
m Deffnung der Erponent gefchrieben wird. Nurbey Bes 
tichnung ber Quadratwurzel pflegt man den legtern weg⸗ 
ulaſſen und das Zeichen allein binzufegen. 8. B. 64 


u’ 3 Br 
eißt Quadratwurzel aus 64, d. i.85 V 125 heißt Eu: 
6 vr 
ikwurzel aus 125, d. i. 53 V 729 heißt die Wurzel, 
ie in der ſechſten Potenz 729 gibt, oder kuͤrzer, bie 


echſte Wurzel von 739, di i. 35 * air beißt bie 
Burzel, ‚bie in der (ten Potenz zu gibt, oder, bie 
—Z)te Wurzel von 27 d. i. 4. Eben fo wird die Qua⸗ 


ratwurzel aus a durch 9 a bezeichnet; v a heißt die 
ıte Wurzel aus az * — L peißt die Wurzel, bie inder . 


—n)ten Motenz r sit, oder. die (—n)te Wurzel von | 


Il,» 
ji d.. 1. a. 

Die Wurzel aus einer Potenz zu finden, erfordert eine 
igene Rechnung, die weiter unten gelehrt wird. 

205. Man hat nod) eine andere Art, eine Wurzel: 
wöße Durch ihre Potenz auszubrüden, nehmlich, vermit: 
elſt gebrochener Erponenten. 3.3, um die Qua: 

1 . 
ratwurzel von 36 auszudruͤcken, ſetzt man 367, d.i. fo 


tel ald halbe Potenz von 36. Betrachtet man ahet 
6.018 eine Potenz, fo Fan man es —=1 5. Ham . 


' 
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umnd ſoll die Einheit nur halb fo vielmal multiplizirt wer⸗ 
den, als zur Erzeugung der ganzen Potenz erforderlich 
iſt, ſo hat man 1. 6526 welches eben die Quadrat⸗ 


wurzel von 36 iſt. Eben ſo bedeutet 363 fo viel, als 
„bie Einheit ein halbmal fo viel dividirt, ald zur Erzeus 





gung ber ganzen Potenz 36! = - 5 nöthig iſt, d. i. 


.126 =}. Allgemeiner ausgedruͤckt iſt amya, 


Denndai.vYa.Yamaif, ſo iſt 1. Va der | 
halben Potenz von a gleich. 


Auf ähnliche. Art kann man ſchließen, daß „3 fo 
viel heißt, als ‚die Einheit nur + mal fo viel multipligiet, 
als bie ganze Potenz a erfordert. Nun iſt 1. v a. 
va. Vazay ale in 1. Yama Va 


Hiernach wird an 7 viel ſeyn, als die Einheit nur 
= mal fo viel multiplizirt, als zur ganzen Potenz a er: 


forderlich iſt, v.L1.Vva—va 


Setzt man die Erponenten negativ, ſo iſt leicht ein⸗ 


1 
‚sufehen, daß were a * a” —1 
ya NY 


a ” va . 





ſeyn muͤſſe. 
1. Betrachtet man a als eine Potenz, ſo muß man es 


als ein Produft aus Lauter gleichen Factoren an 


ſehen. Daher ift ad auch fo viel, als die Einheit mit der 


‚Hälfte der gleichen Factoren von a multiplizirt; in 1 
multiplizirt mit einem Drittheil der gleichen Factoren von 


a; an == 1 multiplizirt mit den nten Theil diefer Factoren. 
2. Nach der Analogre diefer Avsdruͤcke laͤßt fi auch 


Mon die Bedeutung folder gebrohenen Eryunenten erten- 


> 


> _ x . 
| 
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nen, deren Zaͤhler eine andre Zahl als tif. 3.98. „? iſt 
fo viel, als die Einheit mit zwei Drittheilen der 
steigen Barsoren von a multiplicirt, d. i. — 


4. Ya . va; doch kann hiervon erſt weiter unten voll⸗ 
ſtaͤndig gehandelt werden. 
206. Wenn die Wurzel einer Potenz ein Brud 
it, fo muß man nach der Regel ber Multiplikation der 
Brüche verfahren, um ihn auf die Potenz zu erheben. 
Z. B. der Wuͤrfel von J iſt — 1. 3.2.3 2 31. 
Dieſe Potenz iſt wiederum ein Bruch, deſſen Zaͤhler der 
Wuͤrfel des Zaͤhlers der Wurzel, und deſſen Nenner 
der Wuͤrfel des Nenners der Wurzel iſt. Man kann 

alſo uͤberhaupt einen Bruch auf irgend eine Potenz er⸗ 
heben, wenn man ſowohl den Zaͤhler, als den 
»Nenner deſſelben auf die Potenz von dem 
nehmlichen Grade erhebt, auf welden der 
ganze Bruch erhoben werden foll, und jene 
Potenz wiederum zum Zähler, dieſe zum 
Nenner madt. 
1. Soll eine vermifhte Zahl auf eine Potenz er: 


hoben werden, fo muß ınan fie in einen uneigentlichen Bruch 
verwandeln, und mit diefem, wie mit einem eigentlichen 
verfahren. 8. 3..(53)” iſt (1,7) (289) - 32 J. 

2. Iſt die Wurzel ein eigentlicher Bruch, und der Er- 
ponent eine ganze pofitive Zahl, fo werden die Pos 
tenzen fleiner ald Die Wurzel, und zwar um fo 
mehr, je größer der Erponent iſt. Wenn aber der Erpos 
nent eine ganze neg ative Zahl ift, fo werden die Potens 
gen größer als die Wurzel, und zwar um fo mehr, je 


größer ihr Erponent ift. 3.3. (4) — 1: 213 
4-3 H’it-1:W' = 1:4=8 


3. Um anzudenten, daß ein Bruch oder eine vermifchte 
Baht auf eine Potenz erhoben werden fol, muß man, wie 
im den angeführten Beyſpielen, die Zahl in Klammern (Klir= 
Ben, und den Erponenten außerhalb ſetzen. Sährabt mon 


—3 


I 
l 
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8. 2 ‚, fo deutet man dadurch nur an, daß der Bäbler 
aufs Quadrat erhoben werden foll; es ift alſo z g = = 2; hin⸗ 
gegen iſt (2)° = 
207. Umgekehrt, wenn man die Wurzel aus eis 
nem Bruche ziehen fol, To'muß fie ſowohl aus dem Zaͤh⸗ 
ler, alö aus dem Nenner defjelben gezogen werden. 3. B. 
die Quadratwurzel von % iſt — er — 3. 
Man muß daher das Wurzelzeichen mitten vor den Bruch, 
aus welchem die Wurzel gezogen werden ſoll, ſetzen, oder 
dieſen, wie bey Erhebung auf eine Potenz, in Klammern 
einſchließen, und den gebrochenen Erponenten außerhalb der⸗ 
ſelben hinſchreiben. 3. B. die Cubikwurzel aus laͤßt ſich 


ebenſowohl durch ve als durch (Er) ausdruͤcken. 





Rechnungen mit Potenzen von einerley 
Wurzel. 


208. J. Wenn man eine Potenz mit einer andern 
von derſelben Wurzel multiplizirt, ſo wird 
das Produkt wieder eine Potenz der nehmlichen Wurzel, 
der Exponent derſelben aber ſo groß, als 
die Summe der Exponenten der Factoren. 

Diefe Regel ift allgemein gültig; es laffen fich aber 
verfchiedene Fälle unterfcheiden, welche beſonders betrachs 
tet zu werden verdienen: 

209. I) Wenn die Exponenten beyder Potenzen 
poſitive ganze Zahlen ſind. | 

Es ſey 3. B. 3? mit 3° zu multipliziren, fo ift das. 
Droduft = 3% = 243. 

Dem es = 1.3.3 und 1. 3 
3.33 folglich 33, 33 —» 1.3. 35 1.3.3 

j31.3.343.3. 3 welches eben fo viel 
als 35 if. 


— — — 
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Man ſetzo anſtatt 3 den allgemeinen Ausdruck a, fo 


ift auch a® „ a® — aa, laaa = 1. aaaaa = ab, 
‚Ganz allgemein alfo ift am, an — amtn, Denn 
am ift eine Potenz, in welcher die Einheit m mal mit 
a multiplizirt ift, und ar eine Potenz, in welcher bie 
Einheit n mal mit a multiplizirt ifl. Beyde Potenzen 
zufammen multiplizirt geben folglich ein Produft, wel: 
ches, außer der Einheit, den Factor a. (m + n) mal 
enthält, und dieß ift eben die (m 4 n)te Potenz von a. 


210. 2) Wenn die Erponenten beyder Potenzen 
negative ganze Zahlen find, 
Es fey z. 8.571 mit 5-2 zu multipliziren, fo iſ 


das Produft = 5° = * = I 





Denn es iſt 51 Er und 5-2 = 3 folglich 
11_ 094 1 


sen ame 52 — == 
Die Art des Beweifes ändert fich nicht, wenn man 

anftatt 5 die unbeflimmte Zahl a ſetzt. . 
Ganz allgemein alfo iſt am. am — a-(mtn), 


Denn am ift fo viel als. Die Einheit m mal durch a 


dioidirt, oder — _ und a ift ſoviel als die Eins 


heit n mal durd a dividirt, oder = I Folglich ift 





1 071 1 1 
_nm —n — — — — — — — 


ches eben fo viel als amt) iſt. 


211. 3) Wenn die Erponenten beyder Potenzen 
ganze Zahlen mit ungleichen Vorzeichen find. 

Es fey z.B. a? mit a? zu multigligiren, ſo K 
DaB Probult = = al +2) — dA — al —a. 


l 
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Denn es ift aa. aaa! und a1 4, 5 folge: 


4 1_m_a_ 
ih a® . a”? rm. t- ai" 


Iſt der negative Erponent größer ald ber pofitive, 
z. B. at .a-?, fo iſt das Probuft = as + 8 = 


“ 


41 
a? a3 — r\ aa — u un —⸗ 
Denn es tat. 1 aaa aaa a 


Allgemein alfo ift am . at — at) — 
au-n. Denn man kann dad Produkt als einen Bruch, 


— ‚betrachten, defien Zähler aus m, und beffen Nen⸗ 


ner aus n Factoren befteht, bie alle einander gleich, 
nehmlich = a, find. Eine gleiche Anzahl diefer Facto⸗ 
ren im Zähler und Nenner heben fich gegen einander auf; 
es bleiben alfo nur fo viel Sactoren in einem von beyben 
übrig, als die Anzahl der Factoren in tiefem von Anfang 
größer als in tem andern war. Iſt alſo m>n, fo bes 
ben alle Sactoren des Nenners ſich gegen n Factoren bed 
Zaͤhlers auf, und es bleiben Lier nody m — n Factoren, 
deren jever— a iſt, übrig, welche eben bie Potenz a= 
ausmachen. 
Iſt Bingegen n>m, fo beben ſich bie m Factoren 
bes Zaͤblers gegen m Fuctoren des Renmers auf, und 
es hleiben bier ned n — m Factoren übrig, welche die 
Potenz, arm »uemadhen. In tiefem Fall ift alfo das 


welches eben fo viel a a" -w) — 








am-a iſt. 
212. M Wenn bie Erponenten beyder Potenzen 
brochene Zablen ſind. 


Ee ſey ;. B. G wir SU zu können, ot 


— — — 
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das Produkt — 64 Ft — 648, d. i. die Einheit mit 


F der gleichen Factoren von 64 multiplizirt oder 64 in 6 


gleiche Factoren zertheilt, und mit 5 berfelben die Eins 
heit multiplizirt. Nnit64= 2. 2. 2. 2. 2. 23 


alſo find £ dieſer Factoren — 2. 2. 2. 2. 2. Folg⸗ 


lih iſt 6— 1. 2. 2. 2. 2. 22 N 

Zur Probe von der Richtigkeit dieſes Verfahrens 
ſuche man 643, d. 1.8; ingleichen 64%, d. i. 4, und 
multiplizire beydes, fo erhält man 8.4 = 32. 

Anftatt 64 fege man bie unbeflimmte Zahl a, fo 
muß ebenfalls a3, a a8 feyn. “ 

Dein es ſey a— q. q, fo iſt 31 ..g;5 in 
gleichen fey a — p. p, fitat=1.p. Folg—⸗ 
ih iſt ad, pq. Daß aber pq fo viel ift, als 
4 mit der gleichen Sactoren von a multiplizitt, laͤßt ſich 
auf folgende Art darthun: 

Es iſt, der Annahme zufolge, a® = qgggagg und 
a? = pppppp, folglid a® : a2 = a (185, 3. ingl. 


a El Zt 


Dach diefer Auseinanderfegung wäre ed wohl überflüfs 


fig, die Fälle, in denen ganze Erponenten mit gebrochenen, 


bey gleichen oder ungleichen Borzeihen, in Verbindung; 
oder gebrochene mit negativen oder ungleichen Vorzeichen, 
vorkommen, hier befonders zu betrachten. 

213. 11. Wenn man eine Potenz durch gine an- 
bere von derfelben Wurzel dividirt, fo wird 
der Quotient eine Potenz derfelben Wurzel, deren Er 
gonent der Differenz der Erponenten des 
Divibenbus und Diviſors gleidy ik. 
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Auch hier laſſen ſich aͤhnliche Faͤlle wie vorhin un⸗ 
terſcheiden. 

214. 1) Wenn die Erponenten des Dividendus wıb 
Divifors pofitive ganze Zahlen find. 

Es fey 3. 3. as durch a? zu bividiren, fo ift ber 
. Quotient = a°-? = a?, | 

Den 8 fax mat, oo? = aim 
a® (211). 

Eben fo iſt am : am — an. at = am ont), 
wodurch der Sat in feiner Allgemeinheit dargeftellt wird. 

Wenn n>m ift, fo wird am eine Potenz mit 
negativem Erponenten. Daß eine folde Potenz 


aber fo viel als Lift, läßt ſich durch die bloße Res 


gel der Divifion darthun. Dadurch beftätigt ſich bie 
obige Darftelung, nach welcher die Erponenten der Po⸗ 
tenzen, die durch Divifion der Einheit entftehen, für nes 
‚gativ anzufehen find (194). 

215. 2) Wenn beyde Erponenten negative gans 
ze Zahlen find. 

Dieſer Fall läßt fi, wie der vorhergehende, auf 
die Multiplikation zweyer Potenzen mit pofitivem und 
negativem Erponenten zurüdführen. 

Denn ed. fey a” zu dividiren Durch a", fo if 


am a⸗ — am: am, ar = a8 (211). 


Wenn m = n if, db. b. wenn der Divifor 
dem Dividendus gleich if, fo wird in beyden Faͤl⸗ 
len der Quotient = a. Da aber ın diefen Fall der 
Quotient — 1 ift, fo muß a9 = 1 feyn. 

Diefe Bedeutung flimmt audy mit der gegebenen 
Erklärung von Potenz und Erponent überein. Denn 
ein Exponent O zeigt an, daß die Einheit mit der Wur⸗, 

r multipligiet noch Divloiet werden dieäe. 30 er 
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deutet alfo eine Größe, die aus der Einheit entſteht; wenn 
- diefe mit a weder multipliziert noch dividirt wird; folglich 
iſt e8 die Einheit felbft. 
Jede Zahl alfo, auf die Potenz Null 
erhoben, i iſt — ze 


216. 3) Wenn beyde Erponenen ganze zehlen | 
mit ungleihen Borzeiden find. - 

Hier iſt zu unterfcheiben, ob det Diviſor oder det 
Dividendus den negativen Erponenten hat. Iſt der ‚Erz 
ponent bes Divifors negativ, fo wird der Erponent 
des Quotienten pofitie 

0 ſey z. B. as zu dividiren durch a=2, fo ift det 
Quotient a2), db. i. a3t2 — a8, 


_ 1. a® . 


= a, u. a J .. 
’ v 1 ah 
Allgemein iſt ad at mean: am, T 

'oı amtn, 


Sft aber der Erponent des Dividendus nega= 
tiv, fo wird der Erponent des Quotienten negatin 

Es fey z. B. a73zu dividiren durch as, fo ift der 
Quotient = a5, 


A 
. Denn es ift re lne- 1 


ad u as 
DE 
| Und allgemein ift ui an — = Tai = or 
rg mta), | " | 


217. 4) Wenn beyde Grponenten gedrochene 
Zahlen find. 


2 72 648 Bud 6 zu dioikicen IN ae 
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Duotient = = 644 == 64, d. i. v 64 oder 64 in 
fech8 gleiche Factoren getheilt, und mit einem derſelben 
die Einheit multiplizirt. Nun iſt = =2.2.2. 2. 


2. 2; folglich ift 64 =1.2=% 


. Bur Probe dividire man 64, d. i. 8, durch bh, 
| d. i. 4, ſo iſt der Quotien = 2... 


Setzt man anſtatt 64 die unbeſtimmte Zahl a, fo 

‚muß ebenfalls a: : d 49) —_ 28 fon. 
Denn nach ‚der obigen Annahme ift a 1.9; 
und a 1. p. (219); folglid ad : 4 — a 


pP 
Es iftaber au — 12 —4 4.4.4. 
ſt ch PPPPPP 2 PPPP 


folgl. a = > Alſo iſt a3 : a3 = a8, 
218. II. Wenn eine Potenz, ald Wurzel bes 
trachtet, von neuem auf eine Potenz erhoben werben 
fou, fo läßt ſich dieſe auch als eine Potenz der urfprüngs 
lichen Wurzel darſtellen, und man erhält den Erponens 
ten derfelben, wenn man den Erponenten ber 
zur Wurzel angenommenen Potenz mit ber 
Zahl, weldhe anzeigt, auf welche Pytenz die 
Murzel erhoben werden foll, multiplizirt. 
3.3. es fol a? auf den Würfel erhoben werben, fo läßt 
ſich dieſer als eine Potenz von a außbrüden, und dann 
iſt er = a8 8 as, _ 
Denn es ift (a2)3 = =1. aa „a? ,a?2, und Dies 
fei3 fi= —  aat2P2 (209.) — al-2 — a6 
219. Um dieſes allgemeiner darzuftellen, ſetze man, 


es fol am auf den Würfel erhoben werben; dann iſt 
(ar)? =4.am, am ‚at m tat am, Aug 
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lich ift der Etponent der gefuchten Potenz ein Produkt 
der beyden Erponenten m und 3. 

Sof nun a®'auf die nte Potenz erhoben werden, 
ſo iſt ap =1. am ,am,am,,. . mo die Anzahl 
diefer Fattoren bis auf nn fortgefegt werben muß. Das 
Produkt derfelben iſt — am ; folglich iſt (am) — aum, 

220. Auf gleiche Art if = == an, Denn 

1 
e iſt (am) = (=)' — ame 
Unb eben fo ift ar)“ = amım, Denn es iſt (am)=" 
1 . 
= am (am). a = Anm = aum, 

221. Sind beyde Erponenten negativ, ſo wird ihe 
Produkt pofitiv; alſo: vu * —. Denn es iſt 
— =1: (=) = I T | 


⸗ 





Beſonders verdienen die Faͤlle betrachtet zu 
werden, in welchen einer von beyden Erponenten ein 
Bruch if. 

Es ſey >. B. ab aufs Quadrat zu erheben, fo it 
dieſes — (4) au a. 

Denn es iſt a? fo viel ald Y a (205.). Die Qua⸗ 


dratwurzel von a iſt aber eben diejenige Groͤße, welche, 
auf das Quadrat erhoben, wiederum a gibt. Da nun 


( == a‘ wird, wenn man bie beyben Erponenten 
multiplizirt, fo ift dieſes Derfahren auch in einem m 
hen Fall richtig. 


Eben fo ift (H’—- = \z 3 — ai ==,85 und 
überhaupt (2) = ar a = — a. 
"20% Bere J Ge ee 


— 


112 . Bon den Potenzen. ‘ 


mit zwey Drittheilen ber gleichen Factoren von a muls 
tiplizirt. 

Dem wern a= pp iſt, ſo iſt ad == p; folgt 
(237° =z p? — pp, welches eben zwey Drittheile ber 
Factoren ppp ſind. 

Es iſt aber a8 eben ſo viel als anf == v a®, 

Denn ed iſt a? — pppppp; und die Cubikwurzel 
aus a? ift die Einheit mit dem dritten Theil der Factos 
ren multiplizirt, d. i. 1. pp; folglich iſt (at PP 
— (23)”, 

Man vergleiche dieß mit dem, was oben (205, 1.) 
über: dieſen Ausdruck geſagt iſt. 


ı1\ım m 0% 

294. Allgemein ift (2*) — an, welches fo viel 
ift, als a in n gleiche Factoren zerfällt, und mit einer 
Anzahl derfelben = m bie Einheit multiplizirt. 

Es ſey alpa=rır.. “ wo man n foldher 
Factoren annehmen muß, fo ifl au = r, und ( 2) 
er 

Daffelbe erhält man, wenn man am auf die Pos 


1 
tenz a erhebt, oder die nte Wurzel aus am zieht, d. h. 


IN\m 1 m n 
es it (2) — (ana = ar = van, 

Denn wenn a audn Factoren = r befteht, fo bes 
ſteht am aus mn folcher Factorenz und von dieſen der 
nte Theil gibt m Factoren = r, d. ir", 

225 Segt läßt fich auch darthun, daß überhaupt 


ar . „m = 6 a) am fe. 


! ia® (2) N) “ao CH, 





- — — — — — 


nn EEE gg — - 
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ot ift . a - 9)" (5 2 DE 


und wollte man auch ſtatt der Erponenten 1 und 


— = die noch algemeinem J _ und * — fegen, fo laͤßt fich 


ur rns 


ber Bewäi, aß w Produkt = a mm iſt, entwe⸗ 


* 
der auf dieſen zuruͤckfuͤhren, da A ( * iſt, oder 
auch auf eine e ganz ähnliche Weile unmittelbar entwickeln. 


1 — 


* ann * 


N (2) u 'm—D .! N 
« * 


0. am, 

297. IV. Wenn aus einer Potenz, eine 1e Wurjet 
gezogen werden: fol, fo Tann diefe ebenfalls al& eine 
Dotenz bes Wurzel jener: Patenz ausgedruͤckt werden; 
den Erponenten berfelben erhält. man, wenn 
man den Erponenten der gegebenen Potenz 
durch Die Zahl, welche anzeigt, was für en 
ne Wurzel aus ihr gezogen merden. Tott, ‚bis 
bidirt. 

Dieß folgt ſchon aus dem, was eben dargethan 


A, daß die nte Wurzel aus am — an iſt 224.). 
Es iſt aber uͤberhaupt die nte Wurzel einer Größe 
diejenige Zahl, welche, auf die nte Potenz erhoben, 


eben biefe Größe gibt. „Run iſt —2 =ar—am, 


Folglich. iſt — au. an, | 
æries Mathematik 6, Aufl, H 
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298. Hiernach läßt fü ch auch leicht die Anwendu 
auf den Fall machen, wenn inet oder beybe Erponen 
negativ ober gebrochen ſi ſind. 


& it ,B.vamma Den GE)" 
=... ẽ — am, . . 
Ingleichen iſt am Denn © 


jim = au, 


I ” 


7 et D . “ X 


Kegnungen mt Potenjen von steigen 
Erponenten 


299. I. Wenn Potenzen von gleihen Erponeni 
zuſammen multipliziet werden follen; fo. iſt das Pr 
dukt eine Potenz von bemfelben Erponente 
die Wurzel derfelben aber ein Probuft vi 
den Burzeln ber Factoren. Ä 

Z3. B. 32. 2a — " 
Zur Probe nehme man 32. 4? =9: 16, h 
das Probuft ebenfalls — 144. 

Zum Beweife fege man ftatt 3 und. Abie unt 
ftimmten Zahlen a’ und b, ſo iſt a?. b? == Aa, bb: 
ab.ab — (ab)?, . | 

Allgemein alfo ift am. ba — - (aba. . Denn t 
Potenz am enthält m Factoren = a, und bie Pote 
‚bm enthält eben fo viel Factoren = b; beyde zufan 
men geben alfo m Paare von Fattoren = ab; ur 
multiplizirt man mit diefen die Einheit, fo erhält ma 
Cab)”. 

230. Umgekehrt alfo laͤßt ſich eine Zahl auf eh eir 
Votenz erheben, wenn man ſie in ihre Factoren zerfaͤll 

» Jeden derſelben auf die Potenz, von dem nriyalihen Ser 


Re zu 
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de erhebt , und dieſe Potenzen zufammen multiplizirt. 

Es iſt z. B. 152 — 32. 52 — 9. 25 228. 

934. Berner iſt am, ba (ab), Denn es 
ea ae 
= —J 


232. Auf gleiche Art ia * N * (or 
Denn es fey an = p} —E q, fo ift an pr 


4. 

& iſt Aber alsdann a == p5 und b J z folg⸗ 
id ab == p®. gi = (pg); folglich pa = iv (ab) 
zen. Da nun auch pg ne br iſt, ſo iſt 


„br == aba, 
933. Man kann alſo auch die Wurzel aus einee 
Suhl ziehen, wenn man die Wurzeln von demſelben Gras 
be aus den Factoren ber Zahl zieht, und fie zufammen 
Ä ui 
234, IT. Wenn — von steicen —— 
ten, fine. Durch bie andere, dividirt werden follen, 
fo wird der Quotlent eine Potenz von demſelben Gra⸗ 
| de, bie Wurzel derfelben aber det Quotient aus ben Wur⸗ 
| dein des Dividendus und Diviſors. 
3. B. 152 2 58 ie (15: Meg, Ä 
; Prober 15? = 2955. 5?= 25; 2253 25 9. 
| 52 | 
Beweis:. 152: 82 it? ai eg, 
' Es ſey (ab): zu dividiren durch ba, fo iſt der Quo⸗ 
tient * m ai, 


‚ . 9% 





- 
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Dem es if (ab)bu : m — 2°" 





Eben fo ik (ab) : ba = — a 





ı 1 wu. 
Ingleichen (ab) : bꝛ = - Zu, 





85. Wenn fowohl die Wurzeln, als bie Expo! 
ten der Potenzen verfchieden find, fo läßt fich beym 8 
tipligiren oder Dividiren derſelben das Produkt obet 
Quotient weder ald eine Potenz diefer Wurzeln, ı 
derfelben Erponenten auf eine allgemeine Art ausbekı 
fondern man muß die Potenzen felbft beybehalten. 3 
as mit b® multiplizirt it = a®b? und a? durch be 

a? 
vidirt ft = = 
Anftatt ons „Fönnte „von auch ſeten ath?b am (ak 


and eben ſo it - nn. - Gau 





Achter Abfanitt. 
Vom defadifhen Zahlenfyflem. 





236. Eigentlich findet zwifchen ben verfchiebe 
Zahlen keine Verbindung flatt, indem eine jede derfel 
eine geroiffe Menge ausdrüdt, von denen feine ven 
andern abhängig ill. Es würde aber eine große Bern 
. nung für und entſtehen, wenn wir fie uns, bey ihrer: 

endlichen Anzahl, in diefer Unabhängigkeit von. einan 
vorftellen folten. Es ift daher das Wert unfers V 
fandes, ih dieſen an ſich wmordea Who vos ne 
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wiſſe Ordnung zu bringen, und dieß geſchieht dadurch, 
daß er uns die Zahlen als aus einander entſtanden dar⸗ 
ſtellt, und fo eine an die andere knuͤpft. Auf dieſe Art 
wird ein Zahlenſyſtem möglich. | 

237. Die Art und Weife, wie man fi eine Zahl 
aus der andern als entſtanden vorftellen kann, tft unz 


: + endlich verfchieden. Alle bekannten Sprachen aber ber 


cultioirten Völker alter und neuer Zeit beobachten in 


der Bildung und Zuſammenſetzung der Zahlen einerley 


Gang. Sie haben nehmlich nur für die Zahlen won 


Eins bis Zehnme eigenthümliche, von einander ganz 


— 


verfchiedeme Ausdruͤcke; und die Ausdrüde für die uͤbri⸗ 
gen Zahlen werden nach einer beffimmten Regel aus dies 
fen zufammengefegt oder don ihnen abgeleitet — wo⸗ 
bey im Ganzen nur wenige Ausnahmen flatt finden. 
238. Das Gefep, nad welchem auf biefe Art 
bie Zahlen gebildet werden, läßt fich dadurch darſtellen, 
daß man die Zahl 10 auf eine Reihe von Potenzen er: 


hebt, deren Erponenten von Null anfangen und nad) 


der Ordnung der natürlichen Zahlen fortgehen — alfo 
auf folgende Art: u 
10° 10% 102 108 102? 10° 10°... 
2339. Diefe Potenzen machen die Grundlage aller 
Zahlen aus, indem eine jede Zahl entweder felbit eine 


dieſer Potenzen, oder ein Produkt derfelben, ober eine 


Zufammenfegung folcher Produfie ift. 

MO. Allein um: diefe Produkte heroorzubringen, 
ft es nöthig, Diejenigen Zahlen, die hinmwieberum als 
Produkte der Potenz 10° angefehen werben koͤnnen, be: 
fonders zu beſtimmen; dieß find die fogenannten Einer 
oder die Zahlen von: Eins bis zur nächften unter Zehn. 
Diefe machen bey jenen Produkten den zweyten Factor 
aus: jede Zahl ift ein Produkt eines Einerd mit einer 


. „Potenz ber Sahl 10, ober kann in folche zerlegt weruen. 
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3. B. 80 ft = 8. 101 8. 105 7000 = 7. 10° 
—= 7.1000; 46 ft = 4. 10° +3. 10°-&6. 
10° = 4 . 100+4+-3,10 +6 ,1 = 400-+30-+ 6. 
241: Da nach diefer Dorftelung alle Zahlen von 
demfelben Geſetz abhängig gemacht werden, fü Tönnen 
fie zufammen als ein Syftem betrachtet werden; und 
da es die Zahl 10 ift, auf deren Potenzen fich diefes grün: 
det, fo wird es das dekadiſche Zahlenfyflem ge 
nannt, Man darf aber ja nicht glauben, als ob diefes 
das einzig mögliche Zahlenfufteng wäre; vielmehr iſt Leicht 
einzuſehen, daß man auf jede andere ganze Zahl, bie 
Einheit ausgenommen, ein ähnliches Syſtem gründen 
koͤnne, und daß folglich unzählige folche Syſteme mög - 
lich find, 
1, Es mag fenn, daß manche andere Zahi, als Grunds - 
zahl eines ſolchen Syſtems genommen, in theoretifcher Hin⸗ 
ſicht, noch Vorzuͤge vor der Zahl 10 habe, deßwegen aber 
kann man nicht im Ernſt ein anderes Zahlenſyſtem in unſre 
Sprache einführen wollen, da Jo etwas ohne einen gaͤnzli⸗ 
chen Umſturz unſers Sprachgebaͤudes nicht möglich waͤre. 
2. In einem jeden Zahlenſyſtem machen diejenigen Zah⸗ 
len die Einer aus, welche man als Produkte der Zahlen 
der natürlichen Zahlenreihe mit der Oten Potenz der Grund⸗ 
zahl des Syſtems anfehen kann, Gie gehen von 1 bis zu 
der nächften vor der Grundzahl, 
3. Da alle Potenzen von 1 wiederum 1 find, fo Tann 
die Einheit nicht die Grundzahl eines Zahlenſyſtems werden. 
942, Dem befabifhen Zahlenſyſtem gemäß find 
auch unfre Ziffern eingerichtet, So wie nehmlich das 
Syſtem die Zahlen durch Produkte der Einer mit den 
verfchiedenen Potenzen ber Zahl 10 ausdruͤckt, fü find 
die Ziffern als Zeichen der Einer beflimmt, fo viel 
verfchiedene Werthe anzunehmen, als es nach der obigen 
‚Reihe verfchiebene Potenzen der Zahl 10 gibt. Die Ver: 
fchiebenheit der Werthe wird Durch die verfchiedes 
nen Stellen angedeutet, biesfie gegen einander befom- 
men. In ber niedrigften Stelle muß man vie akt, Ve 


® 


l 
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der Name der Ziffer- anzeigt, in das erſte Glied ber obi⸗ 
gen Reihe ber Potenzen von 10, d. i. in 10° multiplizi⸗ 
ten, in ber: zweyten Stelle in das zweyte Glied jener 
Reihe, d. i. in 10°, in der dritten Stelle in daß dritte 
Glied, d. i. 10%, folglich in der nten Stelle in das nte 
Glied, d. i. 102 1. Es ift alfo hierbey nöthig, ein Zeis 


den zu haben, dad zwar: felbft feinen Werth hat, aber 


dazu dienen kann, in manchen Fällen den Zeichen der Ei: 
ner: ihre: gehörige Stelle zu beflimmen; und. das ift das 


Beihen der Null. 

1. : Ziffern find für- irgend ein Zahlenſyſtem eingerichtet, 
wenn ſie die Zahlen in derſelben Zuſammenſetzung 
darſtellen, welche ihnen nach dem Syſteme zukommt. Dieß 
iſt mit unfern Ziffern is Abſicht auf das dekadiſche Zahlen⸗ 
ſyſtem der Fall: 3. B. die Zahl 478 iſt in dieſem Syſteme 
aus vierhundert, ſiebenzig und acht zuſammengeſetzt, und 
eben dieſe Zuſammenſetzung deuten die Ziffern an. Dieſelbe 
Zahl, mit roͤmiſchen Ziffern geſchrieben, bekommt eine ganz 
andere Zuſammenſetzung: CCCCLXXVIII. 

2. Um Ziffern einem Zahlenſyſtem gemaͤß einzurichten, 
muß man ſo viel verſchiedene Zeichen haben, als das Sy⸗ 
ſtem Einer enthält (241, 2.), und die Werthe derſelben 
in den verfchiedenen Stellen nach den Potenzen der Grund⸗ 
zahl des Syſtems abändern. Es bedarf daher noch eines 
Zeichens, das an fih feinen Werth Hat — der Null — 
von welcher Art fi unter den Ziffern der Griechen und Rös 
mer feines findet. 

3. Leibnitz hat gezeigt, wie ſich auf die Potenzen 
der Zahl 2 ein dyadiſches Zahlenſyſtem gruͤnden laſſe, 
wozu man nur zwey Ziffern (t und 0) noͤthig Hat. Rad 
dieſem iſt 
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Hiernach laͤßt ſich Jeicht beurtheilen, wie: die Bahlen 
nach einem Syſtem der Zahl 3, 4, 5 u. ſ. w. mit drey, vier, 
fünf u. ſ. w. Ziffern gefchrieben werden koͤnnen. 

243. Wenn man die Reihe der Potenzen. ber Zahl. 
10, auf welche fich das dekadiſche Zahlenſyſtem gründet, 
ruͤckwaͤrts betrachtet, fo nehmen die Erponenten der Reis 
he nach immer um 1 ab. . Denkt man ſich alsdann diefe 
Reihe‘ auf eben die Art noch unter Null hin fortgefegt, 
fo. erhält man Potenzen mit negativen Erponenten, 
nehmlich 
.... 1076. 10-5 10-4 103 10-2 10-1 100. 
Da. nun die Potenzen mit negativen Erponenten Brüs 
he find, deren Zähler 1 iff‘, und deren Nenner die Po: 
tenzen mit entgegengefeßten Erponenten ausmachen 
(197.): fo gebeh die Produkte der Einer mit diefen Pos - 
tenzen von 10 ebenfalls Brüche, deren Zähler der Einer, 
mit welhem man multipliziert" hat, und deren Nenner 
eine Potenz von 10 ifl. Das ſi ind aber keine andern als 
Decimalbrüde. Ä 

3.8. A 10-1 1-5. %= 158.102 

| 8 

=8. To 8. Tılea :100 
.244 Die Decimalbrüche gehören alfo auch i in bie 
Reihe des dekadiſchen Zahlenfyftems, und Eönnen daher 
auf eben die Art wie die ganzen Zahlen behandelt wer: 
den. Sp wie der Werth der Ziffern, welche die ganzen 
Zahlen ausdruͤcken, ſich durch ihre Stellen gegen einan- 
der unterfcheidet, fo auch der Werth derjenigen, welche 
die Decimalbrüche bezeichnen. In der nächften Stelle 
nad) den Einern ftehen die Zehntel, in der zweyten bie 

Hundertel u. f.w. Es ift daher bey einer Reihe von Zif⸗ 
fern, welche ganze Zahlen und Decimalbrüche ausdruͤ⸗ 
den, nur nöthig, die Stelle bemerklich zu machen, in 
welcher die ganzen Zahlen aufhören und die Decimalbruͤ⸗ 
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che anfangen, und dieß geſchieht durch ein dazwiſchen ge⸗ 
ſetztes Comma oder Punctum. Ein Nenner braucht wei⸗ 
ter nicht dazü geſetzt zu werden. 
1. 3. B. 54,3872 heißt 54 und y Bo ro roßoo Oder 
Be | Wenn keine ganze Zahl vorhanden iſt, wird in die 
Stelle derſelben eine Null geſetzt. 3. B. 0,37 heißt ,. 
3. Durd Nullen, welche einem Decimalbruch anges 
hängt werden, wird die Größe defjelben nicht geändert; 
wohl aber durch N erelenigen, welche ihn vorgefeßt wer⸗ 
den. Es iſt z. 3. 5,12 = 5,1200, nehmlich = 5 2 oder 
A 5 — iſt 5,012 = 5 18805 5,0012? = 5 do» 
245. Auch in den Rechnungen laffen fich bie De: 
cimalbruͤche auf ähnliche Art, wie bie ganzen Zahlen be: 
handeln. In der Addition und Subtraction müfßs 
ſen Zehntel unter Zehntel, Hundertel unter Hundertel 
u. ſ. w. geſetzt werden, und dann wird die Rechnung 
wie bey ganzen Zahlen gemacht, indem man bey den 
niebrigften Zahlen anfängt, die unter einander ftehenden, 
als wären es lauter Einer, zufammenaddirt oder von. 
einander fubtrahirt u. ſ. w. Die Stelle, in welche das 
Comma, wodurch der Anfang des Decimalbruch8 bezeichs 
net wird, in der Summe oder Differenz gefeßt werden 
muß, ift aus der Stellung der Zahlen , mit welthen bie 
; Rechnung gefchieht, leicht zu beflimmen. 





| " 3. B. 
Addition: 8,37 0,624 
54,092 0,253 
61,498 0,416 
0,5 1,293 
7,3164 _ 
.131,7764 . 
Subtraction: 7,1384 0,931.0.0.0 
3,5129 0410682 
3,6255 0520318 


Wenn in der Subtraction die Decimalbruͤche ihr glei 
viel Ziffern enthalten, fo Tann man die Anzahl Derfeiten 


/ 
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durch angehaͤngte Nullen einander gleich machen, wie hier 
in dem einen Beyſpiel geſchehen iſt. Daſſelbe Mittel koͤnnte 
mar auch in der Addition gebrauchen, indeſſen iſt es hier 
von keinem ſonderlichen Werth. 

246. Bey der Multiplikation kommt auf die 
Stellung des Multiplifetord gegen den Multiplitandus 
nicht8 an, Man Tann ihn daher fo. ordnen, daß, wie 
hey, der gewöhnlichen Multiplikation, feine legte Ziffer 
unter die lebte des Multiplifandus zu ſtehen kommt. 
Alsdann verfährt man wie bey ganzen Zahlen, indem 
man jede einzelne Zahl als Einer betrachtet und al& folche 
multipliziert; in dem Produkt aber muß man fo, viel, Zah⸗ 
len auf den Decimalbruch rechnen, als die Anzahl _ 
ber Decimalen in ben Zactoren zufammen 
genommen beträgt, . 





4314510 4 

Der Beweis davon gruͤnde et ſich auf das Verfahren ben 
der Multiplikation gemeiner Brüche: nehmlih: dab man 
Zähler mit Zähler und Penner mit Nenner multipliziven - 
muß, Denn es ift 
12,15104. 

Einen andern allgemeinen Beweis f. unten $. 259. 

247. Die Divifion endlich wird ebenfalls fo wie 
bie Divifion ganzer Zahlen ausgeführt; von dem Quo— 
tienten aber find fo viel Zahlen auf den Decimalbruch .zu 
rechnen, als der Unterfchied in der Anzahl der 
Decimalen des Dividendus und bes Divi- 
ſors beträgt. 

3. 8. 
- 9,13115 : 0985 = 108. 


— — — — — 
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Denn es iſt 9,13115 : 035 = 434 
PERBdB . Y9 — Atgfte , oh = 26089 ı ruhe 
= 0 = 26,089, 

1. Hat der Divifor eben fo viel Decimalen, al& der 
Dividendus, fo erhalt der Quotient gar Leine; und hat 
der Dividendus deren weniger als der Divifor, fo kann wıan 
ihm fo viel Nullen anhängen, als nöthig ift, um die Ans 
zahl feiner Derimalen der des Diviford gleich zu machen. 

2. Wenn man Decimalbrüche von gleich Vielen Ziffern 
in einander zu dividiren hat, fo ift ihr Quotient dem Quos 
tienten ganzer Zahlen mit denfelben Ziffern in derfelben Ord⸗ 
nung gleih. 3. B. 0,4235 ı 0,035 = 435 : 33 =‘17. 

3. Bleibt bey der Divifion ein Keft, fo gibt er, durch 
den Divifor dividirt, einen unreinen Bruch, der ſich nach 
$. 91. auf einen reinen zuruͤckbringen läßt, Man kann aber 
auch dem Reſt eine oder mehrere Nullen anhängen, und die 
Diviſion weiter fortſetzen, ſo erhaͤlt man den Werth des un⸗ 
reinen Bruchs in Decimaltheilen ausgedruͤckt. 

4. Den allgemeinen Beweis für das Verfahren: in den 
verfchiedenen gällen der Divifion der Decimalbrüde fx uns 


.o. 


ten $. 261. f. 


248. So wie der Bruch, welchen ber Reſt einer 
Divifion gibt, in Decimalzahlen ausgedruͤckt werden kann, 
fo laſſen fi) überhaupt gemeine Brüche in Decimalbrü- 
he verwandeln. Bu diefem Ende hängt man dem Zah: 
ler eine oder mehrere Nullen, die man ald Decimalen bes 
trachtet, ‚an, und dipidirt ihn durch den Nenner; oder 
man multiplizirt den Zähler und Nenner mit einerley Pos 
tenz von 10, und dividirt beyde darauf durch den: ur⸗ 
ſpruͤnglichen Nenner. 

3. B. if = 2.0020 = 0,625. 
der g= 3000 — anggıa — ER 
Man fann 16 auch vorftellen, & werde mit 1000 mul⸗ 
tiplizirt, d. 1.3. 1000 = 5000 = 6255 alsdann iſt 5 = 
625 : 1000 = 0,625. 
249. SH der Nenner eines Bruches To beiaflen, 
) 


- 


124 Dekadiſches Zahlenſyſtem. 


daß er in einer Potenz von 10 nicht aufgeht, fo kommt 
man mit der Diviſion, wodurch der Bruch in einen De⸗ 
cimalbruch verwandelt werden ſoll, eigentlich nie zu En⸗ 
de, ſondern fie kann ins Unendliche fortgeſeitt werden. 
Ein ſolcher Bruch kann alſo nicht genau in einen Deci⸗ 
malbruch verwandelt werden; man kann aber ſeinem 
Werthe ſo nahe kommen, als man will, und bezeichnet 
zuletzt durch einige Punkte, daß die Gleichheit nicht voll⸗ 
kommen iſt. a 

3. B. % 0 4166... 

Nur ſolche Bruͤche laſſen ſich genau in Decimalbruͤche 
verwandeln, deren Nenner, in ihre kleinſten Factoren zer⸗ 
legt, feine andern Factoren, als 2 und 5 enthalten — nach⸗ 
dem jeduch die Brühe felbft auf ihre Fleinften, Zahlen ger 
bracht, d. i. fo eingerichtet find, daß fie fih nicht weiter 
heben Laflen. 

250. Bey folchen Brürhen, welche nicht genau in 
‚ Decimalbrüche verwandelt werben koͤnnen, gefchieht e& 
- wohl, daß, wenn man die Divifion weit genug fortfeht, 
die Zahlen des Decimalbruch in einen beflimmten Folge 
immer vwoieberfehren, oder vielmehr die Ziffern, mit wel⸗ 
chen ſi e geſchrieben werden, dieſelben find, wenn gleich 
von einem andern Werthe. Solche Wiederholungen der⸗ 
ſelben Zahlen nennt man Perioden. Sie entſtehen, 
wenn einer von den Reſten, welche bey der Diviſion 
übrig bleiben, mit einem der fruͤhern Reſte, in Anſehung 
der Ziffern und ihrer Ordnung, übereinftimmt. Alle ra⸗ 
tionalen Brüche müffen daher auf folche Perioden fuͤh⸗ 
ren, da bie Anzahl der verfchiebenen Reſte nicht größer 
ald der Divifor felbft feyn kann. 

Rationale Brühe heißen ſolche, welche auf ihren 
einfachſten Ausdrud gebracht, keine Irrationalzahl (. 

ten 283.) enthalten. 

Die Perioden der Decimalhrüche fönnen aus einer 

wiehrern Biffern beftehen , und entweher alih in der 
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erſten, oder in einer ſpaͤtern Stelle des Decimalbruchs Atts 
fangen. 
‚BB B. 3 iſt = 0,666 + +». 
H — =0,6363 . + » , 
3 = 069230769 . « » 
7 — = 0,431818 . 
251. Kommt es darauf. an, einen Derimalbruch 
in einen gemeinen Bruch zu verwandeln, fo ift zu unters 
ſcheiden, ob er vollftändig iſt, oder nicht. Im erftern 
Fall gefchieht die Reduction durch das gemöhnliche He⸗ 
ben, welches jederzeit da angewandt werden kann, wo 
der Decimalbruch aus einem gemeinen Bruch entflanden 
if. Iſt er dieſes aber nicht, fo kann e8 feyn, daß er 
fi nicht heben laͤßt, und dann kann er auch auf keinen 
gemeinen Bruch zurüdigeführt werden, der ihm genau 
gleich wäre; fondern man muß ſich mit einem Bruch, 
welcher ihm nahe Fommt, begnügen. Dergleichen laffen 
fi) durch Heine Veränderungen, ober durch Probiren, 
am beften aber durch Huufe eines Kettenbtuchs 


‚(97.) finben. 


® + 


\ 


2) Der Brad 0,76483 Ar ſich ig heben; er “ aber 
etwas mehr ald „4, oder 33; nimmt man alfo 3} und hebt 
Dieb durch 3, fo erhält man 44, welches, in einen Decimals 
Bruch verwandelt, 0,76470 + + „gibt, von obigem nicht ſeyr 
verſchieden. 

In einen Kettenbruch vermandeit, erhält man 


16483. _ 4 
10000 1-+1 
5+1_ 
‚3+1 
\ 1+1 
7+1 
s+i_ 
11 


- 
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no Near ergeben fi die genäherten Brühe, 4, I, » 
1 u 
Ä 252%. Auf gleiche Art, wie in dem zuleßt angefuͤhr⸗ 

ten Fall, verfaͤhrt man, wenn der Decimalbruch nicht 
vollftändig ift und Feine Perioden enthaͤlt. Alsdann bes. 
ſtimmt der Grad der Genauigkeit, welchen man bey der 
Reduction beabfichtigt, die Anzahl der Decimalzahlen, 
die man bey der Verwandlung in einen Kettenbrucy in 
Betrachtung zieht. 

Soll 3.3. die befannte Ludolphiſche Zahl (ſ. Geom. 182.) 

durch genäherte rationale Brüche dargeftellt werden, und 


man ninlint 3,141592 , ’ fo erhätt man . 
j 3141592 - ! “ - N 
=341 
1000000 +1. 
144 
t+1__ 
* 8 7 s4+ ..s 


und hieraus 3%, #33; »3,. Ye 
233. Menn aber der unvoNfländige Decimalbruch 
Perioden enthaͤlt, ſo laͤßt ſich der gemeine Bruch, aus 
welchem er entſtanden iſt, jederzeit genau finden. Faͤngt 
nehmlich die Periode gleich in der erſten Decimalſtelle an, 
ſo nehme man die Zahlen einer vollſtaͤndigen Periode zum 
Zaͤhler, und eine gleich große Anzahl von Neunen zum 
Nenner, und hebe dieſen Bruch auf die gewoͤhnliche 
Weiſe. 
3. B. Von den obigen Brüden (250-) gibt 

0,66 + + +» den Bruch $, und durch 3 gehoben 2. 

0,6363 . — 83 dur 9 gehoben u. 

0,6923076- - — 393305 durch 76923 gehoben, "s 

Der Grund diefes Verfahrens laͤßt fich auf folgende Art 
darthun: 

Wenn 3 = 0,666 222 ift, fo iſt 10» 2 — 6,666 222 
Jenes von dieſem abgezogen, gibt 9. 3 = 6,000 » »; folg⸗ 
lich I — 86. 

. ir = 0,6863 ..., alſo 10: 5; = 63,6363 ..., foigs 
ud do—1) Y = 09, = 63, 0000 eo. De de ur 
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Hiernach laͤßt ſich auch das Verfahren bey Perioden, 
die aus mehr als zwey Ziffern beſtehen, und Überhaupt dag 
Allgemeine dieſes Verfahrens erkennen. 

254. Fangen die Zahlen einer Periode nicht in der 
erſten Stelle der. Decimalen an, ſondern gehen ihnen noch 
eine ober. mehrere Nullen voraus, fo muß man den 
Neunen, durch welche die Zahlen einer Periode zu divis 
diren find, noch fo viele Nullen anhängen, ald der Pe: 
tiode im Detimalbruch vorangehen. 


0,008181 ... iſt = sils = ırom 
Beweis: Es fey der gemeine Brud x = 0,008181 » - » 
fo ift 10000 x = 81,8181 % +.» 
und "‚10x= 0818... a. 
abgezogen 900 x = Bil u 1 
folglih x = Ihm 

Gehören die Nullen zur Periode, fo werden fie den Nens 
nen nicht angehängt: 

35 Wenn flätt der Nullen andere Zahlen der Pe⸗ 
riode vorangehen, ſo muß man zu dem Bruch, welcher 
dutch die Divifion einer Periode mit der erforderlichen Anz 
zahl von Neunen und fo vielen Nullen, ald der Periode 
Zahlen „vorangehen, entſteht, noch den Decimalbruch 
binzuabbiren, welchen bie Zahlen vor der Periode aus⸗ 
machen. 

3. B. Es ſey der Decimalbruch 0,431818 » ... zu re⸗ 
duziren, fo ift der gemeine Bruch — = 480 F vus = = Iroo 
+ Vg = Tros — 12. 

Der Beweis ergibt ſich aus dem Vorhergehenden, wenn 
man ſetzt 0,431818 » = « = 0,001818 : . . + 0,43. 

In manchen Fällen laßt fich ein Bruch, deſſen Periode 
nicht in der erſten Stelle anfaͤngt, durch Addiren oder Sub⸗ 
trahiren eines Decimalbruchs ſo abaͤndern, daß der Anfang 
der Periode auf die erſte Stelle trifft. Alsdann muß man, 
um den gemeinen Bruch zu erhalten, von dem Bruch, wel⸗ 
chen die Zahlen einer Periode, durch Neunen (ohne ange⸗ 
haͤngte Nullen) dividirs, geben, einen gleichen Beoh os 

diehen oder zu ihnt hinzuaddiren, ald man vorher- RE 
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oder ſubtrahirt hat. 3. B. 0,431818 . „Aft = 0,1818 » +» 
3-4 tb =-At1i=HM. 





956. Auf bie verfhiebenen Grate ber Potenzen ber 


Zahl 10, mit welchen die Einer multiplizirt gedacht wers | 


den müfjen, um ihren wahren Werth zu erhalten, grüns 


det fich die Eintheilung der Zahlen in verfchiebene Orb: ' 


nungen. Eine Zahl iſt nehmlich von derfelben Ord⸗ 
nung, von weldem Grade die Potenz der Zahl 10 iſt, 
mit welcher man den Einer multipliziren muß, ber bie 
Zahl bezeichnet. Die Einer hat man fich ald Probufte 


aus 10° zu denken, und fie find daher felbft als Zahlen 


von der Ordnung Nukl zu betrachten. Die Ze h⸗ 
ner find Produkte aud 101, und daher Zahlen von ber 
4ften Ordnung; die Hunderter, ald Produkte. aus 
10°, find Zahlen von der 2ten Ordnung; u. ſ. w. — 
Die Ordnungen der Decimalbrücde find negativ, da 
die Potenzen der Zahl 10, von welchen fie-die ‚Probufte 
find, negative Erponenten haben, 

7. Diejenige Zahl, durch welche man anzeigt, 
von welcher Ordnung irgend eine Zahl fey, heißt:der Er: 
ponent der Ordnung Man pflegt ihn über dieje⸗ 
nige Bahl zu feßen, deren Ordnung dadurch bezeichnet 


werden fol. 3.8. 7 beißt 7 von der dritten Ordnung, 

d. i.7. 102 * 70003 1 heißt j von ber — ten Ords 
4.1072 = 

nung, d. i. 4. 10 4. = 200’ 


1. Iſt der Drdnungserponent pofitiv, fo darf man der 
Baht, uͤber welcher ex fieht, nur fo viele Rullen anhängen, 
als er Einheiten hat, um fie auf die gewöhnliche Art ges 
fchrieben zu befommen; und iſt er negativ, fo erhält die 
Zahl zum Nenner eine 1 mit fo vielen Nullen, als er Ein 
. Jeiten hat. 
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2. Große Zahlen, die viele Nullen am Ende haben, 


koͤnnen mit Hülfe der Ordnungserponenten fehr bequem ges 


lee = 05 Dame Un Ann ne rn te Me 


fchrieben werden. 

3 Wenn eine Zahl mit mehrern Ziffern gefchrieben und 
die unterfte derfelben mit einem Drdnungserponenten bezeichs 
net ift, fo find die folgenden der Neihe nach von einer im⸗ 
wer höhern Ordnung. 

258. Bon den Orbnungderponenten läßt ſi ch auch 
in manchen Rechnungen ein bequemer Gebrauch machen. 
Sollen nehmlich ein Paar Zahlen, die mit ihren Ord⸗ 
nungderponenten bezeichnet find, zufammen multiplizirt 
werben, fo braucht man nur die Zahlen an ſich zu muls 
fipliziren, und über die unterfte Zahl ded Produkts einen 


. Ordnungöerponenten zu ſetzen, welcher der Summe 


der Erponenten der Factoren gleich iſt. 
3 5 

3. B. 3. it. 

Dem sit?7=7. 10°; und = 4.10%; 
folglich 7 ‚4=7.10. 4.10°?=7.4.10°. 
10? = 238. 10° = 3 (09). rn 

259. Daſſelbe gilt auch, wenn die Ordnungsex⸗ 
ponenten negativ find, 

1 —4 -6 22 —4 

3.38.3.5ftt= 15 Denn 3. 5 iſt —3. 
10°2.5. oa * 3.5.1072.10% = 15. 


1076 —= 15 (210.). “ 

Hierin ift der allgemeine Beweis für dad oben angege- 
bene Verfahren bey der Mültiplifation der Decimatbrüche 
enthalten (246.). 

260. Wenn. dagegen eine Baht durch eine andere 
divibirt werden fol, und beyde mit Orbnungserponenten 


bezeichnet find, fo muß man den Erponenten des Divi⸗ 


ford von dem des Dividendus abziehen, und die Diffe: 
ten; zum Orbnungserponenten ber niebrigften Zahl des 


Quotienten maden. . \ 
Kies Batbematik 6, Auf. | J 
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3 B. 33:3 3% Dem es it 21:3 \ 


_ _ 324 10° — s 
= 4.100:9.10° = 9 .—z%-1%0 
— 36 (214) 


261. Eben fo ift ed, werm tie Erponenten negas 





- —— 


tiv find; und der Grund davon iſt in ber Dieifion dr 


Potenzen von einerley Wurzeln mit negativen Erpes 


-—+ —1. -3 
nenten zu ſuchen (215.) 3. 3. 516 : 12 ifl = 43. 
Dieb enthalt zugleich den Beweis für das obige Verfah⸗ 
ren bey der Divifion der Derimalbrüde (247.). 


262. Hiernach ift leicht zu beurtheilen, wie man 


bey ungleichen Zeichen der Erponenten zu verfahren 
habe. (Vergl. oben 216.). Aendert man aber die Groͤ⸗ 
fig und die Vorzeichen ter Erponenten verſchiedentlich ab, 
und verfährt beym Subtrahiren derfelben genan nach der 
Regel der Subtraction entgegengefegter Größen: fo lafs 
fen ſich alle Fälle der Divifion der Decimalbrüche daraus 
entwickeln, und beweiſen. 


Neunter Abſchnitt. 
Von der Ausziehung der Wurzeln. 


263. Es iſt ſchon oben bemerkt worden, daß bie 
Ausziehung der Wurzeln ein eignes Verfahren erfordere. 
Dieſes iſt aber wiederum nach dem Grade der Potenz, 
aus welcher Die Wurzel gezogen werben ſoll, verſchie⸗ 
den: anders verfährt man bey Auszichung einer Quadrats 
wurgel, anders bey Ausziehung einer Gubifwurzel, ans 
ders bey Auszichung einer Biquatrawurgel, u ſ. f. 
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264. Es ift daher nicht möglich, dad Verfahren, 
das zur Ausziehung einer jeden Art von Wurzel erforbers 
lich ift, hier befonders darzuftelen; fondern man muß 
fich darauf einfchränfen, ed nur don einigen zu thun, und 
an dem Beyfpiele derfelben ven Weg zu zeigen, auf wels 
chem es auch für jede andere Art gefunden werben Fönne, 
Und da die Quadrat = und Bubifwurzeln in diefer Rüds 
fiht nicht nur am leichteften zu behandeln find, fondern 
auch faft allein unter den Wurzeln in Rechnungen der 
Elementar:Mathematif vorfommen, fo ift es hinreichend, 
bey ber. Erklärung der Außziehung diefer Wurzeln ſtehen 
zu bleiben. | Ä 

265. Bey der Audziehung einer Wurzel kommt es ([ 
barauf an, die Potenz in gewiffe Produkte zu zer 
legen, aus denen fie als. zufammengefeßt. angefehen wer⸗ 
den kann. Die Anzahl und die Befchaffenheit diefer Pro⸗ 
dukte aber ift nicht nur bey den verfchiedenen Arten det 
Potenzen verfchieden, ſondern fie kann ed auch bey ders 
felben Art feyn, wenn die Wurzel gus mehr ober wenis _ 
ger Theilen zufammengefegt iſt. Ja diefelbe Potenz läßt 
fi in diefer Rüdficht auf verfchiedene Weife zufammen- 
gefeßt betrachten, je nachdem ihre Wurzel auf verfchiedes 
ne Art zufammengefegt wird. | 

266. Um alfo die Anzahl und Befchaffenheit der 
Produkte, aus denen ein Quadrat zufammengefegt 
ift, zu finden, drüde man die Wurzel deffelben auf eine 
allgemeine Art durch Buchflaben aus, und erhebe fie auf 
das Quadrat.” | 

267. Es fey die Wurzel = a, fo ift das Qua⸗ 
drat = a?, Diefes befteht nur aus einem einzigen Pro- 
dukte. I ft alfo die Wurzel nicht zufammengefeßt, oder 
werben ihre Theile nicht befonders ausgedrüdt, fo laffen 
ſich auch in dem Quadrate -Feine verfchiedenen Prodvxle& 
unterfcheiben. Sn biefem Zall können vwoir au Te Wor⸗ 

I , 82 ‘ 
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zel nicht finden „fondern muͤſſen fie als bekannt. oder als 


gegeben vorausfegen. 

In unferm Zahlenfyftem koͤnnen wir die Ein er als 
ſolche nicht zuſammengeſetzte oder einfache Wurzeln anſehen, 
und ſetzen daher die Quadrate derſelben, die ſchon im Ein⸗ 
maleins enthalten ſind, als bekannt voraus. 


268. Beſteht eine Wurzel aus zwey Theilen, ſo 
kann fie durch a + b ausgedruͤckt werden, und dann iſt 
das Quadrat berfelben — — (ab), (a + = = a8 
+ 2ab + b?, 

Hier unterfcheiden wir drey verfchiebene Pros 
dukte, die in allen Quabraten einer zweytheiligen Wur⸗ 
zel enthalten feyn müffen, nehmlih: 1) dad Quadrat 
des erften Zheild — a?z 2) das doppelte Produft des 
erften Zheilä mit dem zweyten —= 2 ab; 3) dad Qua⸗ 
drat des zweyten Theils = b2, 

Man mag eine Wurzel in 2 Theile zertheilen / in 
welche man will, ſo muß das Quadrat derſelben immer 
aus den angegebenen drey Produkten beſtehen. 

—3. B. s iſt — 3423 und daher 85 = 3° 2.2. 
3+-2=9+12 +4=2%3. Oder theilt man 5 in 4 
+1, ſo iſt 2? 16 +8 +141= 3 

269. Eine Zahl, die nach unſerm Syſtem mit zwey 
Ziffern geſchrieben wird, kann als aus zwey Theilen be⸗ 
ſtehend angeſehen werden: aus einem Zehner und einem 
Einer. Das Quadrat einer ſolchen Zahl wird daher fols 
‚gende Produkte enthalten: 1) das Quadrat des Zehners; 
2) das doppelte Produkt des Zehners mit dem Einer; 
3) dad Quadrat des Einers. 

270. Ob aber ein gegebened Quadrat eine zwey⸗ 
ziffrige Wurzel habe, läßt fich aus der Anzahl der Ziffern 
des Quadrat leicht erfennen. Denn da ein Zehner eine 
Zahl von der Aflen Ordnung tft, fo muß das Quadrat 
defjelben von der zweyten Ordnung feyn, d. h. die nie⸗ 

drigſte Zahl deffelben muß in der Stele ver Qunherter. 
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ſtehen. Folglich muß das Quadrat ber zweyzfffrigen 
Wurzel wenigſtens drey giffern baben. Und 


ba das Quadrat des groͤßten Zehners 9 nur aus zwey 


Ziffern beſteht i8), ſo kann das Quadrat der zweyʒif⸗ 
frigen Wurzel hoͤthſtens vier Ziffern haben, oder bis in 
bie Taufeide gehen, | 

tr. Es kann aber auch Feine andere alß eine zwey⸗ 
ziffrige Wurzel ein Quadrat von 3 oder 4 Ziffern haben. 
Denn das Quadrat’ einer einziffrigen Zahl, eines Einers, 
kann hoͤchſtens aus 3 Ziffern beftehen: und in einer Zahl 
. von Ziffern ift die höcfte Zahl ein Hunderter, alfo von 
ber. Zen Ordnung, folglich ihr Quadrat von der vier: 
ken, d. h. es fängt in, der Stelle ber Zehntauſender oder 
in ber fünften Stelle an. 

Wenn alſo ein Quadrat aus 3 oder 4 
Ziffern beſteht, fo befteht feine Wurzel aus 
awey Ziffern. 

772. Aödann iff es auch leicht zu beftimmen , in 
welcher Stelle eines folchen Quadrats ein jedes von ben 
ZProdukten, aus welchen es zuſammengeſetzt iſt, anfaͤngt. 
Nehmlich: 

1) Das Quadrat bes Zehnerd in der Stelle der Hun⸗ 
derter, weil es ein Produkt zweyer Zahlen von der‘ erften 
Ordnung iſt. 

I) Das doppelte Produkt des Zehners mit dem Ei⸗ 
nee in der Stelle der Zehner, weil der eine Factor von 
der erſten Ordnung und ber andere von der Ordnung 
Null if. 

3) Das Quadrat des Einerd in der Stelle der Ei: 
ner, weil beyde Zactoren von der Ordnung Null find. 

Ein jedes diefer 3 Produkte fängt alfo 
in einer andern Stelle an, und dieß iR Tür 
bie Ausziebung der Wurzel welentiid., 
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273. Sol alfo aus einem gegebenen Quadrat von 
3. 0der 4 Ziffern die Wurzel gezogen werden, fo muß man 

1) das Quadrat des Zehners aus ihr zu erhalten 
fuchen, und daher zufehen, welche Zahl, unterden 
Quadraten der Einer, berjenigen Zahl glei ift 
oder am Tnaͤchſten kommt, welche in der dritten und vier⸗ 
ten Stelle oder in der dritten allein (wenn keine hoͤhere 
vorhanden iſt) ſteht, und ſie von dieſer abziehen. Die 
Wurzel der abgezogenen Zahl macht den erſten Theil oder 
den Zehner der geſuchten Wurzel aus. 

2) Zu dem Reſt ziehe man die Zahl aus der zweys 
ten Stelle herunter, fo machen beyde zufammen bie Zahl 
aus, in welcher das doppelte Produkt des Zehnerd mit . 
dem Einer enthalten ift. _ 

3) Man verdoppele daher den gefundenen erſten 
Theil der Wurzel und dividire damit in die Zahl Nr. 2., 
fo gibt der Quotient den zwepten Theil ter Wurzel, 

4) Mit dem legtern multiplisire man den Divifor 
und ziehe das Produkt von der Zahl, in welche man bis 
vidist hat, ab. 

5) Zu dem Keft laffe man bie letzte Zahl des gege⸗ 
benen Quadrats herunterſteigen, ſo muͤſſen dieſe zuſam⸗ 
men das Quadrat des Einers enthalten. 

6) Man mache daher das Quadrat des zuletzt ges 
fundenen Theils der Wurzel und ziebe es von der Zahl 
Nr. 5. ab. Gebt die Subtraction ohne Reſt auf, fo 
ift die gefundene Zabl gr vie geſuchte Quadratwurzel. 


ab 
v3249w57 
a? — 23 .._ 
Ya=10) 74. 
26m 10. 
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274.. Eine Wurzel von drey Ziffern Iäßt fich allges 
mein durch a + b. + e ausdruͤcken. Um das Quadrat 
derfelben zu finden, theile man fie zumft in zwey Xheile 
ab: (a 4b) + ce. Dann läßt ſich ihr Quadrat aus: 
druͤcken durh 

G6ö e⸗ 
Entwieit man in dieſem Ausdruck (a+ b)?, fo erhält 


ab +or=ar it 24 be \ 
+ tNY Che 

Folglich beſteht bad Quadrat einer breye 
ztffrigen. Wurzel aus fünf. verfhiedenen 
Produkten; und wenn a yon der zweyten Ordnung, 
b von ber erften, und e von ber Ordnung Null ift, fo 
ift a? ein Produkt von der vierten Ordnung oder fängt 
in der fünften Stelle an; 2ab in der vier 
ten, u. ſ. f. ein jedes ber ‚folgenden Produkte immer 
eine Stelle tiefer, ald das vorhergehenbe. 


975. Es findet ſich aud). Durch ähnliche Gründe, 
wie die obigen (270 f.), daß das Quadrat einer dreyzif: 
frigen Wurzel aus 5 oder 6 Ziffern beftehen müffe. 

276. Dadurch, daß die Wurzel um einen Theil, 
nehmlich c, gewachfen ift, waͤchſt das Quadrat um zwey 
Produfte, nehmlich: 2? (a +) c + c® 

277. Daffelbe gefchieht, wenn die Wurzel um ei: 
nen vierten Theil vermehrt wird. Denn es ift 
(a+b-+c+4)=[a-tb-+c)+4]? - | 

—(a+b-+0)2+2%(atb-+eJd+a2 
 ==a2-42ab —-b? 
42a —+e? 
+2a+b40)d_ +d2 
wo zu bem Quadrat der drenziffrigen Wurzel no tie 
beyben Probufte 2 (a--b +. c) &-F A? Yinyutommen. 
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278. Ueberhaupt läßt ſich nad) dieſen Beyfpielen 
das Luatrat einer Wurzel von einer beliebigen Anzahl 
Ziffern leicht entwideln. Es ift 
(tb4c4a4efft.. >= a2 + 225 bs 

+2(@+b)e -+? 


+2@+b4c+4d)e -+e* 


HeHstetdtgche 


etc. 


979. Man fieht uub dieler Darflelung, daß, wenn 
die Burzel aus 2 Theilen befieht, bad Duabrat 3 (d. i. 


2.2 — 1) Produkte enthält. Hat die Burzel-3 Theile, 


fo enthält dad Quadrat 5 (b. i. 2.3 — 1) Produkte. 
Und da jede Vermehrung der Wurzel um einen Theil 
das Quadrat berfelben um zwey Probußte vermehrt, fo 
bat überhaupt eine Wurzel von n Zheilen in ihrem Qua⸗ 
drat (2 n — 1) Probufte. 


Wo. Drüden nun bie n Theile eben fo viele Zif: 
fern aus, mit denen die Wurzel nach ber gewöhnlichen 
Art gefchrieben wirb, fo ift die hoͤchſte Ziffer von der (n 
— Iſten Ordnung; folglich das Quadrat derſelben, als, 
das höchfte Produft in dem Quadrate ber ganzen Wur⸗ 
zel, von ber Ordnung (Qn — 2). Es fängt alfo in der 
(2n — 1)ften Etelle an. Ein jebeö der folgenden Pros 
dufte aber fängt immer eine Stelle tiefer ald dad vorher: 
gehende an. 
Hieraus folgt auch, dab dad Quadrat einer Wurzel von 
n Ziffern wenigftens (2n — 1) Ziffern enthatten müfle; und 
da das Quadrat des erften Theild derfelben hoͤchſtens zwey 
Ziffern haben fann, fo fann die Anzahl der Ziffern des gans 
-zen Quadrats nicht über 2 n fteigen. 


281. Die angegebene Formel zeigt alfo nicht nur, - 


aus welchen Produkten das Quadrat einer jeden, aus 
ganzen Zahlen beftchenden, Wuryel zulammenairst (ey; 


- 
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fondern es laͤßt fich Auch leicht darnach finden, in wels 
her Stelle ein jedes biefer Produkte zu fuchen fey. Und 
fo dient fie zu einem bequemen und fichern Wegweifer bey 
der Ausziehung einer noch fo vielfach aufammengejegten 
Quabratwurzel, 


Bey der Ausziehung einer Wurzel von mehr als zwey 
Biffern. verführt man auf eine ähnliche Weife, wie bey der 
Ausziehung einer zweyziffrigen, ja für die beyden erften 
Theile der Wurzel ganz auf diefelbe Art. Man kann alfo 
aus dem oben befähriebenen Verfahren (273.) mit Hilfe der 
allgemeinen Formel (278.) auch leicht das Verfahren für grös 
ßere Wurzeln ableiten. Ein Beyfpiel, in weldem den vers 
fchiedenen Produften des Quadrats die allgemeinen Ausdrüs 
ge enge obiger Formel beygeſetzt ſind, mag zur Erläuterung 

Sache dienen. 
abced 
8503056=-2916 
a? — 4 . 0 000.0. 
2 a = 4 | 4 ww 
2 ab == 3 6 00 0 
90.. 


0 


® 


b=81. 
Dat 58 19. 3 
2arDe=- 658 





c’ ai 
“+b+9=582 
utıroga == 


w 
> > 


[> ı 0 ⸗09 Zr Zr 0 


282. Es ift aber nicht nothmendig, daß die nie⸗ 
drigſte Zahl der Quadratwurzel gerade ein Einer fey; 
fie kann auch eine beliebige Decimalzahl ſeyn; es laſſen 
fich gleichwohl die bisherigen Schlüffe auf fie anwenden, 
und man kann von den gegebenen Formeln auch in biefem - 
Fall Gebrauch machen, wenn man nur die Drimunakert: 

- ponenten ber verfchiebenen Theile der Wurzel gehtüig rs 
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der Ordnung — 2 n feyn, dad Quadrat alfo noch ein: 
mal fo viel Decimalen als tie Wurzel enthalten. 

287. Se mehr Decimalen aber die Wurzel enthält, 
deſto näber fommt fie dem wahren Werthe ber Irratio⸗ 
nalzahl; denn wenn man ihre niebrigfte Zahl nur um 
eine Einheit vermehren wollte, fo würte ihr Quadrat 
fhon größer als tie Zahl feyn, von ber fie die Wurzel 
ausmachen fol. Folglich ift fie von der wahren Wurzel 
um weniger als eine Einheit ihrer niedrigſten Zahl ver 
fhieden. Je niebriger alfo tie Ordnung von biefer if, 
defto Fleiner ift ber Werth der Einheit derfelben. 

Es darf und au nicht wundern, daß man bey Kiefer 
Rechnung einer gewiſſen Größe (der Irrationalzahl) zwar 
immer naher kommen, aber fie ſelbſt nie erreichen fönne. 
Die Matbematif bietet ung eine Menge ähnlicher Beyfpiele 
dar. Bas ber tiefem Fall befremdend fcheinen möchte, iſt, 
daß die Geometrie befanntlih Irrationalgrößen mit voll⸗ 
fommener Genauigfeit darzuftellen vermag. Woher fommt 
es alfo, dab die Arithmetik nit ein Gleiches au thun im 
Etante ift ? 

Der Grund hierton liegt darin, daß diefe benden Theile 
der Matbematik die Größen auf eine ganz verfihiedene Welfe 
Larftellen: die Arithmetik tbeilmeife, Die Geometrie im Gans 
zen. Erhebt man eine Wurzel auft Quadrat, fo bildet man 
mehrere Produkte, die zuſammengenommen dad Quadrat 
ausmachen. Man fere, die Wurzel beitehe nur aus 2 Theis 
len, fe find es 3 verſchiedene Protufte, die zuſammengenom⸗ 
men das Quadrat derſelben ausmachen. Es iſt alſo wohl 
begreiflich, wie es zugebe, daß, wenn einer Wurzel noch 
eine kleine Große zu ihrer Vollſtaͤndigkeit fehlt, jede Zahl, 
dje man ihr zufcgen mag, entweder zu fein oder zu groß 
auffalle. Tenn fie bildet, wenn die Wurzel quadrirt wird, 
IneuePreodufteronbeftimmter form, die freys 
Lich verbältnißmäßig nur felten fo zuſammen paſſen fönnen, : 
daß gerade Las verlangte Quadrat, weder mebr noch weni⸗ 
ger, daraus entjiche. — Tie Geometrie bingegen feßt ihr 
Quadrat nicht aus einzelnen Quadraten und Parallelogranıs 
men zujamıen, ſondern conſtevitt et ekıa fo im Ganzen, 

wie fie die Seite denſſelben 318 cin Sarıcd Tarkeit, Sera 
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kommt, dab feine Bahl an und für ſich ein Qundrat vors 


ſtellt, fordern fie ift ein Inbegriff von Einheiten; betrache 


ar 


ten wir fie aber ald das Quadrat einer andern Zahl, fo ift 
dieß ein befonderer Geſichtspunkt, unter welchen wir fie ftels 
len, der nicht nothwendig Zu ihr gehört. Es ift daher mit 
einer Zahl nicht sugleich ihre Wurgel ausgedrüdt. Hinge⸗ 
gen kann die Geometrie und fein Quadrat anders, als mit 
feinen Seiten zugleich darftellen; und diefe find als die Wurs 
zel deſſelben zu betrachten; daher iſt mit dem geometrifchen 
Quadrat zugleich die Wurzel deſſelben gegeben. Dan kann 


aber auch feine Seite eined geometriſchen Quadratd, fo wie , 


überhaupt feine Linie, an ſich eine Srrationalgröße nennen, 
fondern Mır im Verhaͤltniß zu einer andern fann fie als eine 
ſolche betrachtet: werden ; wenn nehmlich beyde fo befchaffen 
find, dab fie durch fein gemeinfchaftlichee Mack genau ge⸗ 
meſſen werden koͤnnen. Die Geometrie ſtellt alfo nicht ir⸗ 
rationale Größen felbft, fondern nur Größen, deren Vers 
hältniß gegen einander irrational ift, dar. 


288. In vielen Fällen laffen fih Rechnungen mit 


Strationalzahlen machen, ohne daß man fie felbft oder 


die ihnen genäherten Werthe nöthig hat, indem man fie 


bloß vermittelft des Wurzelzeichend andeutetz und nicht 
felten führen folche Rechnungen auf rationale Ausdruͤcke. 
Sitz. 

V2. V2 23 312.42 = %; v3. 
v2=v0.9=V3 = 6. 


VS: VSSI; W6:3V 6=3; vi8:yY 2 


=v (8:)=-vV9=3 

Diefes Verfahren rechtfertigt fich durch das, was oben 

(229 ff.) von der Multiplikation und Divifion der Poten⸗ 

zen von gleichen Erponenten gefagt ift. j 
Hiernach laſſen ſich leicht Rechnungen wie folgende 


machen: 


—— — — — ⸗ 


443V2 
4—3V2 
16F12V 2 
12V 2-18 
1-B=—2 
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2) Zu dem Reft ziehe man die folgende Zahl, 
der dritten Stelle, herunter, fo enthalten diefe zufan 
das Produkt 3 a?b, Man made daher 

3) das Quadrat des gefundenen erften Theils, 
tiplizire es mit 3 und dividire mit bem Produkt üı 
Zahl Nr. 2. Dadurch erhalt man den zweyten Thei! 
der Wurzel. Allein um zu ſehen, ob die gefundene 
auch genau .die gefuchte Cubikwurzel ausmacht, muß 

4) mit dem zweyten Zheil (b) der Wurzel die: 
mit welcher man bividirt hat, multipliziren, und das 
dukt von der Zahl, in welche dividirt worden ift, abzie 

5) Zu dem Reft wird die Zahl aus der zmeyten S 
heruntergezogen; dieß gibt Die Zahl, welche bas t 
Produkt (3ab?) enthält. Man mache daher 

6) das Quadrat des zweyten Theils der Cubikr 
zel, multiplizire es mit dem erften Theil und Das Pro 
hinwiederum mit 3, und ziehe dieſes letztre Produkt 
der Zahl in Nr. 5. ab. 

. 7) Zu dem Reſt laſſe man die legte Zahl bern 
fleigen; dadurch erhält man bie Zahl, in welcher 
Würfel des zweyten Theils (b°) fledt. Man erhebe 

8) den zweyten Theil der Wurzel auf den Wi 
und ziehe ihn von der Zahl. in Nr. 7. ab, Geht « 
ohne Reft auf, fo ift die gefundene Zahl genau bie 
ſuchte Cubikwurzel. 

3. B. 
3 ab 
v195112=58 
- ad =125..- 
302 = 75| 701 
3a°b = 600 





0 
3 ab? = 9 
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295. Eine breyziffrige Zahl laͤßt ſich durch a -+- b 
c darftellen, und um die Produkte ihres Würfels zu . 
den, zertheile man fie in zwey Theile (a + b) + c. 
dann ift der Würfel’ nach- der vorigen Formel 
(a +5) +3(@+b)? cH3@+b)er+ cr. 
f man in diefem Ausdrud das erſte Glied (a+b)3 
iter auf, fo erhält man 

( 4640 * = a2 4 3 a2b 4 3 ab? 4 b2 

+3 (a+b)? c+3 (a-Fb)c?-+c3, 

tommen hier alſo zu dem Wuͤrfel der zweyziffrigen 
ihl noch die drey Produkte hinzu, die in der zwey⸗ 
ı Reihe ſtehen. Iſt nun a von der zweyten Dtbnung, 
ift a® von der fechiten, und fängt daher in der fies 
:nten Stelle an. Ein jedes der folgenden Produkte 
er fängt immer eine Stelle tiefer als dad vorhergehende 
;, und fo läßt fich nach diefer Formel das Verfahren, 
8 man zur Ausziehung einer dreyziffrigen Wurzel an: 
enden muß, vollſtaͤndig erläutern. 


Es findet fich auch leicht, daß Zahlen von 7, 8 ober 
Ziffern eine dreyziffrige Wurzel haben müffen. | 
296. Sekt man diefe Betrachtungen für Wurzeln 
n4, 5, 6, ı. Ziffern fort, fo gelangt man leicht zu 

? allgemeinen Formel: 
+b+c+dtetf+.. = Be 
342b + . 3ab? —+b3 
43@H)? 04 Kubi her 
+3@+b+024 . + 3atb49a Has 
+3@+b-+ctä)?e + 3atb+ctd)er es | 
Hacb+c4Hdte)?E + 3@+b+c+d+ePr +0 
etc. etc. 
297.. Nach diefer Sormel befteht der Mürfel einer 
weyziffrigen Zahl aus 4 (d. i. 3. 2 — 2) Modvkxot 


iner dreyiffrigen aus7 (oder 3. 3 — V Pravukin, 
ties Mathematik 6, Auf. & 
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einer vierziffrigen aus. 10 (oder 3. A— BD Prob 
Woraus man leicht die allgemeine Kegel zieht, 
- Zahl von n Ziffern in ihrem Birfel 3n — 2! 
enthält. Von diefen fängt das höchfte in der (3 n 
Stelle an, und jedes der folgenden immer ein 
tiefer, als ‚das vorhergehende, Folglich muß 
Würfel einer Zahl von n Ziffern wenigftend 3 
Ziffern enthalten; und da der Würfel des erfte 
(a?) hoͤchſtens aus drey Ziffern beftehen kann, 
die Anzahl der Ziffern des ganzen Würfelö nicht 3 
ſteigen. 

Die Ausziehung einer Cabitwurzel von mehr 
Ziffern geſchieht auf eine aͤhnliche Art, wie die eir 
ziffrigen Wurzel, und kann daher leicht nach der obi 
ſchrift (294.), mit Hülfe der allgemeinen Formel (29 

geführt werden. 
' abcd 
3.8. V08867482624 =4624 


a3 —64 
... 0 oo 0 0 eo 


3a2—= 481348... 2... 


d 

342 6 = 288. B88 2 

6 06....... 

eb - 432....... 
1747. . 

® Zis 216...... 
3(a-4+b)? = 6348115.314..... 
3@4+b)?c — 126096. . 
| 26. 8. .. 

3 (a 4 B) eꝛ — 552 
26636.. 

co? ⸗ 8... 

Ha-Hb-}c)® — 64033225 6354-6. . 
abe)? d = 2561328.. 
22182. 

satrbrädi—= 22176. 
6: 


d= 64 


ID 
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298. Es iſt auch hier nicht noͤthig, daß dien Zif⸗ 
fern der Eubifwurzel lauter Theile einer ganzen Zahl aus⸗ 
drüden ; vielmehr koͤnnen einige derfelben oder alle einem 
Decimalbruch zugehören. Dadurch wird im Wefentlichen 
nichts geändert; nur die abfolute Ordnung der Probdufte 
ändert fich, die relative aber, in welcher fie auf einander. 
folgen, bleibt ungeaͤndert. 

299. Bleibt nach ausgezogener Wurzel noch ein 
Reft übrig, fo ift Die gefundene Wurzel nicht genau bie 

Cubikwurzel der gegebenen Zahl, fondern diefer Zahl we: 
4 niger dem Reſt. Alddann ift es eben fo wenig möglich, 
als bey dem ähnlichen Fall der Duadratzahlen (283), den 
noch fehlenden Theil der Wurzel durch irgend einen Bruch 
genau auszudruͤcken; fondern man muß ſich begnügen, 
dem Werth diefer Größe durch einen Decimalbrudy fo na⸗ 
be zu fommen, ald.man will. Dergleihen Wurzeln 
werden ebenfalls unter dem Namen der Strationals 
; zahlen begriffen, oder heißen auch irrationale Cu— 
bikwurzeln. 
300. Man kann den Beweis, daß ſolche Wurzeln 
ſich durch keinen Bruch genau ausdruͤcken laſſen, auf 
aͤhnliche Art, wie bey den irrationalen Quadratwurzeln, 


fuͤhren. Man fege nehmlich eine Wurzel =a-t * 
2 
ſo iſt der Wuͤrfel davon = a? + 322 — + 3a —* 4 


n3 _ 3an n nꝰ 
ma +- — .(a + — Hiervon iſt das 
mittlere Produkt = an . nl Iſt diefes eine 


ganze sah, fo bleibt für den ganzen Würfel noch der 


— 2 


.,. 


Bud) — z übrig, welcher nie eine ganze Zahl werden 


| kann. Und ift e8 feine ganze al, fo ſey 8 —=b x Z 
82 | 


/ 
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ober—b +5: wo dieſe Brüche eigentliche Bruͤ— 


che ausdruͤcken. Alsdann fehlt ihnen zu ihrer Ergänzung 
ein anderer, deffen Nenner ebenfalld entweder na oder m? 


iſt. Mein der Bruch 7, 1äßt fi nicht auf biefe Nen⸗ 
ner ver Dinge, folglich Fönnen auch 4 F oder + 


— kein Ganzes ausmachen. 


1. Um den Decimalbruch zu finden, durch welchen man 
ſich dem Werth einer irrationalen Cubikwurzel nähert, ver: 
fahrt man auf ähnliche Art, wie bey-der Ausziehung einer 
irrationalen Quadratwurzel. Man hängt nehmlich der Eus 
bikzahl Nullen an, die man ald Decimalzahlen betrachten 
fann, und behandelt diefe bey der Ausziehung wie andere 
Theile der Cubikzahl. Auf jede Decimalzahl der Wurzel 
aber muß man drey Nullen im Würfel rechnen. Denn wem 
die niedrigfte Zahl einer Cubikwurzel von der —nten Ord⸗ 
nung ift, fo ift die niedrigfte Zahl ihres Würfeld von der 
—Znten Ordnung. Folglich enthält der Würfel dreymal ſo 
viel Decimalzahlen als die Wurzel. 

2. So wie die Quadratzahlen zwey Wurzeln haben, 
eine poſitive und eine negative (289), ſo hat eigentlich jede 
Cubikzahl drey Wurzeln; zwey derfelben aber enthalten 
fogenannte unmöglihe Größen, von welchen weiter uns 

- ten (304. ff.) die Rede ift. Das bisher Gefagte betrifft nur die 
* Ausziehung der möglichen Wurzeln; zur Auffindung der ans 
dern wird die Auflöfung quadratifcher Öleichungen erfordert. 
301. Es fält in die Augen, daß die Audziehung 

einer Cubikwurzel weitläuftiger und mühfamer, als die 
einer Quadratwurzel ift, da der Würfel einer Zahl aus 
mehrern Produkten, ald das Quadrat derfelben zufams 
mengefegt if. Wollte man num die Wurzeln höherer Pos 
tenzen, 3. B. des Biquadratd, auf einem ähnlichen Wege 
ausziehen, fo würde bad Verfahren noch weitläuftiger und 
befchwerlicher werden. Doch fieht man aus dem Bishes 


rigen leicht, wie man die Sache anzunreiien Hätte, Man 
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müßte nehmlid a b auf das Biquadrat oder auf. eine 
, Potenz von demfelben Grade erheben, von welchem bie 
Zahl ift, aus der die Wurzel gezogen werden fell, um 
die Produkte zu finden, aus denen eine ſolche Potenz zus 
fammengefegt iſt. Zerner müßte man vermittelft der 
Drdnungserponenten die Stellen beftimmen, in welchen 
ein jebes Produft anfinge; und endlich müßte man fich 
eine Beine Tabelle der Einer nebft ihren Potenzen ‘von 
dem nehmlichen Grade verfchaffen. Mit diefen Hulfs- 
mitteln ließe fi) die Wurzel finden. 

Allein man kann diefer weitläuftigen Methode um fo eher 
überhoben feyn, da die Mathematik uns in den Logariths 
men, bon denen weiter unten gehandelt wird, ein beques 
mere® und allgemeines Mittel zur Ausziehung der Wurzeln 
aus Potenzen von jedem Grade darbietet. ' 


"ERRERE 8" 





302. Eine befondere Betrachtung verdient noch die 
‚ Trage, in wie fern das eben erläuterte Verfahren zur 
Ausziehung einer Wurzel in dem Falle anwendbar fey, 
daß die Zahl, aus welcher die Wurzel gezogen werden 
fol, negativ fey: 

303. Es ift fchon oben (199.) gezeigt worden, daß 
nur biejenigen Potenzen negativ werden können, die ei⸗ 
ne negative Wurzel und einen ungeraden 
Erponenten haben, 4. B. die 3te, Ste, 7te Potenz 
itgend einer negativen Zahl. Iſt alfo die Cubikwur⸗ 
zel aus einer negativen Zahl zu ziehen, fo muß auch die 
Wurzel negativ feyn. Diefe wird aber auf eben die Art, 

wie eine pofitive gefunden. Denn man feße, fie fey — 
:)-Q@a+b, ſo iſt — a@+bP —— (a +3 ab 
ı +3 ab? + b®), Folglich befteht die negative Poten; 
aus denfelben Produkten, aus welchen die pofitive be: 
fieht, mit dem. einzigen Unterfchiede, daß fie insgefammt 
negativ find. Und wie es in diefer Ruͤckſicht mit Tem 
Bürfel einer zweptheiligen Wurzel beſchaffen 





5 
e 
d 
7 
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ed auch mit dem Würfel eifier mehr. ald zmentheiligen 


Wurzel. Man kann alfo bey der Ausziehung ber Cubik⸗ 
wurzel aus einer negativen Zahl eben fo verfahren, ald 
ob fie pofitiv wäre, muß aber am Ende die Wurzel nes 
g. ativ ſetzen. 

Daſſelbe gilt auch von der Aueziehung anderer Wurzeln 


aus negativen Zahlen, wenn die Erponenten ungerade Zah⸗ 
len ſind. 


304. Wenn aber ein Quadrat als negatiov bes 
trachtet wird, ſo laͤßt ſich gar keine Zahl als Quadrat⸗ 


wurzel davon angeben. Denn jede ſowohl poſitive, als 


negative Zahl gibt ein poſitives Quadrat; folglich kann 
die Quadratwurzel einer negativen Zahl weder poſitiv, 
noch negativ feyn. Sie ift daher überhaupt als etwas 
unmögliches anzufehen, und wird auch mit dem Na: 
men einer unmöglichen, oder eingebildeten (imas 
sinären) Größe bezeichnet. . 

3.8 


Y —4 ift weder + 2 noch —2; denn beydes gibt 
im —8 +4. Man kann alfoy —4 durch keine Zahl 


ausdruͤcken, oder auch nur der dadurch bezeichneten Groͤße 


nahe kommen. 
305. Unmoͤgliche Groͤßen duͤrfen nicht mit Irratio⸗ 
nalzahlen verwechſelt werden. Die letztern dräden Groͤ⸗ 


ßen aus, die man zwar durch Zahlen nicht vollkommen, 


aber doch beynahe genau darſtellen kann; den erſtern hin⸗ 
gegen kann man auf keine Weiſe auch nur nahe kommen. 
So wie die Quadratwurzeln aus negativen Zahlen uns 
möglich find, fo find es auch die Biquadratwurzeln, und 
: überhaupt alle Wurzeln, deren Erponenten gerade Zahlen find. 


306. Wenn gleich die unmöglichen Größen an fi 
durch Feine Zahlen dargeftellt werden koͤnnen, fo laffen 
fie fid) doc in den Rechnungen gebrauchen und führen 
oft auf Refultate, die ganz oder zum Theil aus moͤgli⸗ 

hen Größen beſtehen. Diefe Rechnungen find den obens 
angeführten mit Irrationalzahlen ähnlich (288.). 


Z.B.VYr Av AA iſt — HIV IV Sa 


iſt — —2. 6 — —-12; 12 V A: dy Am. 


.— 
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Bepfpiele zufammengefeßterer Art geben folgende &reins 
pel der Muttiplilation und Divifion: 








44 31V —2 
J 4— 3942 
iV—2 
— 1Y —2+ 18. 
16 + 18 = 3. 
- 6 27 —3 
9— 3V — 3 
5 is — 3 
_ 18V —3 + 18 
+18 = 72 \ 
-1+V.-3 
-aitvV =3__ 
1-VY- 
-V -3—3 


2 FIIV hen V 
Wird’ dieſes Produkt wieder mit - 1 + WW — 3 mul 
tiplizirt, fo erhält man den Wuͤrfel dieſer Zahl, nehmlich: 


22-2V—-3 

214 28 

+2+27—-3 * 
Tr zer 

+2 


Es iſt alſ —ıt+V—3 eint der unmöglahen Eubit- 
Wurzeln von 8. (300, 2.) 


2 v2 + V —-3 

8s— Y —2— iv —3 
ar 2 rar —3 

— Ur —2 2-2. vYV-3 

\ EV —3 #1 —-2.V -3+72 
6 — V — 2 — 12472 = 16— Zi 


‘+ wW-i- w -2. 

23 YV—-i1- v-2_ 

stivr -1i- Y-?2 

— ⸗ —1 +3-+-4v t.vy —2 
vr —- 2 — —1VY 2-3 

——— —— —. 
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24-9 at w—5s5+an|12 v5 





IV — 25V —3 


—⸗ 





— 24 — 149 —-æ2. V —3 
-A- VW —2V-3 
— r— 2. -3—- 1%. 


II 


Aus diefen Beyſpielen zeigt ſich auch, wie man dergleichen Groͤßen addiren und ſubtrahiren koͤnne. 


Zehnter Abfchnitt. 
Bon den Verbältniffen. 





307. Der Begriff eines Verhaͤltniſſes ift ein fo viel - 
umfaflender und bey der Verfnüpfung zweyer Zahlen fo 
häufig entflehender Begriff, daß fchon die erften vier 
Specied uns auf ihn führen, und.zum Theil auf ihm bes 
ruhen. Hier fol alfo nicht ſowohl die erfle Erwähnung 
von ihm gefchehen, als vielmehr eine genauere Entwides 
lung deſſelben, und eine Erläuterung der insbefondere 
auf ihn gegründeten Rechnungen gegeben werden. 

308: So wie der Begriff eines Verhältniffes. über: 
haupt eine gewiffe Beziehung zweyer Dinge gegen ein: 
ander anzeigt, fo brüdt er auch in ber Arithmetik eine ges 
wifle Beziehung, in welcher zwey Zahlen gegen einander 
gebacht werben follen, aus. Diefe Beziehung‘ betrifft 
die Entflehungsart der einen Zahl auß der 

; andern. 

| 309. Man Eann fich vorftellen, eine Zahl entftehe 
dadurch aus der andern, daß man noch irgend eine Zahl 
— eine ganze ober gebrochene, pofitive oder negative — 
zu diefer hinzuaddirt; oder auch dadurch, daß man 
diefe mit irgend einer Zahl multiplizirt. Im erften 
Gall wird jede Zahl ald ein Aggregat von Einheiten oder 
deren Theilen betrachtet; im zweyten wird. die eine Zahl 
ohne Rücficht auf die Menge ihrer Einheiten als ein Gans 
zes angefehen, und unmittelbar zum Maaßſtabe für die 
andere genommen. 

310. Hieraus entfpringt eine doppelte Axt von Ver: 

haͤltniß: bie eine drüdt das Entfichen einer Zahl nd Ürt 


u‘ 
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andern durch das Hinzukommen oder Abgehen einer ges 
wiffen Menge von Einheiten oder Theilen berfelben aus; 
die andere ftellt die eine Zahl als ein Vielfaches der ans 
dern felbft oder als einen Theil von ihr dar, Jene heißt 
das arithmetifche, diefe bad geometrifhe Ver 
haͤltniß. | ’ 
311. Die beyden Zahlen, welche in ein Verhälts 
niß gegen einander gefeßt werben, heißen Glieder bes 
Berhältniffes (termini rationis); und ziwar wird 
die erftere dad Vorderglied (term. antecedens), 
und die leßtere das Hinterglieb (term. consequens) 
genannt. 

312. Zieht man das eine Glied eines arithmetiſchen 
Verhaͤltniſſes von dem andern ab, fo gibt der Unter⸗ 
ſchied die Größe, welche man zu jenem hinzuthun muß, 
um dieſes zu erhalten. 

313. Bey dem geometriſchen Verhaͤltniß muß. man 
mit dem einen Öliede in dad andere Dividiren, wenn 
man biejenige Zahl erhalten will, mit welcher man jenes 
multipliziren muß, um dieſes hervorzubringen. Dan 
nennt fie den Namen oder Erponenten des Vers 
baltniffes (nomen 8. exponens rationis). 

314. Arithmetiſche Verhältniffe find einander 
gleich," wenn die Unterfchiede ihrer Glieder; und geo⸗ 
mettifche, wenn ihre Erponenten gleich find. 

315., Zwey gleiche arithmetifche Verhältniffe ma⸗ 
- then eine arithmetiſche Proportion (proportio 
arithmet.), und zwey gleiche geometrifche Verhältniffe 
eine geometrifheProportion (proportio geom.). 

316. Die Verhältniffe der erftern werben mit dem 
Subtractiongzeichen, Die Berhältniffe der legtern mit dem 
Divifionszeichen bezeichnet, wovon der Grund aus dem 
eben Sefagten (312 |.) exhelex. 1.%. 
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a—b=c — d (arithmet. Proport;) 
a: b=c : d (geometr. Proport:). 
Sonſt hat man die arithmetiſche Proportion auf fol⸗ 
gende Art bezeichnet: 
ab. c.d 
und die geometrifche wird noch jeßt von vielen ‚ beſonders 
Auslaͤndern, ſo geſthrichen⸗ 
.b::c.d 


317. Das erfte und dritte Glied einer Proportion 
heißen die Vorberglieder, und das zweyte und vierte bie 
Hinterglieder derſelben; weil jene die Vorder= und diefe 
die Hinterglieder der einzelnen Berhältniffe find, 
aus denen die Porportion befteht. Auch nennt ‚man ba8 
erſte und vierte die Außern, und das zweyte und britte 
die mittlern Glieder ber Proportion 

318. Sind die mittlern Glieder einer Proportion 
ungleich, fo heißt die Proportion eine unterbroche⸗ 
ne ober abgefonderte (proportio discreta); find 
fie einander. gleich, ſo heißt ſi ſie eine ſtetige (con- 
tinua). 


Bon der arithmetifchen Proportion insbe 
fondere. i 


319. In einer arithmetifhen Propor— 
tion iſt Die Summe ber beyden aͤußern Glie— 
ber ber Summe der beyden mittlern gleich. 

"Am diefen Sag in feiner Allgemeinheit zu beweifen, 
drüce man die arithmetifche Proportion fo durch Bud: 
flaben aus, baß die Gleichheit ihrer Verhaͤltniſſe deutlich 

bemerkt werde, auf folgende Art: 
a+d4)—a=b+N)—b. 

Hier ift die Summe, der äußern Glieber = (a + d) 
‘+ b; und die Summe ber mittlen — a I& x a 
weiches eben fo viel ift. 
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Eine fletige. Proportion koͤnnte man ausdruͤcken durch 
ty —a=a—(a td), 

wo die Summe der beyden dußern- Glieder — 2 iſt, 

man mag bie obern oder die untern Vorzeichen von d 

nehmen. Eben fo groß ift aber auch die Summe der 

mittlern Glieder. | 

3%. Wenn, umgefehrt, vier Zahlen fo befchaffen 
find, daß die Summe zweyer derfelben der Summe ber 

beyden andern gleich ift, fo bilden fie eine arichmetifche 
Proportion, wofern fie fo geordnet werden, daß die Zah⸗ 
len der einen Summe die dußern, und die der andern die 
mittlern Glieder der Proportion ausmachen. 

Danefyatd=b+tc;fpituhatd 
— b=c(45. a); ingleihena— b=c—d, wels 
ches eben die Proportion barftellt. 

WMan kann es alfo als ein Zeichen der Nichtigkeit einer 
arithmetiſchen Proportion anſehen, wenn die Summe der 
: äußern Glieder der Summe der mittlern gleich iſt. 

321. Hieraus ergibt fih, wie man zu dreyges 
gebenen Sliedern einer unterbrochenen Pros 
portion das vierte, und zu den beyden du= 
Berneiner fletigen das mittlere finden koͤnne. 

322. Es fey nehmlich a—b—=c—x, wo x das 
unbekannte Glied bedeute, fo it a+ x=b+c (319. ) " 
Folglih x — 640) — a "a 

- Auf ähnliche Weife verfährt man, wenn x ein win—⸗ 
leres Glied vorſtellt oder uͤberhaupt eine andere Stelle 

einnimmt. 

33. Ferner fya—x—=x—b,fifa-tb 
=xtx=2x Fliditx=(a+b):2. + 

1. In diefem Salt heißt x dad arithmetifhe Mit- 
tel zwifchen a und b. 

2. Aus beyden allgemeinen Ausdrüden für x laſſen fi 
leicht die bekannten Regeln zur Auflöfung der Aufgabe abs» 


* 
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3. Unter dem Ausdrud aritbmetifhes Mittel 
verfteht man häufig aud eine mittlere Zahl zwiſchen meh⸗ 
rern andern ; die dadurch gefunden wird, daß man die feßs 
tern sufammen&ddirt, und ihre Summe durch die Anzahl 
der Glieder dividirt. 

4. Wollte man zu dem gegebenen mittlern Gliede die 
beyden äußern fuchen, fo kaͤme es darauf an, zivey Zahlen 
zu erhalten, deren Summe noch einmalfo groß, ale 
das mittlere Glied ware. Dieb fonnte Auf unzählige Weife 
gefchehen. Denn ift die eine Zahl = a, fu ift die andere 
= 2x — a. 

324. Wenn die Vorderglieder einer arithmetiſchen 
Proportion einander gleich ſind, ſo ſind es auch die Hin⸗ 
terglieder. 

Denn es ſey à — b a — e, ſo iſt a4 c=b 
ta; und auf beyben Seiten a abgezogen, bleibt übrig‘ 
c= . 

Eben fo folgt auch, daß, wenn bie Hinterglieber 
- gleich find, es auch die Vorderglieder feyn muͤſſen. 

- Wenn alfo zwey Größen zu .einer dritten oder zu 
zwey gleichen Größen einerley Verhältniß haben, fo find 
fie einander gleich.‘ 

325. Umgekehrt, wenn zwey Groͤßen gleich find, 
ſo haben ſie zu einer dritten oder zu zwey gleichen Groͤ⸗ 
Ben einerley arithmetiſches Verhaͤltniß. 

326. Wenn man zu beyden Gliedern des einen 
Verhaͤltniſſes einer arithmetiſchen Proportion einerley 
Groͤße addirt oder davon ſubtrahirt, ſo wird ihr Verhaͤlt⸗ 
niß dadurch nicht geaͤndert, folglich die Proportion nicht 
aufgehoben. | 

Denn e fya—b—=c—d, fo ift au) (a+g) 
— (b+g)=c—d, Denn zieht man b+gvonatg 
ab, fo hebt ſich g gegen g und der Unterfchied bleibt im: 
mer a— b. Folglich bleibt das Verhaͤltniß ungeännert, 
und bie le&tre Proportion der erſtern gleich. 
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drey gegebenen Gliedern einer unterbrochenen Proportion 
das vierte, und zu zweyen einer ſtetigen die mittle⸗ 
te Progortionalzahl finden koͤnne. 

Es ſey nehmlich a:b=c:x, ſo ie ax — bc;. 


folglich x = =, 
Sngleichen fya:x—x:b, ſo iſt x2 % folg: 
lich x V (ab). 

1. Nach dieſen allgemeinen Ausdruͤcken kann man leicht 
die Regeln ſelbſt in Worte faſſen. 

2. Zu einer gegebenen suittlern Proportionalzapt laſſen 
ſich unzählige außere Glieder finden. Denn es kommt nur - 
darauf an, dab das Produkt der beyden Bahlen dem Quas 
drat der mittlern gleich fey. ft daher die eine — a, fo 
muß die andere = x? 3 a feyn. CVergl. 323, 4.). | 

333. Eine Anwendung: der allgemeinen Aufgabe: 
zu drey gegebenen Gliedern .einer geometrifchen Propors 
tion dad vierte zu finden, ift die Regel de tri, eine 
der nusbarften Rechnungsarten der praßtifchen Rechen⸗ 
fun 

ie Benennung diefer Rechnungsͤart ift wohl aus dem 
Italieniſchen: regola de’ tre (nehml. termini) abzuleiten, 

334. Sn der Regel de tri beftehen die Glieder aus 
benannten Zahlen. Ein geometrifches Verhältniß 
benannter Zahlen aber kann nur zwifchen Größen-von 
einerley Art flatt finden, weil das eine Glied als ents 
flanden aus dem andern gedacht werden fol, Der Erpos 
nent hingegen ift unbenannt; daher Verhältniffe, deren 
jedes aus einer andern Art von Größe befteht, einander 
gleich feyn Finnen. Z. B. 4 Rthlr.: 12 Rthlt. —5 RB: 
15 3b. 

335. In einer Rechnung der Regel de tri koͤnnen 
daher nur zweyerley Arten von Groͤßen vorkommen, von 
welchen die eine in dem erſten, und die andere in dem 

äwepten } enthalten it. Da nun ein Glieh de. 
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‚. einen Verhältniffes gefucht werben fol, fo muß das ges 


fuchte mit dein einen gegebenen von einerley Art, und bie 
andern beyden müflen wiederum von einerley Art feyn, 


536. Es ift nicht gleichgültig, von welcher Befchafe 
fenheit die verfchiedenartigen Größen der beyden Verhälts 
niffe find. Da die Kegel be tri nicht bloß eine mathe⸗ 
matifch richtige Proportion darftellen, fondern das, was 
durch fie gefunden wird, auch mit der Wirklichkeit übers 
änflimmen fol, fo müffen die verfchiebenartigen Größen 

in einer folchen Berbindung mit einander ftehen, daß dag 
Berhältniß der einen Art durch das Verhaͤltniß der andern 
beſtimmt wird. 


1. Es iſt nicht Sache der Mathematik, anzugeben, 
welche Arten von Gegenſtaͤnden die erforderliche Befchaffen« 
heit Haben, um die Regel de tri auf fie anıvenden zu koͤn⸗ 
nen; dazu find anderweitige Kenntriffe nothivendig. Die 
Art aber, wie verfchiedene Gegenftände einander beftiminen, 
fann verfchieden feyn: entweder nimmt die eine Art der 
Größe su oder ab, wenn die andere zus oder abnimmt, 
oder jene nimmt zu, wenn .diefe abnimmt, und umgefehrt. 


Im erſten Fall ſagt man, die Größen fichen im geras | 


den, im andern, fie ftehen im verfedrten oder umg es 
fehrten Berhältniß; und hiernach wird die Regel de, 
ti ſelbſt in die gerade und in die verkehrte (regula 
trioni direta es inversa) unterfchieden, je nachdem die vers 
(diedenartigen Größen in ihr in geradem oder verkehrtem 
Verhaͤltniß zu einander ſtehen. 


2. Es kann auch feyn, daß die eine Art von Größe zus 
oder abnimmt, wenn die andere zu= oder abnimmt, aber 
nicht in demfelben, fondern in irgend einem andern Vers 
haltuiß 3. B. der Quadrate oder Würfel oder Quadrativurs 
zeln der Zus oder Abnahıne von diefer. Alsdann muß die 
Rechnung der Regel de tri diefen Erfordernifien gemäß eins 
gerichtet werden. Dder ed kann das Verhältniß auch fo bes 
ſchaffen ‚feyn, dab die Negel de tri gar nicht darauf anwend⸗ 


. bar ift. Alles diefes muß durch Heberlegung und Durch Kranke 


niß Der Gade in jedem Fall befonders befkimmt werden. 
Fried Mathematik 6. Aufl. LT 


- 
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337. Bey dem Anſatz oder der Anordnung der 
Glieder einer Rechnung der Regel de tri pflegt man fo zu 
verfahren, daß das fehlende Glied auf die vierte Stell 
der Proportion gerechnet wird. Es wird daher gefunden, 
wenn man dad zweyte und brifte Glied zw 
ſammen multiplizirt, und das Produft durd 
das erfte dividirt, wovon ber Grund aus $. 332. 
erhellet. ‘ . 
338. Es ift aber nicht einerley, in welcher Ord⸗ 
nung die drey erſten Glieder zu ſtehen kommen. Um fie. 
N richtig zuordnen, feße man zuerft diejenige Größe in bie 
dritte Stelle,‘ welche mit der gefuchten von einerley Art 
if. Dann.überlege man, nach dem Zuſammenhange der 
ganzen Aufgabe, ob das vierte Glied größer oder klei⸗ 
ner werden muß, ald das dritte — welches allemal im 
Voraus beftimmt werden kann — und hiernach fege man - 

auch das größere oder Fleinere der noch uͤbrigen ‚beyben 
, zufammengehörigen (d. i. ‚gleichartigen) Größen in bie * 
zweyte, und folglich die lleinere oder größere in die erſte % 
Stelle. - 
4. Wenn mehr als drey Groͤßen in einer Aufgabe der 
Regel de tri gegeben ſind, ſo muͤſſen diejenigen von ihnen 
s in der Rechnung wegbteiben, welche auf die gefuchte Größe: - 
feinen Einfluß haben, welches ebenfalls durch eigige Ueber⸗ | 





U. :r A | > ie 


we 


legung leicht gefunden wird. 

2. Beſtehen die beuden erften Glieder, oder auch nur ” 
eines derfelben, aus mehrern Theilen, 3. B. Thalern, Gros 
fhen und Pfennigen, oder haben fie ungleiche Berleiinuns : 
gen, fo müflen beyde auf eine einzige und gleidhe 
Benennung gebracht werden, damit die Zahlen der Glieder 
daſſelbe Verhältniß ausdrücken, welches die durch fie bezeich⸗ 
neten Größen gu eindnder haben. Alsdann aber fommt die 
Benennung der Glieder in der Rechnung feldft weiter nicht 
in Betrachtung, fo wenig als die abfolute Größe der Zah⸗ 
len ſelbſt. Man kann daher die letztern, der Richtigkeit 
der Rechnung unbeſchadet, verändern — indem man fie mit 

einerley Zahl multipligiet oder diotdiet — wanern wor he 


um: 
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Verhaͤltniß unverändert bleibt. Sie find alfo in der Rech⸗ 
. nung ald unbenannte Zahlen zu betrachten; und fo fällt die 
ſcheinbare Ungereimtheit weg, als ob in der Regel de tri 
benanute Zahlen, und noch dazu von verſchiedener Art, zu⸗ 
ſammen multiplizirt wuͤrden. 

3. So wie inan das erſte und zweyte Glied durch eine 
Divifion mit einerley Zahl in manchen Zällen verkleinern, 
und fich. Dadurch die Nechnung erleichtern kann, ſo ift es 
auch geſtattet, das erſte und Dritte Glied gegen einander 
in heben oder mit einerley Zahl zu dividiren. Denn dax— ' 


_ a (332.), ſo! laͤßt ſich a a ſowohl gegen b ald gegen c aufs 
heben. 

4. Wenn dad dritte Glied aus mehrern Theilen be⸗ 
ſteht, fo iſt es nicht noͤthig, dieſe auf eine einzige Benen⸗ 
nung zu bringen, ſondern man kann jeden Theil mit dem 
zweyten Gliede multipliziren, und in das Produkt, nach 
gehoͤriger Reduktion der verſchiedenen Theile, mit dem erſten 
Gliede dividiren, wie bey einer Diviſion in benannten Zah⸗ 
len, wobey der Diviſor unbenannt iſt. Dadurch erhaͤlt man 
das vierte Glied gleich in denſelben Arten von Groͤßen aus⸗ 
gedruͤckt, aus welchen das dritte beſteht. 

Ein mehreres über die Regel de tri ſ. in meiner Ans 
weif. 3. Rechenk. 5.228 ff. 

.339. Wenn die Vorderglieder einer geometrifchen 
Proportion einander gleich find, fo find es auch die Hin⸗ 
terglieder. 

Denn es fya:b=a:c, ſo iſt ac ab, folge 
lich auch c=b. 

Auf eben dieſe Weiſe ergibt fich ,\ daß, wenn die 
Hinterglieder gleich ſind, es auch die Vorderglieder ſeyn 
müſſen; ingleichen, daß, wenn die Glieder des einen 
Verhaͤltniſſes einander gleich ſind, es auch die Glieder 
des. andern find. 


340. Der vorhergehende Sat läßt ſich auch fo aus» 


drüden: wenn zwey Örößen zu einer dritten oder zu zwey 


gleichen Größen einerley Verhältnig haben, fo kn ir 
einander glei). | 
? 2. 


x 
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341. Umgekehrt alfo, wenn zwey Groͤßen einan⸗ 
der gleich find, fo haben fie gu einer dritten oder zu zuch 
andern gleichen Größen einerley geometriſches Verhaͤltniß. 

342. Aus einer geometrifchen Proportion laſſen ſich 
eine Menge anderer herleiten, Die zum Theil der urfprüngs : 
lichen gleich find, d. h. deren Berhältniffe: einerley Er⸗ { 
ponenten mit den Verhältniffen jener habenz zum a | 
von ihr verfchieden find. 

Ey. B.a:b=c:d, ſo iſt 

1)b:a=d:c. Denn es bleibt. be = ad; fl. 
lich ift die Proportion richtig (330... 


9)ma:mb=c:d. Denn ber Bruch— 8* iſt = 1 


nn. ni 


= (61.) und da = Fit, ſo iſt Tiere e 
folglich ma;mb=c:d f 





b - gen h 

9 5: 486 d. Der Bruch — iſt — — ; 

b: 4 

(61.). Es iſt alſo — —43 boigich (: m): (bin) 2 
=c: d oder — Fi d. 2 
4)a:c=b:d. Denn da abe, {of 

auch ar c=b :d (330.): 

5)(atb):(cctd)=a:c=bt: d.. Denn da 


ad=beif, ſo iſt auch aAat+bd=bcH+bd, d. i. 
(atb)d=(c#+d)b; folglich (a+b): 49: 
— b:,d (330) =a:c Nr 4). | 
Hieraus folgt auh, daß (a-Fb): (e 4 d= 
(a—b):(c— d) ifl. 
late): bEy=arb=e: de Dem es 
iſt auch adat+cd=beHtcd, d. i. (aꝓ) d4 (b-chcʒ 
folglich (a Pc): (bEId)=c:d 330) = at ıb- 
nach der urfpränglichen Kroparün. N 


N 
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- Bon-biefen Proportionen: ift die zweyte, dritte und fech- 
fie der urfpsünglichen gleich; man kann daher in ihnen auch 
katt des Verhältniffes ce : d das Verhaͤltniß a: b ſetzen. 

343. Wenn in zwey Proportionen drey Ölieder von 
derfelben Ordnung einander gleich find, fo muß auch dag 
vierte Glied. in beyden gleich Tem. 3. B. es ſey 


a:b=c:d 


folglich iz p. 
344. Wenn zwey Proportionen einander gleich find, 
fo laͤßt fi ch aus ihnen eine einzige zuſammenfetzen, in⸗ 
dem man die Glieder von gleicher Orbnung zufammens 
iddirt. 

Es ſey a: ma b : mb 

und c: mc = d : md 
oiftaub(a-+c):(ma+me)=(b-+ d):(mb-+ md) 
ober(a-+rc): m (a +c)=(b-+d):m (b+d). 

Bey diefer legtern Art, die Proportion zu fehreiben, 
aͤllt die Richtigkeit berfelben- in-die Augen. Man fieht 
ud, daß der Erponent der zufammengefegten Proporz 
ion derſelbe ift, den bie einzelnen Proportionen haben. 

1. Auf eben diefe Weife Laffen ſich auch mehr ald zwey 
Proportionen zufammenfeßen. 

2. Es ließe ſich auch aus folchen Proportionen durch 
Zubtrahiren der Glieder von gleicher Ordnung eine neue 
Proportion herausbringen. 

345. Wenn in zwey Proportionen zwey Verhaͤlt⸗ 
iiſſe einander gleich find, fo find ed auch die andern beys 
von, and machen folglich zufammen wieber eine Mros 
portton. 
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 &fyarb=c:d. 
| wmdarh=e;:f | 
ingleihen ayvb=a:b’ 
pftube:d=e:f 


Denn. es it — 38433 alfo auf) 9: d=. 
e:f. | | 


Anftatt des Verhältniffes a: b’ in der zweyten Pro- - 
Portion, kann auch das Verhältnig a : b felbft gefest, 
und der Sag fo auögedrüdt werden: Wenn zwey Ver⸗ 

haͤltniſſe einem dritten oder zweyen gleichen gleich find, | 
fo find fie unter einander felbft gleich. A 


346: Aus zwey und mehrern Proportionen Läßt 
fi jederzeit eine neue Proportion zufammöenfegen, wenn 
man bie Glieder bon gleicher Ordnung zuſammenmulti⸗ 
plizirt. 

EB lyarbmcrd 

unde:f=g:h 
fo ift auch ae: bi = cg: dh. 


Denn es ifl rn = 5 und * —43 folgtid | 


S 


(gleiches mit gleichem multipliziert) SF = * folglich 
ae: bf= cg : dh. | u 
Diefe Proportion koͤnnte wieber mit einer dritten, 


dann mit einer vierten u. f. w. zufammengejegt werben. 
Wenn man die Brüche in einander dividirt, anftatt fie 





zu multipliziren, fo erhält man 5 : = S— und hieraus 


a b ce, d 
die Proportion !7= ran‘ 
34°. Eind bie sufammenzufegenven Proportionen 
identiſch, und man multiplizirt die Glieder von gleicher 
Ordnung zujammen, fo wirt jedes Gbed ter yulansmen: 
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gefegten Proportion eine Potenz bes Gliedes ber eins 
fahen Proportion. 3. B. aus n Proportionen — 
arbz=c:d 
entfteht. Die Proportion 
a:br=eon: dd, 


348. Auf geiche Weiſe täpt fich aus der Hrobortion 


Ya : vb = ve : vd 
die Proportion 
a:b=c:d 


herleiten, Kolglich muß auch umgekehrt jene 


aus diefer hergeleitet werben fönnen. 


349. Wenn in zwey perfehiebenen Proportionen. 


Sliedervongleiher Groͤße vorkommen, fo kann 
man fie fo ordnen, Daß fie bey der Zufammene 
fegung der Proportionen einander aufbes 
ben. Hiervon laffen fi) mancherley Fälle gedenken: 
aus einigen derfelben aber laͤßt fich leicht abnehmen, ‚wie 
man in. einem jeden berfelben zu verfahren habe. 

Es ſey Da:b=c:d 

und e: d:g 
fo iſt as: p—I 8. 

Eigentlich ſollte das letztre Dethaͤltniß cds dg feyn, 
dividirt man aber beyde Glieder durch d, wodurch das 
Verhaͤltniß ſich nicht ändert (342, 3,), fo entſteht c : g. 

9) a:b=c:d 
e:b=cyf 
pftase=f:d. 


Denn man kehre die VBerhältniffe der zweyten Propor⸗ 


tion um, b:e==f:c, fo hebt fih bey der Zuſammen⸗ 
fegung, wie in Pr, 1., b gegen b und c gegen c auf. 
3) a:b=c:d 
e:d=a:f 
pte:b=c;£ 


* 
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Denn man orbne bie zweyte Proportion auf folgende 
At: e: amd; (342. 4), fo hebt fich a gegen a, 
und d gegen d auf. | | 

350. Ein Verhältnig wie ae : bf (349, 1.) heißt 
ein aus den Verhältniffen a: b und e: f zufammen 
geſetztes Verhaͤltniß; dad Verhaͤltniß c:g iſt die 
fem gleih, und wird daher felbft ald ein zufammenges 
fegtes angefeben. 

Wenn ein Verhältniß durch Seftimmte Zahlen ausge 
drüuͤckt iſt, fo Laßt fih aus den Zahlen deflelben nicht erken⸗ 
nen, ob es ein einfaches oder zufammengefeßtes fey. Dieb - 
haͤngt lediglich von feiner Entftehungsart ab, und diefelden | 
Zahlen können in einem Fall ein einfaches und i in einem an⸗ 
dern cin zuſammengeſetztes Verhaͤltniß ausdrüden. 

351. So wie in dem angeführten Beyfpiele das 
Verbältniß c : g aus zwey andern Verhältniffen zufams - 
mengefent ift, fo fann man auf ähnliche Weiſe ein Ver⸗ 
haͤltniß aus fo vielen andern ald man will zuſammen⸗ 
fegen. Es fen 


a:b=c:d 
e:f=d:g 
h:ız=g:k 


1 ‚mzm=k:n 
Wwirachl:bin=c:n. Ä 

35%. Wenn von einem zufummengefeaten Verhaͤlt⸗ 
niſſe. wie en d351.), das cine Glied, c, und übers 
VER die Werdäimbfe a:db, erfmt. m. Durch deren 
Sufam: enſeseng das Verdaimate =cın atteht, ges 
geden Kadı folge ih Daran! das andre Sid, n, fine 
den. Dias mar Beast rer Ve Aerdeim ie wirklich 
Jefummenzufsgen, 12 wird n dad Kire ild ciner Pros 
te Fu NE IS TR —8 das ein Suße Negel be 


SI Etuis tuir Qu smmlard,e: f 
EIS, Her a Aα. dig 
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uf. w., aus denen das Verhältniß c : n felbft zufam: 
mengeſetzt ift, gegeben, n auögenommen, welches ges 
fucht werben foll: fo kann man bey der Zufammenfegung 
der Proportionen die gleichen Glieder gegen einander aufs 
heben, und n, wie in dem vorigen Fall, durch eine Res 
gel de tri Suchen. ° 

354. Man Tann aber auch die Produkte der Aus 
ßern Glieder der gegebenen Proportionen den Produften 
ihrer mittlern Glieder gegenübgrftellen, (die emandet gleich 
feyn müffen); alödann die gleichen Zactoren auf beyden 
Seiten gegen einander aufheben, die Übrigen auf jeder 
Seite zufammen multipliziren, und mit dem Produkt 
"derjenigen Glieder, zu welchen n gehört, in das andere 
Produkt dividiren, fo findet man gleichfalls n, 

3. B. in dem gegebenen Exempel iſt 


ad.= bc 

eg — fd on 
hk = ig 

In = mk 


Hier heben fi) auf beyden Seiten die Factoren d, 
g, k, und es bleibt uͤbrig aehln—=bcfim; folglich iſt 
bcfim 
acehl 
355. In einem zufammengefesten Verhaͤltniſſe kann 
man einzelne Factoren beyber Glieder mit andern vertaus 
fchen, welche daffelbe Verhältniß haben, ohne daß daß 
ganze Verhältniß fich änderf.- Es ſey z. B. 
aerbf=m:n 
Ängleihene: £f =c :d 
.pift auch a:bd=m:n 


Denn es iſt * 


n = ——. 


e m e . © 
. = —; BE fann 


alfo in jenem Produkt flatt des Bactors — g den —X 
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e a € _Mm 5:78 
fegen; dadurch erhält man 5 777 di 1 


T 
— I; folgli ee: bd — min. 
u \ 





. 356. Don der Zufammenfegung der Verhältniffe, 
von welcher vorhin (351. ff.) gehandelt worden tft, hat 
man auch in den praftifchen Rechnungen öfterd Gelegens 
heit Gebrauch zu machen, da ed eine Menge von Dingen 
gibt, bey welchen die Zus oder Abnahme ihrer Größe 
nicht bloß von dem Verhältniß einer, fondern'mehres 
rer andern Arten von Dingen abhängig if. Es entfle 
hen dadurd) die Rechnungen, welche unter dem Namen 
der regula quingue, septem etc. begriffen werben. 

Diefe Rechnungen werden, wie die der Regel de tri, 
nad) der Menge der zur Rechnung erforderlichen Glieder be« 
nannt. Da man ed hier nun mit lauter Verhältniffen zu 
thun hat, deren jedes aus zwey Gliedern befteht, von dem 
einen Verhältniß aber nur das eine Glied gegeben ift und 
das andere gefucht werden foll, fo muß die Anzahl der ge 
gebenen lieder immer ungerade feyn. 

357. Das fehlende Glied wird auch hier, wie bey 
der Regel de tri, auf die vierte Stelle der Proportion ges 
rechnet, und daher diejenige der gegebenen Größen, wels 
che mit der gefuchten von einerley Art ift, in die dritte 
Stellg gefeßt. Alle übrigen gegebenen Größen fommen 
in die erfte und zmeyte Stelle, und zwar je zwey unb 
zwey berfelben, die von einerley Art find, ‚in ein Vers 
haͤltniß, die verfchiedenen Verhältniffe aber werben fo 
unter einander geordnet, daß die gleichnamigen Glieder 
unter einander zu ftehen fommen. Alsdann werben alle 
diefe Berhältniffe in eines zufammengezogen, indem 
man ihre gleichnamigen Glieder zufammen multiplizirt, 
und dadurch wird die ganze Rechnung auf eine Regel be 

Sch zuruͤckgebracht. | 


, 
| 
| 


b \ 
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358. Um in der Anordnung ber Glieder eines jeben 


Berhältniffes nicht zu fehlen — da es einen wefentlichen 


Unterfchied ausmacht, welches von beyden in die erfte 
oder in die zweyte Stelle gefegt wird — muß man bey 
jedem Berhältnig insbefondere überlegen, ob das vierte 
Glied, in fofern es von diefem Verhältniß 
abhängig ift, größer oder Feiner werben müßte, als 
das dritte, und hiernach, wie oben bey der Regel de tri 
(338.), die Glieder des Verhältniffes ordnen, 

1. Es ſey 3. B. folgende Aufgabe gegeben: Wenn 15 
Leinweber in 14 Tagen 10 Stud Leinwand, jedes zu 75 Ellen 
fertig bringen; iin welcher Zeit konnen 24 Reinweber 16 ©. 
Leinw. jedes zu 60 Ellen verfertigen? — fo ift der Anſatz: 

24 L. 2 15 L. 
10 St. : 16 St. = 14 DT. 3X 

75 E. 260 E. 
und hieraus entſteht durch die Zuſammenſetzung folgende Re⸗ 
gel de tri: 

| 18000 : 14400 == 14 : 

2. Bevor man aber die Bufommenfegung zu Stande 
bringt, kann man die Zahlen in der erften Stelle gegen die 
in der zweyten und dritten gegen einander aufheben, aus 
eben dem Grunde wie in der Negel'de tri (338, 3). Das 
durch erhält man das zuſammengeſetzte Verhältniß in Eleis 
nern Zahlen. Hier 3. B. wird die Regel de tri 

5:4 2 14: 1 
und daher iſt x = 56:5 = 114 Tage. 

3. Eigentlich wäre die vollſtaͤndige Auseinandexſetzung 
dieſer Aufgabe folgende: 

10: 46 = 22 
5:0= y: 

d. h. 1) wenn 15 Leinweb. zu 10 Sehe Leinw. von 75 Ellen 
14 Tage brauchen, wie viel Tage brauchen 24 Leinw. dazu ? 
Antw.-z % 

2) Wenn 24 8. zu 10 St. 8. von 75 Ellen z Tage braus 


den, wie viel Tage brauchen fie zu 16 St. von eben ſo viel 
ı Ellen? Antw. y T. 
3) Wenn 24 2. zu 16 St. 2. von 75 Ellen y Toge br 


\ 
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chen, wie viel Lage brauchen fie zu eben fo viel Stücken 
von 60 Ellen? Antw. x Tage. 

Man könnte alfo die Aufgabe auch durch drey verſchie⸗. 
dene Rechnungen der Regel de tri aufloͤſen: oder bey der 
Zuſammenſetzung der drey Proportionen in eine, = gegen 
2, und y gegen y aufheben; dafür ift e8 aber freylich fürs. 
ger, das andere Verfahren zu gebrauchen. - 

359. Ein gutes Mittel fi) bey Aufgaben diefer Art 
vor einem Fehler zu hüten, gewährt ein vorläufiger 
Anfag von folgender Art. Es zerfällt nehmlich eine jes 
de folche Aufgabe in zwey Theile, die Vorausfegung und 
bie Frage, die beyde einerley Arten von Größen 
enthalten. Man ordne alfo die in dem erften Theil ents 
haltenen Größen in eine Reihe, und unter ‚biefe die Orb: 


ßen bed zweyten Theils, fo, daß immer gleichartige Groͤ⸗ 


Ben unter einander zu flehen fommen; die gefuchte Grös 
fe wird mit x bezeichnet. "Durch Diefe Zufammenftellung 
aller zur Rechnung erforderlichen Größen, die eben den 
vorläufigen Anfag ausmacht, wird es leicht die ganze‘ 
Rechnung mit einem Blick zu überfehen. Alsdann ges 
hören immer zwey unter einander ftehende Glieder zu eis 
nem Verhältniß, und zwar die, welche dad x enthalten, 
in das letzte Verhältniß, oder in die dritte und vierte’ 
Stelle. Bey jedem der Übrigen Paare hat man nur zu” 
überlegen, ob die Größen. von ber Art find, daß fie mit 
‚denen des dritten und vierten Gliedes in geradem oder 
verfehrtem Verhältniffe (336. 1.) ftehen; ift das 
erftere, fo muß das obere Glied in die erſte, und daß 
untere in die zweyte Stelle kommen; ift aber das lehtere, . 
fo muß das untere‘ Glied in die erfte und das obere in 
die zweyte Stelle geſetzt werben. 

Das vorhin angeführte Beyfpiel gibt folgenden vorläus 


figen Anſat er 
Te .. & ei, | 

15 14 '. 10 75 

24 > EUER ' 755 Mm. 
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360. Eine andere Anwendung macht man von der 
Zuſammenſetzung der Proportionen in der ſogenannten 
Kettenregel, einer Rechnungsart, die eigentlich ge⸗ 
braucht wird, das Verhaͤltniß zweyer Arten von Muͤnzen, 
Magßen oder Gewichten, aus ihren Verhaͤltniſſen gegen 
‚andere Alten zu finden. Man muß es dabey fo einzu: 
richten fuchen, daß die gebrauchten Zwifchenglieder ſich 
gegenfeitig aufheben. Wie dieſes gemeint fey, kann aus 
folgendem Beyſpiel erhellen. | 
1. Es druͤcke A, B ziwey ſolche Größen auf, deren. Ver⸗ 
haͤltniß zu einander gefucht wird, und C,D, E mögen au⸗ 
dere Größen der Art vorftellen; ferner. fe: 
mın=A;GC 
dip=C:D om 
gir=D:E n 
e:t =E:B 
fo entfteht durch die Zuſammenſetzung a 
moqs:nprt=A:.B 
indem die Zwifchenglieder C, D, E einander aufheben. 
2. Es iſt nothwendig, die Rechnung fo einzurichten, 
daß die Größen C, D, E fich gegenfeifig aufheben, weit fie 
als Benennungen von Muͤnzen, Maaßen oder Gewichten, 
bey der Zuſammenſetzung der Proportionen gar nicht zuſam⸗ 
men multinlizirt werden koͤnnten. 
3. Diefe. Rehnungsart. unterfcheidet ſich von der vor; 
hergenannteh regula quinque dadurd, daß hier. die Zwiſchen⸗ 
glieder C; D, E gegeben find, dort aber, wie in dem 
oben (358. 3) angeführten Beyfpiele 2, y, entweder erft des 
ſucht werden niuffen, oder ganz wegbleiben. 


361. Gewoͤhnlicher Melfe wendet man bey einer 
Rechnung ber Kettenregel nicht die Zufammenfegung der 
Proportionen felbft an, fondern man braucht ſtatt der 
Proportionen. bie Produfte ihrer aͤußern und miltlerh 
Glieder, wie ed oben (354.) angegeben if. Man findet 
dadurch nicht fowohl das Verhältniß der gegen eingnider 
verglichenen Größen, als gewiffe Mengen von begben, 
weldhe Bleichoiel ausmachen oder einen gegend w 
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Es fey 3.3. 100 in zwey Theile zu theilen, die fh wie 
2:3 Be fo ift der ein = x .2 = 40; und der 


andere = .3=60. 


366. — ſieht wohl, daß es bey dieſer Ai der 
Zheilung darauf ankommt, eine Größe in fo viel glei: 
he Theile zu theilen, ald die Summe der Verhaͤlmiß⸗ 
‘zahlen Einheiten hat, und von dieſen gleichen Theilen 
fo viele auf jeden der geſuchten Theile zu rechnen, als 
jede der Berhältnißzahlen einzeln genommen, Einheiten 
bat. So verhält es fi) auch, wenn die Größe in mehr 
ald zwey Theile getheilt werben fol. | ! 

367. . Denn man feße, eine Größe = a folle in 
vier Theile getheilt werden, bie fi ch zu einander wie bie 
Zahlen k, 1, m, n verhalten, und nenne bie geſuchten 
Theile p, 9, r; 3, fo bat man folgendes: 

1) ptıtr+ts>= 

)k:l=pi:gq 

k:m=p:r 
kınzp:3 


Es ift alfo 
+ p3 . * 


„oa 
N 


ws 


el ut: ri ® 
X 


s == 
folglich iſt 
B | 
a=ptzptgrtzp 
kH 
ee Een 


folglich F u IT ur 
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p=a: k = pet "IR n ‚k 
|, ı kl 

j=P:-T=ofmn ie — 

-r KSonen . 


a 

s=p. > In ‘ r= kFfata * ", 
Diefe allgemeinen Ausdrüde für p, q, r, s drüden - 

diefelbe Negel aus, die zuerft bey der Theilung in 2 Xheile 

gefunden wurde; und es if leicht einzufehen, daß fie. 

auch für jede andere Anzahl’ von heilen gilt, folglich 

allgemein ift. 


368. Diefe Rechnung ſtellt das Allgemeine der ſo⸗ 
genannten Geſellſchaftsrechnung dar, die auch den 
Namen der Gewinn- und Verluſtrechnung, ins 
gleihen der Vermifhungsrehnung führt, nad 
der verfchiedenen Befchaffenheit der Gegenftände, auf 
welche fie angewandt wird. 


1. Wenn 4. B. mehrere Perfonen fich zu irgend einer 
Unternehmung in eine Öefellfchaft vereinigen, und den Ge⸗ 
winn oder Verluſt nach Verhältniß ihrer Beyträge oder des 
Antheils, den fie daran genommen, infofern diefer durch bes 
Rinmte Zahlen ausgedrüdt werden fann, unter ſich theilen 
wollen, fo wird dag, was eine jede erhalten foll, durch diefe 
Rechnung gefunden, indem man die zu theilende 
Maffedurh die Summe der Beytrage (oder über: 
haupt der Verhältnißzahlen) dividirt und den Quos 
tienten mit den einzelnen Beyträgen der Keis 
henach multiplizirt. 

2. Sind die Verhältniffe der Beftandtheite einer kuͤnſt⸗ 
lichen Mifhung gegeben, und es foll eine beſtimmte Quans 
tat von diefer verfertigt werden, fo läßt fih Die dazu 
erforderlihe Menge einesjeden Beſtandtheils 
gleichfalls Durch diefe Rechnung finden. 

3. Die Sefellfchaftsrehnung führt bey einer gewiſſen 
Yrt der Behandlung noch den Namen der regala Taler. 


wenn. man nehmtich die gefuchten Theile nicht geraftdıya aut 
Kried Mathematik 6, Aufl. 


z 


« 
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den gegebenen Derhältnifien berechnet, fondern für den er 
ften Theil eine beliebige Größe annimnıt, die falſch feyn 
fann; nach diefer aber die andern Theile den gegebenen 
Berhältniffen gemäß beftimmt, und dann zufieht, ob ihre 
Summe der zu theilenden Größe gleich fey oder nicht. Wäre 
fie ihr gleich, fo hätte ınan zufällig die wahre Größe dei 
erften Theils getroffen, und folglich aud die übrigen Theile 
richtig beſtinmmt. iſt ſie ihr aber ungleich, ſo ſind auch alle 
Theile unrihtig? Man kann aber ſchließen: fo wie ſich die | 
falſche Summe zu der wahren (der zu theilenden Größe) ' 
verhält, fo duch der falfche erfte Theil, zu dem wahren erften 
Theil; und fo findet ſich dann diefer durch eine Regel de tri. 
Wer etwas geübt ift, und die Verhaltnißzahlen aus der 
Aufgabe ſelbſt abzuleiten verfteht, wird nicht zur regula fal- 
. si feine Zuflucht nehmen. 
Mehr uber die Gefellfchaftsrechnung f. in meiner Ans 
- weif 5 Rechenk. $. 259 ff 


Eilfter Abſchnitt. 
Von den Progreſſionen. 





369. So wie eine ſtetige Proportion drey Zahlen 
verbindet, die ſo beſchaffen ſind, daß die zweyte aus der 
erſten auf eben die Art entſteht, wie die dritte aus der 
zweyten; ſo kann man zu dieſen eine vierte hinzuſetzen, 
bie aus der dritten eben fo entſteht, als dieſe aus der 
zweyten; ferner eine fünfte, die aus der vierten fo ents 
fteht, als diefe aus der dritten, und ſo fort. Auf diefe 
Art erhält man eine Reihe von Zahlen, von benen jede 
zwey auf einander folgende in gleihem Verhältniß zu 
einander fliehen — und diefe nennt man eine Progrefs 
fion. 

370. Se nachdem das Verhältniß, welches bie vers 

fchiebenen Glieder einer foldyen Reihe vertutigfet, ein 
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arithmetifches , oder ein geometrifches ift, heißt auch Die 
Progreffion eine aritbmetifche oder geometrifche. 
371. Iſt das zweyte Glied größer ald das erfte; 
folglich auch das dritte größer ald das zweyte, u. f. f.: 
fo Heißt die Progreffion eine ffeigende oder wachfen- 
de (progressio adscendens); werben die Glieder aber 
im Vergleich mit den vorhergehenden immer Eleiner, To 
heißt es eine fallende oder abnehmendeProgreffion 
(prog. descendens). 
1. Ein Benfpiel einer fteigenden arıthmetifchen Pro: 
greffion gibt ſchon die Reihe der natürlichen Zahlen 1, 2, 
3,4, 5 u. f. w. 
) 2. Ein Benfpiel einer fteigenden geometrifchen ift folr - 

gendes: . 
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, u. f. w. 
3. Eine ſteigende Reihe rudwärtd gen om men macht 
eine fallende aus. 


Von der arithmetiſchen Progreſſion insbe: 
ſondere. 


372. Eine arithmetiſche Progreſſion iſt durch das 
erſte Glied, durch den Unterſchied des erſten und zweyten 
Gliedes, und durch die Anzahl der Glieder beſtimmt. 

Es ſey z. B. das erſte Glied 5, der Unterſchied 3, 
und die Anzahl der Glieder 10, ‚fo ift die Reihe folgende: 

5,8, 11, 14, 17, %, 3, 36, 29, 32. 

Muß man den Unterfchied von jedem Gliede abzie: 
ben um das näcdhfifolgende zu erhalten, fo entfteht eine 
fallende Progreſſion. Man kann alddann auch den Un- 

- terfchieb ald negativ betrachten. 
| 373. Um eine folche Reihe auf eine allgemeine Art . 
darzuftellen, fege man das erfte Slied — a, um Von 
Unterfbieb = F d, Alsdann iſt 
* M 2 





. 
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iſtes Gi. 20 8 as en 
a, ‚atd, at2d,at3d, at4d, a+5d, 
etc. 
374. Hier zeigt ſich; daß jedes Glied, das erfte 


. auögenommen, aus zwey Xheilen beſteht, nehmlich: aus 


dem erften Gliede und einem Produkt der Differenz mit 
einer Zahl, die um 1, Fleiner ift, als die Anzahl des Glies 


des. Das Produkt wird bey einer ſteigenden Reihe zu 


dem erſten Gliede hinzuaddirt, und bey einer fallenden 
von demſelben abgezogen. 

375. Setzt man alfo die Zahl, wodurch die Stelle 
eines Gliedes in der Progreſſion bezeichnet wird, — a 
fo ift das Glied ſelbſt = at (n — 1)d. 

Diefer Ausdrud heißt Das allgemeine Stied 


der arithmetifchen Reihe. Denn man kann-darnad) ein 


jedes Glied einer folchen Reihe außer der Ordnung 
finden, fobald man für a, dund.n beftimmte Zahlen fegt. 
Es ſey z. B. a — 9, d — 44, 1 13, fo ift dad 18te 
Glied der Reihe —9 +3 - 12 = 63. 
In einer fallenden Reihe ſey a= 1%, d= 5, n — 16, 
fo ift das 16te Gtied der Reihe = 15 — 5. 15 = 50. 
376. Wenn man das nte Glied einer Reihe als das 


‚ Te&te derfelben betrachtet, -und es — z feßet, fo iſt 


z=at(w—1)d 
377. Hieraus laffen ſich auch allgemeine Ausdruͤcke 
fir a, d und n finden. Es ift nehmlich 
a=zT(n—1)d 
2 — a 
d nz der, 
bey einer fallenden Reihe = - — 








n= I +1 ober, 





bep einer 
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Wenn alfo von ben vier Stüuden a, d, n, z einer 
| arithmetifchen Progreffion je drey gegeben find, fo laͤßt 
fih immer das vierte daraus finden. _ 


378. Wenn man das erfte und legte Glied einer 
‚ arithmetifchen Reihe, ferner das zweyte und vorleßte, 
alsdann das dritte von vorne herein und das dritte vom 
‚ Ende, und fo fort, je zwey Glieder, die von beybeh 
, Enden gleich weit entfernt liegen, zufammenadbirt, fo 
ı find die Summen alle einander glei. 


379. Der Grund davon ergibt fich leicht aus obis 
er allgemeinen Darftellung einer foldhen Reihe. 

Es ift daſelbſt at (a +5 d)=(atd) + (a 
+4d)=(at2d)+(lat3d)=2atdäcd. | 
Betrachtet man die Reihe als fteigend, fo iſt das - 

. mente Glied zwar um d größer, ald bad etfte, aber. das 

| für das vorletzte um d Heiner ald das legte; eben fo ift 

\ dad dritte zwar um d größer ald das zweyte, aber dafür 
das dritte vom Ende um d Heiner, als das vorleßte; 
und fo geht es fort: fo viel das mte Glied auf.der einen 
Geite gegen das (m — 1)ſte gewinnt, fo viel verliert das 
mte Glied auf der andern Seite gegen das (m — 1)fte 
dafelbft. Daher müffen die Summen foldher Glieder im: 
mer gleich ſeyn. 

Bey einer fallenden Reihe verhaͤlt es ſi & eben ſo, 
daß das, was bie Glieder auf der einen Seite gegen ein: _ 
ander gewinnen, fie auf der andern wieder verlieren, nur 
mit dem Unterfchiede, daß fie von vome herein immer 
Heiner, vom Ende an gerechnet aber immer größer werden. 


380. Wenn eine Reihe n Glieder hat, fo find bie 
Glieder von gleicher Summe, das 1fte und nte; das 2te 
und (n— iYſtez das 3te und (n — Ve; .... dad mte 
ud (n— (m—1))te. Die Summe zweyer ochex Sie: 
trit=2at(n—1)d. 


N \ 
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381. In einer Reihe von n Gliedern finden = Ber; 


2 
bindungen von Gliedern gleicher Summe flatt, und ba 
jede diefer Summen = 2 at (n—1)dif, fo ift bie 
Summe aller diefer Summen oder die Summe ber 


ganzen Reihe = > Yata—NVd)=ant 


n. —— 1) d. 

Man kann alſo aus dem erſten Gliede, aus dem Un⸗ 
terſchiede, und aus der Anzahl der Glieder die Summe 
der ganzen Reihe finden. 

382. Da das legte Glied, z=at(n— 1) diff, 
fo iſt 2 at(n— 1)d=a-r-z; folglid kann die Sum⸗ 


me der ganzen Reihe auch durch 5 ‚ (a4) außgebrädt 


werden, d. b. fie iſt glei Ber Summe bes ex 
ffenund legten Gliedes multiplizirt mit der 
halben Anzahl der Glieder. | 

383. Dan ſetze die Summe der ganzen Reihe ⸗ 
s, ſo iſt 


n.(n—1) d oder 


s — an + 
— (a 4 2). 
In dem erftern Ausdruck Hr s gilt das Zeichen + bey 
der fteigenden,, das Zeichen — bey der fallenden Reihe. 
384. Die Summe s madt die fünfte Größe aus, 
die man nebft den obigen vieren, a, d,n undz, als 
vorzüglihe Stüde einer arithmetifchen Progreffion anzus 
fehen bat. 


385. Wenn von biefen fünfen je dbrey 


Stüude gegeben find, fo Fönnen die andern 
beyden daraus gefunden werden. 


Do — — — —— 
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386..: Hierbey find folgende Fälle möglich, . 





. Gegeben. | Geſucht. 
ı) ad n '2, 8 
2) a, d, 2: n, 8 
3) a, d, 8 n, = 
4)an 2 d, 8 , 
5) a, n, } d, 2 
' 6) a, 2, 8 d, n 
7) d, mn'2 ‚a 8 
8) d, nm, 8 a, 2 
0) d, 2, 8 a, n 
10) n, =, 8 a, d 


Unter diefen Fällen führt die Auflöfung von Pr. 3 und 
auf eine fogenannte quadratifhe Gleichung, von 
ren Behandlunggart erft weiter unten die Rede iſt. Die 
wigen Fälle werden durch eine einfache Gleichung aufgelöft. 





on der geometrifgen Prngreffion insbe 
fondere 


387. Der Exponent des Verhaͤltniſſes, welches zwi⸗ 
ven je zwey auf einander folgenden Gliedern einer geo⸗ 
etrifchen Progreffion flatt findet, heißt ber &gponent 
»r Progreffion überhaupt, 

388. Eine geometrifche Preogreffion wird durch das 
fie Glied, durch den Exponenten und durch 
e Anzahl der Glieder beſtimmt. 

Es ſey 3. B. das erſte Glied 2, der Erponent 3, die 
izahl der Glieder 8, fo iſt die Reihe folgende: 
2, 6, 18, 54, 16%, 486, 1458, 4374. 

38. Iſt der Erponent ein eigentliherBrud, 

wird die Reihe eine fallende, 

390. Algemein läßt fich die geometrifhe Moxð⸗ 


v 


! 
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ben, wobey wiederum die gebrauchten gwiſchenglieder, 
als gleiche Factoren auf beyden Seiten, ſich gegen ein⸗ 
ander aufheben. 


Das vorige Erempet wird hiernach auf fotgeibe Art. ans 
geſetzt: 


name J u 
pc= oD 2. 
rD=.gE u 

tE == sB 


Multiplizirt man hier die unter einander ſtehenden Pro⸗ 
dukte auf beyden Seiten des Gteicpungsgeigeng — nachdem 
man vorher die gleichen Factoren gegen ei ander aufgeho⸗ 
ben hat — ſo erhaͤlt man 

nprtA = moqsB : “ 
Daffelbe gibt die vorhin gefünderte Proportion, wenn man 
Die Auferen und mittleren Glieder derfelben zufammen muls 
tiplizirt. ’ 


362: Wenn das Verhaͤltniß zweyer Groͤßen; zu ein⸗ 
ander gefunden iſt, oder wenn man weiß, wie viel eine 
gewiſſe Menge der einen Art in Groͤßen der andern Art 
ausmacht, fo iſt eine bloße Regel de tri hinreichend, e i⸗ 
ne jede gegebene Menge der einen Art in Groͤßen 
der andern Art uͤberzutragen. Man kann aber auch dieſe 
Rechnung unmittelbar mit der Kettenregel in Verbindung 
bringen, wodurch der Gebrauch derſelben fi 9 noch mehr 
erweitert. 

Wenn man z. B. wiſſen wollte, wie viel b Siuce von 

A in Stücken von B ausmachen, und man ſetzte die Anzahl 

der letztern = x, fo koͤnnte man entweder den obigen Pros 
portionen (360. 1.) noch die Proportion 

b:x=B;A 

beyfügen; wo fih dann bey der Zufammenfeßung derfelben 

alle Glieder in der dritten und vierten Stelle gegen einan« 

der aufheben, folglich das Verhältniß 1 : 1 geben würden; 

oder man könnte zu den. Produften (361.) noch die Produfte 

xB — bA hinzufeßen; alsdann heben, beym Sufammenmuls 

tipliziren derfelben, alle mit den groben Gußtoben Berridk- 
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neten Größen fih gegen einander auf, und man erhaͤlt | 


aprtx = mogqeb, folglich, _ 


\ PERLITEIN 


(Ein mehreres uͤber den " raftifcen Gebrauch der get⸗ 
tenregel, ſo wie über die regula quinque f, in meiner Anweif. 
4. Rechenk. $. 244 ff. und 254 1), 

363. ' Wenn eine Größe in "mehrere Theite getheilt 
werben fol, die fich unter einander wie gewiffe gegebene 
Zahlen verhalten, fo kann man fich vorftellen, ed wäre 
Die Summe der Theile und ihr genfeitiges Verhaͤltniß 
gegeben, man foll Daraus Die Theile felbft finden. 

364. Um diefe Aufgabe aufzulöfen, fege man zus 
erſt, die Größe ſolle nur in 2Theile getheilt werben. 
Die Groͤße ſey — a, und: ba Verhaͤltniß ihter Theile 
= m x Ds 

Die beyden gefuchten Theile nenne maͤn p und 9 
ſo daß p- q a it €3 wird alfo 

min=p:qg. 


ſeyn; folglich q _m, Da nun p+g=aif, fo 





itt auch p P Pa3 v.i. "rtr mphnp _,, ober — un ni 











; folgli a: mt _ m 
p == a; folgi p = a a m+tn . m4n 
— — m; und — .2 I = 

n. | 


wer 
365. Man muß alfo die Größe a durch die Sum⸗ 
me der Berpättnißgahlen, m ind n, dividiren, und den 


Quotienten 





5) mit jeder der Verhaͤltnißzahlen ins⸗ 


beſondere multiplen ‚ fo bekommt man vie > 
Weile. 


— 
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es⸗ ſey . B. 100 in zwey Theile zu theilen, die fh wie 
100 


- 2: 3 verhalten, fo ift der ein — 2.2 40; und der 
andere = * 32 60. 


366. Man fieht wohl, daß es bey dieſer Art der 
Theilung darauf ankommt, eine Größe in fo vield glei: 
he Theile zu. theilen, als die Summe der Verhälmniß: 

‘zahlen Einheiten hat, und von dieſen gleichen Xheilen 
fo viele auf jeden der gefuchten Theile zu rechnen, als 
jede der Derhältnißzahlen einzeln genommen, Einheiten 
bat. So verhält ed ſich auch, wenn die Größe in mehr 
als zwey Theile getheilt werden fol, | | 

367. . Denn man fege, eine ‚Größe = a folle in 
vier Theile getheilt werden, bie fi ch zu einander wie bie 
Zahlen k, .l,.m, n verhalten, und nenne die gefuchten 
Theile p, g, r\ s, fo bat man folgendes: 


Vetgtrtesn 


folglich iſt J 
— SFR 
224 — p= un En na u p — 


folglich 
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tete a Fri Sue * 


— a: 


* P — —— en. 

Diefe allgemeinen Ausbrüde für p, q, r, sdrüden - 
efelbe Regel aus, die zuerft bey der Theilung in 2 heile 
funden wurde; und es iff leicht einzufehen, daß fie. 
ıch für jede andere Anzapl'i von heilen gi, folglich 
Igemein ift. 


368. Diefe Rechnung heut das Allgemeine der ſo⸗ 
mannten Geſellſchaftsrechnung dar, die aud) den 
'amen der Gewinn: und VBerluftrechnung, ins 
leihen dee VBermifhungsredhnung führt, nad 
er verfchiedenen Befchaffenheit der Gegenftände, auf 
elche fie angewandt wird. 


1. Wenn 3. B. mehrere Perfonen fich zu irgend einer 
nternehmung in eine Öefellfehaft vereinigen, und den Ges 
inn oder Verluft nach Verhältniß ihrer Beyträge oder’ des 
ntheild, den fie daran genommen, infofern diefer durch be= 
immte Zahlen ausgedrüdt werden fann, unter ſich theilen 
ollen, fo wird dag, was eine jede erhälten fol, durch dieſe 
lechnung gefunden, indem man bie zu theilende 
Raffedurdh die Summe der Beyträage (oder übers 
aupt der Verhaͤltnißzahlen) dividirt und den Quos 
ienten mit den einzelnen-Beyträgen der Reis 
enach multiplizirt. 

2. Sind die Verhältniffe der Beſtandtheile einer kuͤnſt⸗ 
ichen Miſchung gegeben, und es ſoll eine beſtimmte Quan⸗ 
itaͤt von dieſer verfertigt werden, ſo laͤßt ſich die dazu 
rforderliche Menge eines jeden Beſtandtheils 
leichfalls durch dieſe Rechnung finden. 

3. Die Geſellſchaftsrechnung fuͤhrt bey einer gewiſſen 
Ket der Behandlung noch den Namen der regula Taler. 
venn man nebmilich die gefuchten Theile nicht geraderu aut 

Krıed Mathematik 6, Aufl. 
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den gegebenen Verhältnifien berechnet, fondern für den er⸗ 
ften Theil eine beliebige Größe annimmt, die falfch feyn 
fann; nach diefer aber die andern Theile den gegebenen 
Verhaͤltniſſen gemäß beftimmt, und dann zufieht, ob ihre 
Summe der zu theilenden Größe gleich fey oder nicht. Wäre 
fie ihr gleich, fo Hätte ınan zufällig die wahre Größe dei 
erften Theild getroffen, und folglich aud) die übrigen Theile 
richtig beftinuyt; ift fie ihr aber ungleih, fo find auch alle 
Theile unrihtig? Man fann aber fihließen: fo wie fich, die 
falfhe Sunme zu der wahren (der zu theilenden Größe) 
verhäft, fo auch der falfche erfte Theil, zu dem wahren erften 
Theil; und fo findet fih dann diefer durch eine Megel de tri. 

Wer etwas geubt it, und die Verhaltnißzahlen aus der 
Aufgabe felbft abzuleiten verfteht, wird nicht zur regula fal- 

. si feine Zuflucht nehmen. 

Mehr über die Gefellfchaftsrechnung ſ. in meiner Ans 

weif z. Rechenk. $. 259. ff. 


Eilfter Abſchnitt. 
Von den Progreſſionen. 





369. So wie eine ſtetige Proportion drey Zablen 
verbindet, die ſo beſchaffen ſind, daß die zweyte aus der 
erſten auf eben die Art entſteht, wie die dritte aus der 
zweyten; ſo kann man zu dieſen eine vierte hinzuſetzen, 
die aus der dritten eben ſo entſteht, als dieſe aus der 
zweyten; ferner eine fünfte, die aus der vierten fo ents 
fteht, als diefe aus der dritten, und fo fort. Auf diefe 
Art erhält man eine Reihe von Zahlen, von denen jede 
zwey auf einander folgende in gleichem Verhältniß zu 
einander ſtehen — und diefe nennt man eine Progrefs 
fion. 

370. Se nachdem das Verhältniß, welches die ver: 

[&iebenen Glieder einer foldyen Reihe nerfuunfet, ein 
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rithmetifches , oder ein geometrifches ift, heißt auch bie 
ogreffion eine arithbmetifche oder geometrifche. 
371. Iſt das zweyte Glied größer ald das erfte; 

„Iglich auch das dritte größer ald das zweyte, u. f. f.: 
y heißt die Progreffion eine ffeigende oder wachfen- 
e (progressio adscendens); werben die Glieder aber 
n Vergleich mit den vorhergehenden immer kleiner, ſo 
eißt es eine fallende oder abnehmende Progreſſion 
prog. descendens). 

1. Ein Beyſpiel einer ſteigenden arithmetiſchen Pro⸗ 
reſſion gibt ſchon die Reihe der natürlichen Zahlen 1, 2, 

4,5 . 
j 2. Ein Beyfpie einer ſteigenden geometriſchen iſt fol⸗ 
endes: 

1, 2, 4, 8, 16, 3, 64, 128, u. ſ. w. 

3. Eine fteigende Reihe rufwärts genommen macht | 

ine fallende aus. 


Bon der arithmetiſchen Progreffion insbe: 
jondere. 


372. Eine arithmetiſche Progreſſion iſt durch das 
rfte Glied, durch den Unterſchied des erſten und zweyten 
Sliedes, und durch die Anzahl der Glieder beftimmt. 

Es fey 3. B. das erfte Glied 5, der Unterfchied 3, 
mb die Anzahl der Glieder 10, ſo ift die Reihe folgende: | 

5,8, 11, 14, 17, %, 3, 236, 29, 32. | 

Muß man den Unterfchied von jedem Öliede abzie: 
hen um das naͤchſtfolgende zu erhalten, fo entfteht eine 
fallende Progreffion. Man kann alödann auch den Un: 
terſchied als negativ betrachten. 

373. Um eine folche Reihe auf eine allgemeine Art . 
barzuftellen, fege man dad erfte Glied — a, und im 
Unterfieb = F d. Alsdann iſt 
‚ | Mr 
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ifted St. 28 61. 38 48 68 ZT 
a, ‚atd, at2d, at3d, at4d, a+5d, | 
etc. 
374. Hier zeigt fih, daß jedes Glied, das erfie 
- ausgenommen, aus zwey Xheilen befteht, nehmlich: aus 
dem erften Öliede und einem Produkt der Differenz mit 
einer Zahl, die um 1 Eleiner ift, als die Anzahl des Glies 
des. Das Produkt wird bey einer ſteigenden Reihe zu 
dem erſten Gliede hinzuaddirt, und bey einer fallenden 
von demſelben abgezogen. | 
375. Setzt man alfo die Zahl, wodurch die Stelle 
eines Gliedes in der Progreſſion bezeichnet wird, = a 
fo ift das Glied ſelbſt— at (m — 1)d 
Diefer Ausdrud heißt das allgemeine Stieb 
ber arithmetifchen Reihe. Denn man Fann darnach ein 
jedes Glied einer folchen Reihe außer der Ordnung 
finden, fobald man für a, dund.n beſtimmte Zahlen fegt. 
Es ſey z. B. a — 9, d — 4, 2 13, fo ift das 13te 
oe Glied der Reihe —9 383. 12 63. 
In einer fallenden Reihe ſey a= 125, d== 5, n = 16, 
fo ift das 16te Glied der Reihe = 125 — 5. 15 = 80. 
376. Wenn man dad nte Glied einer Reihe als dad 
‚ legte berfelben betrachtet, -und es = z feget, fo if 
z=aHt (n—1)d. 
377. Hieraus laffen fich auch allgemeine Ausdrücke 
fir a, d und n finden. Es ift nehmlich 
= a=z+(n—1)d 


di—=- 
n 








— 4 
— der, 


—1 





bey einer fallenden Reihe — — 


n = 
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Wenn alfo von ben vier Stüden a, d, n, z einer 
arithmetifchen Progreffion je drey gegeben find, fo läßt 


ſich immer das vierte daraus finden. _ 


378. Wenn man das erfte und letzte Glied einer 
arithmetifchen Reihe, ferner das zweyte und vorleßte, 
alddann das dritte von vorne herein und das dritte vom 
Ende, und fo fort, je zwey Glieder, die von beyden 
Enden gleich weit entfernt liegen, zufammenabdirt, fo 
find die Summen alle einander glei. 


379. Der Grund davon ergibt fich leicht aus obis 

er allgemeinen Darſtellung einer folhen Reihe. 

Es ift daſelbſt a (a +5 d)=(at+td) + (a 
+H4y=a@at2)+a@a+3HYH=2at5d 

Betrachtet man die Reihe ald fleigend, fo iſt das - 
zweyte Glied zwar um d größer, ald dad etfte, aber da⸗ 
für das vorlegte um d Heiner als das legte; eben fo ift 
das dritte zwar um d größer als das zweyte aber bafür 
das dritte vom Ende um d Eleiner, als dad vorleßte; 
und fo geht eö fort: fo viel das mte Glied auf der einen 
Seite gegen da8 (m — i)ſte gewinnt, fo viel verliert dad 
mte Glied auf der andern Seite gegen dad (m — 1)ite 
dafelbft. Daher muͤſſen die Summen folcher Guederi im⸗ 
mer gleich ſeyn. 

Bey einer fallenden Reihe verhaͤlt es ſi & eben fo, 
daß das, was bie Glieder auf der einen Seite gegen ein: _ 
ander gewinnen, fie auf der andern wieder verlieren, nur 
mit dem Unterfchiede, daß fie von vorne herein immer 
‚ Meiner, vom Ende an gerechnet aber immer größer werben. 


380. Wenn eine Reihe n Glieder hat, fo find tie _ 
Glieder von gleicher Summe, das 1fte und nte; das 2te 
und (n— UNſtez das Zte und (n— le; .... das mte 
und (n — (m—1))te. Die Summe zweyer (other Se: 
trit=2aHt (n—1) d. 


Sn \ 
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81. . In einer Reihe von n Glledern finden z Der: 


bindungen von Gliedern gleicher Summe flatt, und ba 
jede diefer Summen =2 at (n—1)d if, fo ift die 
Summe aller diefer Summen oder die Summe ber 


ganzen Reihe = !at(n—1)d=an+t 


n. a —1) A. 

Man kann alfo aus dem erften Gliede, aus dem Un⸗ 
terfchiede, und aus der Anzahl der Glieder die Summe 
der ganzen Reihe finden. | 

382. Da das legte Slied, z=at+(n— 1) dif, 
fo ft 2at(n—1)d=a--2; folglich kann die Sums 


me ber ganzen Reihe auch durch 5 » (a+z) ausgebrädt 


werden, d. h. fie it gleih der Summe des ew 
fen und legten Gliedes multiplizirt mit der 
halben Anzahl der Glieder. 

383. Man fege die Summe ber ganzen Reihe = == 
s, fo if 


.— J—— d oder 


—=(a-+ 2). 

In dem erſtern Ausdruck F s gilt das Zeichen 4bey 
der ſteigenden, das Zeichen — bey der fallenden Reihe. 

384. Die Summe s macht die fünfte Größe aus, 
die man nebft den obigen vieren, a, d, n und z, als 
vorzügliche Stüde einer arithmetifchen Progreffion anzus 
ſehen bat. 

35. Wenn von diefen fünfen je drey 
Stücke gegeben find, fo Eönnen die andern 
beyben daraus gefunden werden. 
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386..: Hierbey find folgende Faͤlle moͤglich: 





. Gegeben. Geſucht. 
) a, d, n 2,8 

2) a, d, 2 n,s 
3) a, d, 8 n, = 
4) a, n, 2 d, 8 
5) a, n, 8 d, 2 
' 6) a, 2, 8 d,n 
7) d, n'’z ‚a, 8 
8) d,n 8 a, 2 
90) d, 2, 8 a, n 
10) n, 2, 8 a, d 


Unter diefen Fällen führt die Auflöfung von Pr. 3 und 
auf eine fogenannte quadratifhe Öleihung, von 
ren Behandlungsart erft weiter unten die Rede ift. Die 
rigen Faͤlle werden durch eine einfache Gleichung aufgelöft. 





1) 


on der geometrifgen Progreffion insbe 
fondere, 


387. Der Erponent des Verhaͤltniſſes, weiches zwi⸗ 
en je zwey auf einander folgenden Gliedern einer geo⸗ 
etriſchen Progreſſion ſtatt findet, heißt vr Exponent 
’r Progreffion überhaupt. 

388. Eine geometrifche Progreffion wird durch das 
ſte Glied, durch den Exponenten und durch 
e Anzahl der Glieder beſtimmt. 

Es ſey z. B. das erſte Glied 2, der Erponent 3, die 
zzahl der Glieder 8, fo iſt die Reihe folgende: 
2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458, 4874. 

389. Iſt der Erponent eimeigentliher Bruch, 

wird die Reihe eine fallende. 

390. Allgemein läßt fich bie geometriühe Mond: 


— 
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fion auf folgende Art darſtellen — wo a das erfle Glied 
und e den Erponenten bedeutet: | 
ifted SL. 2tes Gl. 38 4:56 68 

a, ae, ae?, ae?, ae*t, aed, etc. 

391. Hier ift jedes Glied, das erfte ausgenommen, 
ein Produkt des erften Gliedes mit einer Potenz des Er: 
ponenten der Progreffion. Der Erponent biefer Potenz 
aber ift immer um 1 $leiner, als die Anzahl des Gliedes. 


392. Sest man alfo die Zahl, welche die Stelle 


- eines Gliedes in der Progreffion bezeichnet, = n, fo if 


das Glied felbfi — aer-1. Diefer Auödrud iſt dad all 
gemeine Glied der geometrifchen Reihe. 

1.. Man verwechsle diefen Ausdruck nicht init (ae)?—1 
d. h. man erhebe nicht das Produft des erften Gliedes und 
des Erponenten auf die (n — 1)fte Potenz, fordern nur den 
Erponenten, e, allein, und multiplizire die (a — dfte Pos 
tens deflelben mit a. 

2. Das allgemeine Glied zeigt und die Beſchafenheit 
eines jeden Gliedes einer geometriſchen Progreſſion im All⸗ 
gemeinen; allein um irgend ein Glied außer der Ord⸗ 
nung zu berechnen, gewährt ed eben feinen großen Vor 
theil, wenn man fi) nicht etwa noch eines befondern Huͤlfs⸗ 
mitteld, als: Rafeln der Potenzen oder der Logarithmen 
bedient. 

393. Betrachtet man das nte Glied als das letzte 
einer geometrifchen Progreffion, und feßt ed = z, fo iſt 

z == aeı-1, | 

394. Aus diefem Ausdrude laſſen ſich allgemeine 

Ausdruͤcke für a, e und n finden. Es iſt nehmlich 


, am: el 


e = v "(a : a) 

n kann ohne Hülfe der Logarithmen, von denen ber 

folgende Abſchnilt handelt, nicht gefunden werden. Schon 

e kann in vielen Faͤllen nicht ohne Schwierigkeit anders 
als mit Logarithmen aufgefunden werten, Der Vollſtaͤn⸗ 
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digkeit wegen alfo ftehe hier nur der allgemeine Ausdrud 
für n. Es ift nehmlich 

log. z— log. a Ä 

N FT Top e +1. . 

395. Es verhält ſich alfo hier auf eine Ähnliche 
Weiſe, wie bey der arithmetifchen Progrefiion, nehmlich: 
wenn von den vier Größen a, e,en, 2 je drey gegeben 
find, fo laͤßt fich daraus die vierte finden. 

396. Um die Summe einer gedmetrifchen Pro- 
greffion zu finden, fege man zuerft das erfte Glied — 1: 
alsdann ift die Summe der ganzen Reihe von n.Öliedern, 
die wir mit 8’ bezeichnen wollen, — 

+ e eteterthet.. ter, 

Folglich ft 
ee? 4 eꝛ rer tz | 

oder 
ed+tetetet.. ten=r — 1. 

Hier ift die in Klammern eingefchloffene Reihe ber 
urfprünglichen Reihe weniger bem letzten Gliede derfelben 
glei, dei. ==’! — er, Man erhält alfo 

e (— mt) — 1 
vr em — j 
Bieht man bier auf bepben Eeiten einmal 8 ab, fo bleibt 


.-N)s—-—e=—1. 
Folglich (e — )) er — 1. 


Botglig d = 


welches die gefuchte Summe iſt. 

397. Iſt aber das erſte Glied der Progreſſion = a, 
fo iſt die Summe von n Gliedern derſelben, die wir mit 
[ bezeichnen wollen, = — 


EEE 0 22255 2 


— 8 
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/ 


oder et. - - \, nr 
Ä tete te tet. Hedef 
Das-heißt 
as —/[ . 
Folglich 4 en 
j _ad—a . 
=: = 


398. Da nun z = aer-1i iſt, fo kann man u 
feßen 





e2 — a 
J= e — 1 J 


399. Auch hier laſſen ſich von den 5 Groͤßen, — a,' 
e,,n, z und [, je zwey aus ben drey übrigen finden. 
Es find folglich ebenfalls zehn Fälle möglich, wie bey 
ber arithmetifchen Progreffion, bie fich nach obiger Ta⸗ 
belle (386.) angeben laſſen, wenn man darin e flatt dfegt. 

Unter diefen find auch zwey Fälle, deren Auflöfung ” 
ſchwieriger, als die der übrigen iſt, nehmlich: wenn e und 
zauda, n und /; und wenn’a und e aus n, z und ‘ges 
funden werden follen. Zur Auflöfung derfelben gehört die 
Theorie der höhern Gleichungen. | 

400. Wenn a 1, und e — 2 if; fo wid 

—2214. 

401. He<i; folglich ein eigentlicher Bruch, ſo 
iſt ſowohl er — 1als e — 1 negativ, der Quotient 
‚felbft aber pofitiv (135). In diefem sau fegt man 


ſchicklicher 


| 1—e 
402%. Geht in diefem Sal die Reihe ins Unendlicye 
fort, fo wird er = 0 und folglid ., 


[= a 1 
1—e. 
Es ſey z. B. — 1, e— 4, fo iſt die Summe der un⸗ 
endlichen Reihe 


144 HH Ha er 
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In dem bekannten Schluß, der Achilles genannt, dem 
zufolge Achilles eine Schildfröte nie einholen fünnte, wenn 
diefe vom Anfang einen gewiffen Vorfprung hätte, liegt der 
Irrthum zum Grunde, dab die Summe einer unendlichen 
abnehmenden Reihe ſelbſt etwas unendlich Großes waͤre. 
Geſetzt Achilles habe eine zehnmal groͤßere Geſchwindigtkeit 
als die childkroͤte, und diefe ſey anfangs 10 Fuß voran, 
fo durchläuft fie 1 Fuß, waͤhrend Achilles 10 durchläuft, 
ferner 2, Fuß, während A. 1 F.: ferner „A; F., während 
A. 255 u. ſ. w. — Hier ift der. ganze Kaum, den die 
Schiidkroͤte am Ende der ganzen unendlichen Reihe durch⸗ 
feet — 
14 Zuß; und die dazu angewandte Seit, wenn. anf.den ers 
ften Fuß auch 1 Minute gerechnet wird, = 14 Minute. In 
diefer Zeit alfo ift fie vom Achilles, der jede Dinute 10 Fuß 
durchläuft, eingehoft. 

403. . Zulegt verdient noch der Fall betrachtet zu | 
werben, wenn e — 1 gefegt wird. Alsdann find alle 
Glieder einander gleich. Es ſey z. B. a — 3, fo iſt 
die Reihe u 

3333 3 3.31% Ä 
von der niemand zweifeln wird, daß jede zwey auf ein⸗ 
ander folgende Glieder einerley Verhältniß haben. Die 
Summe von n Bliedern einer folchen Reihe ift offenbar - 
— an, Allein nach dem obigen allgemeinen. Ausdrud 


für / wäre fie — 21 — —=a 2 ein Ausdruck, der 


nichts entſcheidet, * — etwas uUnbeſtimmtes anzeigt, 


deſſen Werth fr jeden Fall beſonders zu entwickeln iſt. 
Wie man für diefen Kal den wahren Werth der Sums 
me herausbringt, zeigt unter andern Klügel inf 
Mathemat. Wörterbuch A Ih. Art. Geometriſche 
Reihe. 

Dan kann uͤbrigens dieſelbe Reihe auch 0% eine Arie 
metiſche betragen, in welcher der Unterſchied Ver Stie- 


‘ % 





° s; 
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der = 0 iſt; und wendet man auf fie die obigen allgemeis- 
nen Ausdrüde für.die Summe einemarithmetifchen Reihe an, 
fo ergibt ih ſogleich (= am. 


gwölfter Abſchnitt. = 
Bon den Sogarichmen. 





404. Wenn das erſte Glied einer geometrifchen Reis 
he — 1.ift, fo werden alle folgenden Glieder Potenzen 
bed Erponenten der Reihe (396.). Eine folche Reihe iſt 

1, e, es, es, et, ed, 8%, ... 

405. In diefer Reihe ann ein jebes Glied als ein 
Glied eines aus dem Verhaͤltniß 1: e zuſ ammenge⸗ 
ſetzten. Verhaͤltniſſes angeſehen werden; und wie 
vielmal das Verhaͤltniß 1 : e zur Zuſammenſetzung ges 
nommen werden muß, zeigt der Erponent. der Potenz 
diefes Gtliedes an. 

3. B. das vierte Glied, e®, entſteht aus der dreyfa⸗ 
hen Verbindung des Verhältniffes 1 : e. Denn aus der 
Bufammenfeßung der Berhältniffe 

i1:e 

1;e 

1:e 
entfteht das Verhältniß 1: e®, 

Auf gleiche Weife entfteht e® aus der fehsfachen Zus 
fammenfeßung des Verhältniffes 1: e; und fo uͤberhaupt em 
aus der nfachen Zufammenfeßung diefes Verhältniffes. 

406. Infofern nun die Erponenten der Potenzen 
der verfchiedenen Glieder anzeigen, wie vielfach die 
Zufammenfeßung des Grundverhältniffes (1 : e) fey, aus 
welcher diefe Glieder entfprungen find, heißen fie die Lo⸗ 
garithmen biefer Glieder. | 

Die Benennung fommt von Aoyay deuduös ber, d. i. 
Anzahl der Verhaltniſſe, nehmüh, aus welhes dass 


> 


‘ 
t 


* - _ / 
| Von: den Logarithmen. 189 


. jenige Verhältniß zufanmengefeßt ift, dem das Glied zuges 
hört, deſſen Logarithme diefe Anzahl ausdrückt. 

| 407. "Die Logarithmen find alfo nichtd anders als - 

Exponenten von Potenzen, die aber diefe Benennung in. 
etwas andrer Beziehung erhalten. Erponent ift eine 
allgemeine Benennung einer Zahl, die anzeigt, wie viels 

mal die Einheit mit einer gewiffen Zahl‘ (der Wurzel) 
multiplizirt oder Dividirt werden muß, um eine gewiffe 
Größe (die Potenz) zu erzeugen. Logarithme 
heißt diefelbe Zahl, in Beziehung auf die Potenz, und, 
mit Rüdfiht auf ein gewiffes Grundverhältniß, oder auf 
eine Zahl, deren Verhältniß zur Einheit ald Grundla—⸗ 
ge (basis) angenommen wird, und die daher felbft die 
Grundzahl heißt, und hier daffelbe ift, was dort die 
Burzel ift. 

3. B. wenn 53 = 125 ıft, fo ıft 3 der Erponent der 
Potenz 135, wenn 5 die Wurzel iſt; eö ift aber audy der Lo⸗ 
garithme von 125, infofern 1: 5 als Örundverhältniß oder ” 

 5ald Örundzahl angefehen wird. 

408. Ein wefentlicher Unterfchied zwiſchen Expo⸗ 
nent und Logarithme findet durchaus nicht ſtatt. Nur 
braucht man den Ausdrud Erponent da, wo überhaupt 
von Potenzen die Rede ift, deven Wurzel diefe oder jene 

- Größe feyn mag. Logarithmen aber nennt man nur die 
Erponenten, wenn ihre Potenzen alle aus einerley Wur⸗ 
zel entflanden find, und befonders in Beziehung auf den 
Gebrauch, der fich. alddann in den Rechnungen von ihnen 
‚machen läßt, und- der eben hier erflärt werden foll. 

3. B. wenn w—=y ift, fo nennt man gewöhnlich x den 
Erponenten von y für die Wurzel a; man kann aber auch x. 
den Rogarithmen von y nennen, ivenn man ax als ein Glied 
einer ahnlihen Reihe wie die obige (404.), 1, a, a?, a?, 
... betrachtet, oder fich eine unbeftinsmte Menge von Pos 
tengen der Zahl a denkt, unter welchen aud ax ift. 

409. Wenn man in der Reihe 1, a, a2, a’, . 
einen beſtimmten Werth für a ſetzt, fo erhalten ale Blie> 
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ber berfelben einen beflimmten Werth oder werben durch 
beftimmte Zahlen ausgedrüdt, und die Erponenten von 
a find die Logarithmen dieſer Zahlen. Man kann aber 
für a unzählig verſchiedene Werthe ſetzen, folglich für 
dafjelbe Glied der Reihe unzählig verfchiedene Zahlen er: _ 
halten. Der Erponent eines Gliedes kann daher. der Los : 
garithme unzählig verfchiedener Zahlen feyn. | 
3. B. wenn a? = p ift, fo ift 3 der Logarithme von p; . 
der Werth von p aber ändert fih, fo wie fih der Werth von . 
a Andert. | 
410. Sekt man bagegen p unverändertic, und - 
ax — p, fo muß der Werth von x fich ändern, fo oft 
fi) a ändert; immer aber bleibt x der gogarithme von p. 
Folglic kann diefelbe Zahl unzählig verfchiedene koge⸗ | 
rithmen ‚haben. - " 


411. Es läßt fih alfo im Allgemeinen weder 
beftimmen, welche Zahlen irgend einem beflimmten Lo⸗ 
garithmen, noch welcher Logarithme irgend einer beftimms 
ten Zahl zugehöre; fondern es muß erft feſtgeſetzt werden, 
welche Zahl dabey ald Grundzahl anzufehen fey. 


412. Wenn man für'eine beftimmte Grundzahl die 
‚Zahlen, welche die verfchiedenen Potenzen derſelben aus⸗ 
machen, und bie ihnen zugehörigen Logarithmen berechs 
net, fo erhalt man ein logarithmiſches Syſtem. 
413. Jede pofitive Zahl, die Einheit audgenoms _ 
men, Fann Grundzahl eines logarithmifchen Syftems feyn. 
Es find daher unzählige verfchiedene Syſteme möglich. 
1. Die Einheit kann deßwegen nicht Grundzahl eines 
logarithinifchen Syſtems werden, weil alle Potenzen derfels 
ben wiederum = 1 find, 
‚ 2% Warum negative Bahlen ed nicht feyn fönnen, ers 
gibt ſich aus $. 417. 
414. Man feße die Grundzahl = 2, fo gibt bie 
geometrifche Reihe 
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210 a.0 
folgende Zahlen: 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 
1024... 
deren Logarithmen fi fi nd: 

Ö, 1, 2, 3, 4, 5: 6, 7: 8, 9, 10 - : » 

Der Logarithme von 1 tft jederzeit = 0, weil jede Zahl 
auf die Potenz Null erhoben = 1 iſt (215.). 

415. Hier ftellen die Zahlen 1, 2, 4, 8... mit 
ihren Logarithmen 0, 1, 2, 3, ... ein Bruchſtuͤck ei⸗ 
ned logarithmifchen Syftems bar, deſſen Grundzahl 2 2 ifl. 
Jene Reihe von Zahlen bildet eine geometriſche 
Progreſſion, während dieſe eine arithmetiſche 
ausmacht. Daſſelbe findet bey jedem andern logarith⸗ 
miſchen Syſteme ſtatt. 


416. Vergleicht man die Reihe der Zahlen 1,2 
4,8... mit der Reihe der natürlichen Zahlen, fo fieht 
man, daß viele von diefer in jener fehlen. Wenn man 
alfo das logarithmifche Syſtem der Grundzahl 2 auf die 
Art, wie es bier angefangen ift, weiter fortfegen wollte, 
fo würden fich eine Menge von Zahlen mit ihren Loga⸗ 
rithmen nicht darin finden, und es würde in diefer Ruͤck⸗ 

fiht ein fehr luͤckenhaftes Syſtem feyn. 
- Eben das würde geſchehen, wenn man irgend eine an⸗ 
dre Zahl zur Grundzahl, und lauter ganze Zahlen zu Er» 
ponenten derfelben nehmen wollte. 

417. Die Brauchbarkeit eines logarithmifchen Sy⸗ 
ſtems aber hängt davon ab, daß die Glieder der geome- 
trifchen Reihe die natürlichen Zahlen in ihrer Ordnung 
und ohne Lüde darftellen, und jede derfelben mit ihrem 
Logarithmen verbunden ſey.“ Da nun die Glieder ber 
geometrifchen Reihe lauter Potenzen der Grundzahl find, 
fo muͤſſen in einem logarithmifchen Syftem die natürlı 
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m min 


chen Zahlen als Potenzen einer und. ebenderfelben Zahl, 


der Grundzahl, berrachtet und dargeftellt werben. Dieß 
kann aber nicht geſchehen, wenn man zu Exponenten der 
Potenzen nur ganze Zahlen nehmen wollte. Man muß 
alfo, zum Theil gebrochene Exponenten gebraw 
chen. Dann ift es möglich, Potenzen einer jeden Grund⸗ 


zahl zu finden, die wenigftend von den ganzen Zahlen, 


welche durch fie ausgedrüct werden follen, nicht fehr ver: 
fhieden find. Und fehr kleine Verfchiedenheiten koͤnnen 


hierbey außer Acht gelafjen werden. 
1. Durch Potenzen einer negativen Zahl ift ed uns 


möglich, die Reihe der natürlichen Zahlen darzuftellen, waß ; 


für Erponenten man auch gebraude. Daher kann die Örunds 
zahl nicht negativ feyn. 
2. Auch gibt es feine pofitie Zahl, weder ganze noq 


gebrochene, die ſo beſchaffen waͤre, daß ſich aus ihr die Reihe 


der natuͤrlichen Zahlen vollſtaͤndig und mit vollfonme 
ner Genauigkeit, ſelbſt vermittelft der gebrochenen Er⸗ 
ponenten, ableiten ließe; fondern man muß fich begnügen, 
die meiften Zahlen nur durch Annäherung zu erhalten, 

418. Die Art und Weife, wie dieſe gebrochenen 
Erponenten gefunden werben, Fann hier unerdrtert bieis 
ben, da es zum Verftändniß des Gebrauchs der Logariths 
men nicht erforderlich ift, Die Methoden ihrer Berechnung 
zu kennen; auch die heutzutage gebräuchlichen Methoden 
Kenntniffe der Höhern Mathematif vorauöfegen. Indefs 
fen wird es nicht überflüffig feyn, ein Paar Worte von 
dem Verfahren, wodurch man anfangs die Logarithmen 
berechnete, zu fagen, da daſſelbe zwar ſehr muͤhſam in 
der Ausübung, aber leicht zu verftehen if. Man nennt 
ed die Methode der Interpolation. 


419. Diefe befteht darin, daß, wenn man zuerfl 
eine geometrifche Reihe, wie die obige (414.), gebildet 
bat, in welcher die Glieder Potenzen der Grundzahl mit 
ganzen Erponenten find, man alddann yuiihen iweyen 


| 
| 


| 


 # 
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zunaͤchſt auf einander folgenden Gliedern, die in Vergleich 
mit der Reihe der, natürlichen Zahlen eine Luͤcke zroifchen Ä 
fich übrig laffen, die mittlereProportionalzahl 
fucht (332.)3 ferner zwifchen diefer und derjenigen ber 
beyden erftern, zwifchen welche die fehlende Zahl, bie 
gefucht wied, fällt, wiederum die mittlere Proportional- 
zahl. Auf diefe Art muß man fo lange fortfahren, mitt: 
lere Proportionalzahlen zu fuchen, bis man auf eine Zahl | 
fommt, die von ber fehlenden um ein fehr, Kleines, etwa 
um weniger ald 000000 verſchieden ift. Zu gleicher 
Zeit muß man dad arithbmetifhe Mittel (323.) 
zwifchen den Erponenten derjenigen Glieder fuchen, zwi⸗ 
fhen welchen die mittlere Proportionalzahl gefucht wor: 
ben ift; ferner zwifchen diefem und dem Erponenten des⸗ 
jenigen Gliedes, das bey der Auffuchung der mittlern 
Proportionalzahl in Betrachtung gezogen werden mußte, 
wieder das arithmetifche Mittel, und fo fort, immer das- 
arithmetifche Mittel der Erponenten derjenigen Glieder, 
zwifchen denen eine mittlere Proportionalzahl gefucht wors 
den ift. Jedes diefer arithmetifchen Mittel macht den Lo⸗ 
garithmen der zugehörigen mittlern Proportionalzahl aus; 
folglich gibt dasjenige Mittel, das auf die mittlere Pro⸗ 
portionalzahl fällt, welche für die fehlende Zahl genom- 
men wird, den Logarithmen derfelben. 

420. Von allen diefen mittlern Proportionalzahlen 
behält: man nur diejenigen, nebft ihren Logarithmen, bey, 

‚die an die Stelle der fehlenden ganzen Zahlen gefegt 
werben koͤnnen; die übrigen verwirft man, ald un 
brauchbar. 

421. Dadurch leidet zwar die Volftändigkeit fo: 
wohl der geometrifchen Reihe der Potenzen, als der arith⸗ 
metiſchen ihrer Logarithmen — jene ſind nur noch als ein⸗ 
zelne Glieder einer geometriſchen, und dieſe als einzelne 


Glieder siner-arithmetifchen Progreſſion zu betragen. — 
Kried Mathematik 6. Auf. KT " 


. % 
. 4 . « 
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. aber in dieſem Zuftande, in welchem fie einen logaritbs 
mifhen Canon ausmachen, find fie brauchbarer, als 
wenn fie vollftändige Progreſſionen bildeten. 

Das Watſame und Befchwerliche der Interpolationds 
Method Frd dadurch gemildere, dab man nur bie Loga⸗ 
rithmen der Primzahlen auf dieſe Art zu ſuchen braucht, in⸗ 
dem ſich daraus die Logarithmen der uͤbrigen Zahlen herlei⸗ 


ten] Taffen. 


492%. Der Gebrauch der Logarithmen in den Rech⸗ 

nungen gruͤndet ſich auf dasjenige, was oben von den 
Rechnungenmit Potenzen von einerley Wur—⸗ 
zel geſagt worden iſt (208. ff.). Hiernach find vier 
Faͤlle zu unterſcheiden: 

423. J. Wenn zwey oder mehrere Zahlen 
zuſammen multiplizirt werden ſollen, ſo 
braucht man nur die Logarithmen der Zah— 
len zu abdiren, um den Logarithmen bes Pro 
dukts zuerhalten. 

3.8. man foll aus dem oben bargeftellten Bruch⸗ 
ſtuͤck eines logarithmiſchen Syſtems der Grundzahl 2 (414.) 
die Zahlen 64 und 4 zuſammen multipliziren, ſo addire 
man ihre Logarithmen 6 und 2; die Summe 8 macht 
den Logarithmen des Produkts aus. Bey diefem Logas 
rithmen aber findet fi) die Zahl 256, folglich ift dieſe das 
Produkt von 64 . 4. 

Der Beweis hiervon gründet fich darauf, daß, wenn 
man Potenzen von einerley Wurzel zuſammen multipli⸗ 
ziren ſoll, das Produkt eine Potenz derſelben Wurzel 
wird, deren Exponent der Summe der Exponenten der 
Factoren gleich if. Es iſt 64 20, 4 = 223 folglich 
64. 4-260. 22 28. Die Exponenten 6, 4, 8 machen 
aber die Logarithmen der 6ten, 2ten und Sten Potenz von 
2 aus, folglich muß die Summe der Logarithmen der 
Factoren dem Logarithmen des Produkts gleich feyn. 

424. I. Wenn eine Zah dur eine aus 


! 
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dere divibirt werden foll, fo muß man den 
Logarithmen des Diviſors von dem Logarith— 
men des Dividendus abziehen, um den Lo—⸗ 
garithbmen des Quotienten zu erhalten. 

3.8. es foll 512 durch 32 dividirt werben, fo zies 
he man ben Logarithmen 5 in obiger Tabelle yon dem Los 
garithmen 9 ab; die Differenz -4 ift der Logarithme des 
Quotienten, 16.  - " 

Dem es ift 512: 39 = 29° : 295 = 99-5 — 94 
(213.). Die Erponenten 9, 5, 4, aber find die Loga⸗ 


rithmen ber 9ten, 5ten und Aten Potenz von 25 folglicy 


gibt die Differenz der Logarithmen des Dividendus und 
Diviford den Logarithmen des Duotienten, 

425. II. Wenn eine Zahl auf eine Pos 
tenz erhoben werden foll, fo muß man den 
Logarithmen ber Zahl mit dem Erponenten 
der Potenz multipliziren, um ben Logaritbs 
men der Potenz zu erhalten. 

3.8. es fol 4 auf die 5te Potenz erhoben werben, 
fo multiplizire man den Logarithmen von 4 in obiger Ta⸗ 
belle, nehmlich 2, mit dem Erponenten 5. Dad Pros 
duft 10 ift der Logarithme der gefuchten Potenz, 1024. 

Denn e8 ift 4° = (2?)5 = 219 (218.). Die Er: 
ponenten 2 und 10 aber find die Logarithmen von 4 und 
10245 folglich findet ſich der Logarithme der letztern Zahl, 
wenn man den Logarithmen ber erflern mit dem Expo⸗ 
nenten 5 multiplizitt. 

Hieraus erklärt fich der obige Ausdruck für die Anzahl 


(a) der Glieder einer geometrifchen Progreffion (394.). Es 
war nehinlich z = aen-1; 
folglich iſt lg. z= log. ae — I) log. e;, 
folglich log. z — log. a = (n — 1) log. e, 
und daher — 1 = log. 2 — log. a 


log. o d 
log. 2 — log. a . 
oder n = ne +1. 


MN2 
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426. IL Wenn man aus einer Zahl die: 
Wurzel ziehen will, fo muß man den Logos 
rithmen ber Zahl durch den Wurzelerponen: 
ten dividirenz ber Quotient gibt den Loge 
rithmen der gefuhten Wurzel, ’ \ 

3. B. es fol die Cubifwurzel aus 512 gezogen wer: 
ben, fo dividire man den Logarithmen von 512, in obis 
ger Tabelle, nehmlich 9, durch den Wurzelerponenten 
33 der "Quotient 3 iſt der kogarithme der Wurzel, 8 


Denn es iſt 512=V = QM). Die Er⸗ 
ponenteng und $=3 aber find die Logarithmen von 512 
und 8. Man fi ndet alfo den Logarithmen der legtern Zahl, 
wenn man den Logarithmen der erſtern durch 3 dividirt. 


427. Die Operationen des Multiplizirens, Divi⸗ 
direns, Potenzirens und Ertrahivens find es alfo, in de: 
nen bie Logarithmen ſich mit jo vielem Vortheil gebrau⸗ 
chen laſſen. Hierbey waͤre es im Grunde einerley, was 
fuͤr ein logarithmiſches Syſtem man dazu anwendete, 
oder was für eine Zahl man zur Grundzahl des Syſtems 
machte. Indeſſen koͤnnen mancherley andere Rücdfichten 
bem.einen Syftem Vorzüge vor dem andern gewähren. 
So hat man zum Behufe ‚der Integral: Rechnung dad - 
Syftem der fogenannten natürlichen Logarithmen 
nöthig gefunden, deffen Grundzahl 2,718 ...— alfo 
eine ganze Zahl und ein Bruch — ift. Und eben fo hat 
man’ zu gewöhnlichem Gebrauch das Syſtem eingeführt, 
deſſen Grundzahl die Zahl 10 tft, weil es bey unferm des - 
kadiſchen Zahlenſyſtem gleichfalls manche Vortheile vor 
den uͤbrigen hat. 

428. Uebrigens haben Logarithmen verſchiedener 
Syſteme, die gleichen Zahlen zugehoͤren, einerley Ver⸗ 
haͤltniß zu einander. Es ſey z. B. an p und a —=u; 
ingleichen bu p und yV=u,pbtimin=x:y. 


222 .— — — vr 
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Zr B .- 

Denn. ed ifl,am = br, folgtid a * ingleichen iſt 
a-'bY, folglich a bx alfo tft bu b3; ; falglich 
2— I un daher mın=x: 

ir a .. 

429. . Man kann daher die Logarithmen ded einen 
Syſtems in die des andern verwandeln, wenn man fie 
mit einer und ebenderfelben (ganzen ober gebrochenen) 
Zahl,‘ die freylich für jedes Syſtem erſt zu beftimmen ift, 
multiplizirt. 

430. Erhebt man die Zahl 10 auf ihre Potenzen 
mit ganzen Erponenten, fo erhält man folgende Reihe: 
10° 10? 10? 10? 10° 10° x. 

1 10- 100 1000 10000 100000 x. 

Die Logarithmen diefer Zahlen find der Reihe nah - 
8, 1,2, 3, &, 51. Es zeigt fich alfo, daß die Lo⸗ 
garithmen aller Zahlen unter 10 Feiner als +, die Loga⸗ 
rithmen aller Zahlen unter 100 Peiner als 2, die der Jah: 
len unter 1000 Eleiner als 3 u. f. w. find; und daß nur 
bie. Logarithmen der wenigen Zahlen, welche diefe Reihe 
aufftellt, genau ganze Zahlen find. Bey den Logarith⸗ 
men der übrigen Zahlen muß man: noch zu Brüchen feine 
Zuflucht nehmen,. und diefe werben ald Derimalbrüche 
ausgedruͤckt. 

431. Man unterſcheidet beher an einem Logarith⸗ 
men die ganze Zahl und den Bruch, aus welchem er be⸗ 
ſteht. Die ganze Zahl, wozu man bey den Logarithmen 
der Zahlen unter 10 auch die Null rechnet, nennt man 
ihre Kennziffer oder Charakteriſtik; und den De⸗ 
cimalbruch, die Mantiſſe. 

432. Folglich iſt die Kennziffer der aan. 
aller Zahlen von 1 bis 9 —= 0, von 10 bis 9 —\, vum 
100 bis 999 =2, u. f. w. aljo jedesmal tem Drvnumap 
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erponenten der höchften Ziffer einer Zahl gleich 5 welche 
unftreitig eine große Bequemlichkeit in den Rechnunge 


gewährt. „Bey ganzen Zahlen iſt die Kennziffer immer u) 


1 Heiner, als die Anzahl der Ziffern, mit welcher die gal 
gefehrieben wird. Man kann alſo fhon aus der Bloß 
Kennziffer eines Logarithmen erkennen, von welcher Or! 
nung bie zugehörige Zahl iſt; und umgefehrt, aus bi 
bloßen Anzahl der Ziffern einer Zahl, die Kennziffer di 
zugehörigen Logarithmen bejtimmen. 


433. $erner haben Zahlen, die nur darin von-eii 
ander verfchieben find, daß die eine am Ende Feine Nu 
len hat, die andern aber eine oder mehrere Nullen en 
halten, einerley Logarithmen, in Abfiht auf die Maı 
tiffe, und nur die Kennziffern derfelben find verfchieben 
3.3. die Logarithbmen von 8, 80, 800, 8000- find m 
in ihren Kennziffern verfchieden. Denn da 80 =8.1 
ft, fo ift der Logarithbme von 80 — Log. 8 + Log. 1 
Der Logarithme von 10 aber ift = 1; folglich aͤnde 
fih durch ihn nur die Kennziffer des %og. von. Aı 
ähnliche Art verhält ed fich mit den Logarithmen vo 
800, 8000. | 

434. Auch die Logarithmen folcher Zahlen, die gar 
mit einerley Ziffern gefchrieben und nur dadurch von eis 
ander verfchieden find, daß ein Theil der einen einen Di 
cimalbruch ausmacht, find in ihrer Mantiffe einandı 
gleich, und nur in der Kennziffer verfchteden. 3.3.0 
Logarithmen von 7895 und von 7,825. 

- Denn 7,825 ift = 7825 : 10005 folglich iſt Lo— 
7,825 = og. 7825 — Log. 10005 der Log. 1000 abı 
ft. = 3, folglich wird durch ihn nur die Kennziffer be 
Log. 7825 geändert, 

Diefer Umſtand ſowohl, ald der vorher angeführte, git 
dein Iogarithmifchen Syftem der Zahl 10 im Gebrauch ein 
große Bequemlichkeit, 


f +‘ 
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435. Aus dem zuleßt angeführten Beyfpiele ergibt 
ſich auch, wie man den Logarithbmen eines bloßen 
Decimalbrucs finden könne. Man betrachtet nehm: 
lich den Decimalbrudy als eine ganze Zahl, nimmt den 
Logarithmen berfelben, und zieht von ihm ben Logarith⸗ 
men des dem Decimalbruch zugehörigen Nenners ab. Ins 
deffen würde dieß bey einem bloßen Decimalbruch einen 
negativen Logarithmen geben. Dafür behält man Die 
Logarithmen des Zählers und Nennerd felbft bey,- und 
fegt fie mit einem Subtractionszeichen neben einander. 
Der Nenner eines Decimalbruchs aber ift eine Potenz 
von 10, Daher fein Logarithme eine ganze Zahl. 3.8. , 
es ift Log. 0,3478 = Log. 3478 — Log. 10000 = 
3,5413296 — 4.: Doch fegt man lieber den Logarith⸗ 
men des Nenners jederzeit —= 105 alfo den Nenner felbft 
. = 10.000 000.000, und richtet darnach ben Logarith⸗ 

men des Zählers ein. 3.8. Log. 0,3478 = 9,5413296 

— 10. Dieß gefchieht theils der Gleichförmigfeit, theils 
der Uebereinflimmung wegen mit den Logarithmen der 
trigonometrifchen Linien. Auf ähnliche Weife ift Log. 
-0,03478 = 8,5613296 — 10. . So Eanın’ man fich -die 
negativen Logarithmen erfparen. 
Will man den einem folchen Logarithinen zugehoͤrigen 
Decimalbruch in den Tafeln aufſuchen, fo ſchlaͤgt man die 
Mantiſſe unter der Kennziffer 3 auf, und fohreibt die dazu 
gehörige ganze Zahl als einen Decimalbruh, wobey die 
Differenz zwiſchen der Kennziffer des Logarithinen und der 
am Ende abgezogenen Zahl 10 anzeigt, in weicher Stelle der. 
Decimalen der Bruch anfangen müfle. 

436. Nach diefer Methode verfährt man aud, 
wenn man ben Logarithmen eines gemeinen eigentlichen 
Bruchs haben will. Anftatt des negativen. Logarith- 
men, den man eigentlich erhalten müßte, vermehrt man 
die Kennziffer des Logarithmen de3 Zahlers um 10, zieht 
barauf den Logarithmen des Nennerd von in ab, vum 1 
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fügt der Differenz am Ende — 10 bey. Man erhält auf 
diefe Weiſe den Logaritbmen des Decimalbrud, 
der dem gegebenen Bruche gleich if. * 

1. 3. B. um den Log. 4 au bekommen, zieht man der 
20g. 4 (d. i. 0,6020600) von dem Log. 3 (d. i. 0,4771213) 
ab, nachdem man vorher die Kennziffer des leßtern um 10 

‚vermehrt hat. Man erhält alfo 10,4771213 — 0,6020600 
=9, 8750613. Diefem Logarithmen feßt man noh — 10 
hinzu. Es ift alfo Log. J = 9,8750613 — 10. Schlägt man 
diefen Logarithmen in den Tafeln unter der Kennziffer 3 
auf, fo findet man 7500, ud da9g— 10 = — 1 iſt, fo 
fängt der Decimalbruc in der erften Stelle an, und ift alfo 
== 0,7500 . . ., welches = 2 ifl. | 

2. Negative Logarithmen find alfo Logarithmen eis 
gentlicher Brüche, fo wie auch negative Erponenten der Pr 5 
tenzen Brüde andeuten (197. 202, 3.). 

3. Logarithmen negativer Zahlen find in einem Syſtem, 
deſſen Grundzahl pofitiv ift, unmöglich. Dieb hindert aber 
nicht, daß man von den Logarithmen auch bey negativen 
Ausdrücken Gebrauch mache, indem man diefe einftweilen 
als pofitiv betrachtet, 





437. Um von ben Logarithmen den Nutzen in ben 
Rechnungen zu haben, den fie gewähren können, muß 
man Tabellen haben, in denen die Zahlen nach ihrer 
natürlichen Ordnung mit den ihnen zugehörigen Logarith⸗ 
men auf eine ſchickliche Weiſe aufgeftellt find. Derglei⸗ 
hen Zabellen führen den Namen der logarithmi- 
fhen Zafeln. 

438. Die erften Tafeln diefer Art hat man dem 
Ihottländifchen Baron Johann Neper zu verdanken, 
der gewöhnlich auch als der Erfinder der Logarithmen anges 
ſehen wird. Zwar hat um eben die Zeit, ald Neper, ein 
Schweizer, Juſtus Byrg, ohne von Nepers Erfins 
dung etwas zu woiffen, nicht nur den Gedanken zur Vers 
fertigung logarithmiſcher Tafeln (dad uter Virien Ru 
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men zu gebrauchen) gehabt, fondern auch audgeführt. 
Aber Byrgs Tafeln erichienen nicht nur fpäter als Ne⸗ 
pers, fondern find auch nie ſehr bekannt geworben und 
in Gebrauch gekommen. 

Der Titel des Neperiſchen Werkes if: Mirifici Logarith- 


moram Canonis descriptio etc. Autore et Inventore Joanne Ne- 


pero. Edinburgi 1614. 4to. 


Byrgs Tafeln führen den Titel: aArithmetiſche vnd Geo- 
metrifche Progrels Tabulen ꝛc. Gedruckt in der alten Stadt 
Prag, im Jahre 1620. in Ato. 


439. Nepers Logarithmen find nicht mit den heut⸗ 


zutage gebraͤuchlichen uͤbereinſtimmend. Die erſten die⸗ 


ſer Art ruͤhren von dem Englaͤnder Henry Briggs, 
einem Zeitgenoſſen Nepers, her, der ſelbſt mit Nepers 
Zuſtimmung den Logarithmen dieſe veraͤnderte Einrich⸗ 
tung gab, und die Zahl 10 zur Grundlage des logarith⸗ 
miſchen Syſtems machte. Daher werden die nach die⸗ 
ſem Syſteme eingerichteten Logarithmen jetzt noch haͤufig 
Briggiſche Logarithmen genannt. 

Das Briggiſche Hauptwerk erſchien 1624 zu London un⸗ 


ter dem Titel Arithmetica Logarithmica — und enthält die 


N TR 


Logarithmen der Zahlen von 1 bis 20000, und von 90000 bis 
100000 bis auf 14 Dectmatftellen. 

Der ungemeine Vortheil, den die Logarithmen gewähs 
ven, machte, daß bald mehrere Ausgaben derfelben erfchies 
nen. Nach und nach vermehrte fih die Anzahl derfelben, 
vornehmlich im Auslaͤnde, beträchtlich. In Deutfchland wa⸗ 
ren fie feltener, bis fie in den neueften Seiten vornehmlich 
durch Schul ze's und Vega's Verdienfte auch hier mehr 
verbreitet wurden. 

Dem lektern verdankt man mehrere Ausgaben Logarith: 
mifcher Tafeln, unter derien für Schulen befonderg zu em⸗ 
pfehlen: 

Logarithmisch - trigonometrisches Handbuch, anstatt der 
kleinen Vlackischen, Wolfischen und andern dergleichen , mei- 
stens sehr fehlerhaften 'Tafeln, für die Mathematikbeilissenen 
eingerichtet. 1öte Aufl. od, te Stereotyp, Auß. Leipz. ABır. 
kl 4 


& 
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Sehr wohlfeitl und doch recht brauchbar find die kleinen 
Logarithmischen Tafeln von Morita von Prasse, Leipz. 1816. 
kl.8.— Revidirt und vermehrt von C. B. Mollweide Eben- 
- das. 1826. 12. 

Umftändlichere Nachrichten von logarithmiſchen Tafelk 
findet man in Käftners aſtronom. Abhh. II. Samml. &.1fl. 
und in feiner Fortſetzung der Rechenkunſt G. 79 fi 
Zerner in Scheibels Einleitung zur mathenat. Bücher 
fenntniß I. Bd. ©. 1 ff. und ©. 403 ff. — Ingleichen in 
Murhards Litteratur der mathemat. Wil]. II. Bd. ©. 183 ff. 

‚ 440. Die Einrichtung der Tafeln iſt nicht immer 
einerley, man muß fi) Daher aus der ihnen gewoͤhnlich 
vorgefegten Einleitung darüber untersichten, wenn man 
fie gebrauchen will. Die angeführten Iogarithmifchen 
Zafeln von Vega find hinreichend, die Logarithmen ber 
Zahlen bis zu 1000000 zu finden; wie man aber babey 
verfahren müffe, wenn die Zahl mit mehr ald 4 Ziffern 
gefchrieben wird, lehrt die Einleitung. Eben’ daſelbſt iſt 
auch ‚gezeigt, wie man zu einem Logarithmen, der nicht 
genau in den Tafeln ſteht, die zugehoͤrige Zahl, und zu 
einer Zahl, die nicht in den Tafeln ſteht, den zugehoͤti⸗ 
gen Logarithmen finden koͤnne. 

1. Wenn eine Zahl am Ende Nullen Hat, und es ſteht 
nur der übrige Theil derſelben, der nah Wegnahme der 
Nullen übrig bleibt, in den Tafeln, fo braudt man nur die 
Kennziffer des Logarithmen diefes Theils uam fo viele Einhei⸗ 
ten zu vermehren, als Nullen am Ende ftehen, um den Lo⸗ 
garithinen der ganzen Zahl zu erhalten. Der Grund davon 
ergibt fih aus $. 433, 

2. Wenn eine Zahl, die nicht in den Tafeln fteht, fi 
in Factoren zerlegen läßt, fo kann man die Logarithmen dies 
fer Sactoren auffuchen, und fie zufammenaddiren. Die Sums 
me derfelben gibt den Logarithmen der ganzen Zahl. 
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Von der Rechnung sufammengefegter 


Sntereffen. 





441. Intereffen oder Zinfen find der wirk⸗ 


liche Ertrag eines Capitals; Procente hingegen druͤ⸗ 


den das Verhältniß der Intereffen zum Capital, ‚nad 


— — — 


Verlauf eines Jahres, aus. 


.442. Wenn die Intereſſen bloß nach ber. Anzahl 
ber Procente und dem Verhältniß der Zeit zu einem Jahre 


. beftimmt werden, fo heißen fie einfache Intereffen: 
“werden fie aber nach einer gewiffen Zeit felbft als Capi⸗ 


tal betrachtet und gleichfalls verzinfet, fo entftehen 3,.u> 


ſammengeſetzte Intereſſen (usurae simplices 
und compositae). 


443. Einfache Intereſſen werden durch eine einfa⸗ 
che oder zuſammengeſetzte Regel de tri gefunden; die 
Berechnung zuſammengeſetzter Intereſſen erfotdert ein 
eigenes Verfahren, das hier. gelehrt werben fol. Die 
kogarithmen leiften dabey nicht nur fehr gute Dienſte, 
ſondern ſind zum Theil unentbehrlich dabey. 

444. Man ſetze, es ſey ein Capital = a, es wer: 


de zum Procenten ausgeliehen, die Intereſſen werden 


jährlich zum Capital geſchlagen; wie groß wird das Ca⸗ 
pital nach n Jahren ſeyn? 

Zuerſt muͤſſen die einfachen jaͤhrlichen Intereſſen ei⸗ 
nes Capitals — — a beſtimmt werden, und dieſe finden ſich 
durch die Regel de tri 100: à — m: In a. Folglich 
macht bad Capital nebft den Intereſſen am Ente des er= 


| / ' 
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ſten Jahres aus J 
gm _, m _ __10-+-m 
DET CE VE ker zu 
Diefer Werth ſey = b, fo iſt das Capital am Ans 
funge dẽs zweyten Jahres = b; folglich am Enbe deſſel⸗ 
ben, nebft den Intereffen, =b-+ 100 b= (1 +) 


b= or b. Und fest man in. diefen Ausdrud 

ftatt b den Werth deffelben aus Nr. 1., fo macht das Ga; 

pital mit den Intereffen am Ende des zweyten Jahtes 

9, 100 Fm 100-+ m 100--m = (tm, 

100 °' 100 ° | 
Diefes fey.— c,. fo ift das Capital nebſt den In⸗ a 


terefjen am Ende des bitten Jahres =c-+ m c= 


“ mx. ___100-+m J 
(1 + 100) ca Und nimmt man für 
c den Werth deffelben aus Nr. 2., fo ift das Capital mit 
ben Intereffen am Ende bed pritten Jahres — 


100-+m  (100-my®. , _ tm", . 











5 700 
Auf diefe Weife ergibt fi, daB die Erponenten ber 
00+-m _. 


mit jedem Jahre um 1 wachen, 





1 
Potenzen von 100 
baß folglich der Werth des Capitals nebfl' den Intereffen 


_y100--m\® _, 
am Ende von n Zahren —( 100 ) a if. Man 
fege diefen Werth = x, fo hat man den allgemeinen 


Ausdrud 








(004 ey 


pen 


445. Wollte man den Betrag der zufammengefe: 
ten Sntereffen allein willen, ſo braudgte mom nur vun 


rn — = ERHEBEN ——— — 
“ 2 
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dem Werthe bes, Capitals am Ende der n Jahre bie un⸗ 
veränderte Größe deſſelben am Anfange abzuziehen, d. h. 


die zuſammengeſetzten Intereſſen am Ende von n Jahren 
wer. 

1. Es wa 1860 Kebtr., n=5,ı= 10, fo ıft 
x = (20$)10., 1860 — 3029,74 Rthlr., d. i. fehr nahe 3029 
Rthlr. 18 gl. Die Intereſſen allein betragen alfo, ohne die 
Groſchen, 3029 Rthlr. — 1860 Rthir. = 1169 Rthlr. — Das 
gegen würden die einfachen Intereffen in diefer zeit nur 930 
Rthlr. betragen. - 

2. Der Unterfhied in dem Ertrag eines Capitals bey 
einfachen und bey’ zuſammengeſetzten Intereffen wird deſto 
auffallender, je groͤßer die Anzahl der Fahre iſt. 3.8. 
1Rthlr. Eapital würde zu 5 Proc. in einen Jahre J, Rthlr. 
Sintereflen bringen ; folgtid in 500 Jahren, bey einfachen 


‚Zinfen , 500 « 46 = 3 Rthlr. Hingegen bey sufanımenges 


feßten- Zinfen (195,50 500 | — 1 welches über 39323 Millionen 

Rihlr. ausmacht. | 

446. Um fich die Rechnung zu netleichtern, gebrau⸗ 

che man Logarithmen. Es iſt nehmlich | 

log. x== log. a-+ n flog. (100 + m) — log. 100). 
447. Wenn von den vier Größen a, m, nundx 

je drey gegeben find, fo kann die vierte daraus gefunden 


‚werden. Denn es iſt 


| 100 S®, 
» ur - Goo-m) 
folglich 
log. a= log. x + n [log. 100 — log. 100 mj]: ; 
oder — log. x — n [log. (100-+ m) — log. 100]. 
Hierdurch findet man den gegenwärtigen Werth ei: 
nes Capitals, das ſerſt nad) n Jahren zahlbar if. 


2) m = 10. v 5) - 1m. 


Um in diefem Fall die Logarithmen bequem zu ge— 
brauchen, ſetze man 


100 + m = 10 .V (—)- 
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gezogen, gibt den gefuchten Werth des Capitals, den wi 


y nennen wollen, y- re DE "ya -[ %+») . 

1006 _ 100. 100-4 B 100 ) | 
m we]- G w) G- 0b); 

100 b 

"m ' 


| | 
454. Hieraus. ergibt fich ferner 


100 100b 

a Go 6 I) 
bo -. (1004 m)"a — 100°y_ m 

2. (100-F m)®. .— 100" "100° 
__ log. (my — 100b) — log. (ma — 1005) 
: log. (100-F m) — log. 100 -: 
“ Ein allgemeiner Ausdruck für m läßt fich nicht ge 
ben, weil die Beflimmung deffelben von der Auflöfung 
einer Gleihung vom nten Grade abhängt. - - 

4. Diefe Formeln find allerdings erwas zuſammenge 
fehter,. und für die Anwendung der Logarithmen nicht fo be 
quem als die obigen (447.); indeflen daß felbft b— für wel; 
ehe Größe ‚der Ausdruf am wenigſten vortheilhaft erfchein 
— ohne Schwierigfeit hiernach gefunden werden fönne, mag 
ein Beyſpiel lehren. 

Es ſey a = 8400; y = 6260; m 4 = 4,5; 2 12, 
fo ift 
„ _ 1045'? . 8100 — 1001? . 5260 45 
— 104,532 — 10012 °:100 
log. 104,5?? = 24,2293956 = log. 169588 . 
ı log. 8400 = 3,9242793 
28,1536749 == log. 142454 ... 
hiervon abgez. 100°? .5260 = : 52600 » » 
u BE. 
104,51? = 169588 . - » 
abgezogen 100'? = 100000 . - « 
| Top. 69588 . + — 2384344 E 
log. 100° | = 2,0000000 
| RAM 
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log. 89854 + « » = 27,9585374 

“log. 45. „_= _0,6532125 
28,6067499 

abäei. 28812634 4 


2,7642155 =ı log. 681,05 » 
alfo b = 581,05 .e.e 


2. indem Fall, dab in dem Ausdruck für n my— 1006 
und ma — 100 b negativ iverden, feße man 100b —myund ° 
100b — ma, ' Denn ein Bruch, deſſen Zähler und Nenner nes 


gativ ift, ift ſelbſt poſitiv (135.), und daher — Pig m > 
0b my 








"455." gie den Fall, da dad Capital durch die jähr- 
lich abgehenden Summen ganz aufgezehrt werden ſoll, 
wird „= Ir und dann ift 





—E - 100b _ 100b 
700 777 100 m m’ 
Folglich: 


I b \ 100 100b 
1* —* + (0% a _y, 10 


"100 na a m 
= 7100-F m) — 100° * 100 
__ ög- 100 b — log. (100b — ma) 
log. (100m) — log. 100 * 
Bon biefen Rechnungen wird unter andern bey Bes 
‚ Tchnung von Leibrenten Gebrauch gemadıt. 


Vierzehnter Abſchnitt. 
Von den Gleichungen. 





456. Aus allem bisher Vorgetragenen erhellet, wie 
die verſchiedenen Theile einer jeden Rechnungsart einan⸗ 
der gegenſeitig heſtimmen, und wie es dadutch wogh 


wird, ben einen aus ben uͤbrigen zu finden. 
- Seied Batgematil 6, Auf. 
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457. Alles Rechnen uͤberhaupt beſteht darin, au 
dem Verhaͤltniß, in welchem eine Groͤße zu einer od 
mehrern andern ſteht, die Groͤße ſelbſt zu finden. D 
verſchiedene Beſchaffenheit dieſes Verhaͤltniſſes gibt d 
verſchiedenen Arten der Rechnungen. vi 

458. Um das Verhältniß einer Größe zu ander 
zu beftimmen, muß man gewiffe Verbindungen Der Sri 
Gen angeben, deren Werthe einander gleich find. 

459. Solche gleichgeltende Verbindungen verſchit 
dener Größen heißen eine Gleichung (aequatio). 

460. Jede Gleichung befteht daher aus zwey The 
(en (membra), die einander gleich find; jeder Theil abı 
- Tann aud mehrern Gliedern (termini) befiehen. “ 

461. Die verfhiedenen Größen eiher Gleichun 
beftimmen einander gegenfeitig, das heißt, «3 iſt möglid 
eine jede derfelben aus den übrigen zu finden. . 

462. Diejenige Größe einer Gleichung, deren Wert 
aus den übrigen gefunden werden foll, heißt. die unbe 
kannte Größe derfelben. Dean pflegt diefe Durch «ei 
‚nen der legten Buchſtaben bes Alphabets, x, ebes.y 
oder 2, zu bezeichnen; doch iſt diefe Bezeihnungsart et 
was ganz Willkuͤhrliches, und daher koͤnnen mancherlei 
Umftände eine Abweichung davon veranlaffen. . 

463. Den Werth der unbefannten Größe aus eine 
Gleichung herausbringen, d. i. ihn in lauter: befanmtei 
Größen ausdrüden, heißt die Gleichung auflöfen 
Das Verfahren hierzu ift nach der verfchiedenen Beihaf 
fenheit der Gleichung verfchieden. 

464. Den Werth einer Größe durch Aufloͤſung eis 
ner Gleichung finden, macht das eigenthümliche Verfah⸗ 
ren der Algebra aus. Die gefuchte Größe wird dabey 
ald gegeben angenommen und erſt mit ben bekannten 
Größen in bie der Aufgabe gemäße Verbindung gefeht, 

alsdann aus diefen entenrdelt, Die gememe Krityaeil 
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hingegen fest bie unbefannte Größe nicht erſt ald gegeben 
voraus , fondern fucht fie unmittelbar, und ift daher auf 
einfachere Verhaͤltniſſe eingeſchraͤnkt. 


465. Eine Gleichung kann auch mehr als eine uns 
befannte Groͤße enthalten, doch iſt es alsbann nicht moͤg⸗ 
lich, wie fich weiter unten zeigen wird, einen beſtimm⸗ 
ten Werth diefer Größen auß einer einzigen Gleichung 

zu erhalten. - 

466. Was die Auflöfungsart der Gleichungen an⸗ 

betrifft, ſo macht es einen weſentlichen Unterſchied, ob 
die unbekannte Groͤße in der erſten, oder zweyten, oder 
witten u. ſ. w. Potenz dabey vorkommt. Man unters 
ſgqeidet daher die Gleichungen ſelbſt, nach den Graden 
der Potenzen der unbekannten Groͤße, in Gleichungen 
vom erſten, vom zweyten, vom dritten Gra— 
de u. ſ. w. 

467. In dieſer Ruͤckſicht iſt es einerley, ob die un: - 
befannte Größe gleich von Anfang in einer höhern Potenz 
in der Gleichung enthalten ift, oder ob fie erft durch den 
Bang, den die Rechnung zur Auflöfung nehmen muß, 
auf die höhere Potenz gebracht wird. Es läßt fich daher 
sicht immer auf den erften Anblid einer Gleichung beftims 
men, von welchem Grade fie fey, und ed kann wohl ges 
— ſchehen, daß ſie Anfangs z. B. als eine Gleichung vom 
Jerſten Grabe erſcheint, indeß fie ſich bey weiterer Entwi- 
s delung als eine Gleichung vom zweyten ober einem bo: 
bern Grade zeigt. 

j Umgekehrt kann eine Gleichung anfangs höhere Po⸗ 

| tenzen ber unbefannten Größe enthalten, die fich bey der 
Rechnung felbft fo gegen einander aufheben, baß bie uns 
befannte Größe nur in einer Potenz von einem niederern 
Grade übrig bleibt. 


468. Die Gleihungen vom erften Grode Hasen 
D 2 





J 
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auch einfache, die vom zweyten Grade quadra 
fche, die vom dritten cubifche Gleichungen. 

469. Ein anderer Unterfchieb der Gleichungen, 
bey ihrer Yuflöfung in Betrachtung kommt, betrifft 
Anzahl der unbekannten Größen; denn je größte t 
ift, deſto weitläuftiger wird die Aufloͤſung. 





Bon der Hufldfung öinfacher Gleichungen mit 
ner unbekannten Groͤße. 


470. Die einfachen Gleichungen erfordern zu jl 
Ä Auftöfung feine andern Rechnungen als die der vier E 
cies in ganzen und gebrochenen Zahlen. Man muß « 
ſowohl dad Verhälmiß der einzelnen Theile einer je 
diefer Rechnungsarten, als ber Rechnungsarten gegen 
ander felbft kennen. In diefer Ruͤckſicht vergfeiche m 
was oben (45.) darüber gefagt worden ift. . 

471. Bey: den Veränderungen, die man mit ei 
GSleihung vornimmt, hat man immer darauf zu feh 
daß die beyden Xheile derfelben einander glei bI 
ben. Man kann daher Feine Veränderung in dem 
nen Theile, ohne eine entfprechende Veränderung in-b 
andern, vornehmen. Hierbey ſtuͤtzt man fich auf die 
kannten Grundfäge, daß Gleiches zu Gleichem add 
von Gleichen fubtrahirt, mir Gleichem multiplizirt, ı 
durch Gleiches dividirt, Gleiches gibt. 

472. Eine Regel, in welcher Ordnung biefe 
änderungen vorzunehmen find, laßt ſich nicht geben; d 
muß die Befchaffenheit der Gleihung beflimmen. | 
Allgemeinen läßt fih nur fagenz man muß fich ben 
ben, die unbekannte Größe auf die eine Seite des Gl 
hungözeichend, und die befannten auf die andere Se 
defjelben zu bringen, Wie diefes geſchehen koͤnne, w 
Ab am beften an einigen VBeyipielen en (offen. 


S 
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473. Es ſey z. B. 

1)x-+a=b; man ziehe auf beyden Seiten · 
ab, ſo erhaͤlt man x ⸗ b — a, 

2) x— ac; man abdire auf beyben Seiten a, 
ſo erhält man x — c - a 
Aus beyden Fällen laͤßt ſich bie Regel ziehen, daß, 
wenn eine Größe — a mit dev unbekannten = x durch 
oder — nerbanden ift, man.a mit bem entgegen 
gefegten Zeichen auf die andere Seite fegen mäfle. 

474. Ueberhaupt kann die Gleichheit beyder Theile 
einer Gleichung nur heftehen., wenn man bey Verfekung 
der Glieder von einer Seite nach der andern die Vorzeis 
hen (+). derfelben verwechfelt. . 

475. Es fey ferner ax = d; man dividire beys 


be Theile durch a, fo erhält man x =<. Folglich ann ' 


man bie unbelannte Größe von ihrem Coef— 
ficienten befreden, wenn man die ganze 
Sleichung durch denfelben dividirt. 

476. Endlich fey x : a == f; man multiplizi: 
re beyde Zheile durch a, fo erhält man x — af. Folg: 
üb kann man die unbefannte Größe won ih: 
sem: Divifor:befreyen, wenn man bie ganze 
Bleihung mit, demſelben multipliziert. - 

477: Sf die Verbindung ber. unbefannten Größe 
mit den bekannten ‚nieht fo einfach, als in:ben angeführe 
ten Beufpielen, fo muß mon bie Enwickelung nad u und 

wach beworkſtelligen Es ſey z. B. 
: ax b — d3ſo iſt er 
Pe . ))xtb=dte. rer 
2 x=dtc—b 
31 x (d o — h): a 


ee | 
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9) ax=(c+b) m- :: 
3 tb, m. 7 u. 


. 





478. . Wenn datjenig⸗ Wlied der Sleichung ; sehe 
ches x.entbält,, das. negative Vorzeichen:hat,: ſo muß 
man. e8, erſt auf die andere Seite mit dem ‚pofitiven Zei⸗ 
hen.fegen,. und dann die übrigen Ver nderungen vor⸗ 


vehmen. IB: Ka 
na= a +5 


Yale 
ar. Ha— Wiebe. 
we eyazdicı 
a — d 
.7 b 
.2: .479.. Wenn x in mehr als einem lie ber Glei⸗ 
hung vorkommt, fo hat man 1) darauf zu-fehen, ob | 
diefe Glieder .auf:derfelben Seite des Gleichungszeichend, 
ober auf entgegengefegten Seiten beffelben ftegen 5:2) ob 
fie gleiche oder. ungleiche Vorzeichen haben. 
.. 480. Stehen fie auf derfelben Seite und ihre Vor⸗ 
zeichen find gleich, fo ziehe man fie in ein einziges Glied 
zufammen, indem man ihre Soefficienten addirt; und find 
die Vorzeichen ungleich, fo fubtrahire man die Coefficienten 
der negativen Glieder von den Goefficienten der pofitiven. 
481. Stehen fie auf entgegengefeßten Seiten, fo 
bringe man fie-auf eine Seite, und verfahre alsdann 
wie vorher. Es fey 3. B. 





oder X —' .Cc 
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traten 


» (a + +): weite 


nhteerra Zu 
— —W ‚echb ya 
3 Er = = 


2 _:41=gpih 


1) GN 


DBı=(d-d: 


El x 


9» 1-c=ıh—-% 








Bremacnen u 


2 (+ ezaze 
nano. 
| tt — dle 


= gr" 





a — bx * 83 ſo i# 


d 
dm a2 — c 
WR 





»xr=and: 
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482. Schon aus diefen Beyfpielen zeigt ſich, wie 

man oft bey Auflöfung allgemeiner Gleichungen von ben 
Einſchließungszeichen Gebrauch zu machen habe. Gind 
freyfich anftatt der Buchftaben beftimmte Zahlen gegeben, 
fo Fönnen die in Klammern einzufchließenden Größen 
durch eine einzige Zahl auögebrüdt werben, und dann 
fällt die Parenthefe weg; doch iſt ed auch felbft in dies 
fem Falle nicht felten bequem, bie Parenthefen beyzube⸗ 
halten. 

483. Auf der andern Seite geſchieht es oft, daß 
die unbekannte Groͤße von Anfang mit bekannten Groͤßen 
in eine Parentheſe eingefchloffen vorfommt: alsdann iſt 
es nöthig, die Parenthefe aufzulöfen, um die unbefannte 
Größe von den bekannten trennen zu können. Es ſey 
3. B. 

. x+(b—x)c==d; fo if 

1) ax be — x=d 

D ax — cx d — bc 

3) (a — co)x=d— he 

)x= d — of, 
La-k(lxctd: ʒ ſo it 

1) af — bix=cx + d 

De imatbi=eHbN: 
af — d 
3 x * — 
484. ebrigeng ift noch zu bemerken, daß der Gang, | 
ber in den angeführten Beyſpielen aut Auflöfung ber 
Sleihungen genommen ift, nicht der einzig mögliche übers 
haupt ift, fondern daß man auch durch andere Verbin⸗ 
dungen zum Ziele gelangen könnte. Daffelbe findet bey - 
faft allen Gleichungen ftatt, und es ift für den Anfänger 
nüglich, ‘bie verfchiedenen Wege der Auflöfung, fowohl 
bey ein; elnem Gleichungen, ald bey Noxoevqoeletaten 
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Aufgaben, aufzufuchen; denn Uebung lehrt am beften 
ben kuͤrzeſten Weg finden. 


485. Wollte man fragen, welches Diejenigen. 
Gegenſtaͤnde find, bey deren Berechnung fi 
Gleihungen:gebrauden laffen: fo- ift. die Ant 
wort,. daß, da die Gleichungen nur eine gewifle Form 
ber Behandlung ausmachen, fie auf Feine beforiderin Ges . 
genftände eingeſchraͤnkt „find, fondern überall gebrauht 
werden koͤnnen, wo ed darauf anfommt, das Verhältniß 
einer unbefannten Größe zu andern befannten oder unbes 
fannten zu entwideln, oder den Werth von jener vers 
mittelft diefer auf eine beflimmte Art auszudruͤcken. 


486. Eine andere Frage aber ift, wie man aus 
einer Aufgabe die Gleihung zur Auflöfung 
derfelben formiren koͤnne. Hierzu laͤßt fich wies 
der Feine allgemeine Kegel ‚gebenz fondern man muß 
durch Ueberlegung die in ber, Aufgabe enthaltenen Dataf 
herausfuchen und in die darin beſtimmte Verbindung fe: 
gen. Diefer Theil der Operation ift nicht ſowohl mathe: 
matiſch, als logiſch. Eine: Gleichung formiren, heißt 
nichts.anders, als, die in der Aufgabe auögebrüdte lo⸗ 
gifche Verbindung der zur Rechnung. nöthigen Stuͤcke 
durdy mathematifche Zeichen darftellen. Man muß alfo 
bie Aufgabe gehörig zu verftehen fuchen, und fich deutlich 
denfen, was eigentlich gelucht werden foll, alsdann die 
angegebenen Data nach und nach und in ber. Ordnung 
mathematiſch darſtellen, als die Aufgabe ſie darbietet. 

Es würde ſehr unrecht ſeyn, den Anſatz gleich dantit 
anzufangen. x... Vielmehr muß man unbekuͤmmert 
ſeyn, in welche Verbindung das x ſich. fügt, und nur bes 
muͤht feyn, alle Größen überhaupt in die von der Aufgabe 
beſtimmte Ordnung und Verbindung zu bringen. Uebung 


fann auch hier viel thun, ‚aber Uebertegung it immer dx 
Haupefade. 
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487. Einige Beyfpiele mögen zur. weiter Salut 
rung dienen: 

1) 45 fol in zwey Theile getheilt werben, und zwar 
fo, daß, wenn der eine mit 3, und ber andere mit 2 
multipliziert wird, die Produkte gleich werden. 

Unfaß: Man nenne den einen Theil x, fo ift der ans 
dere 45 — ı; ferner, den einen Theil mit 3 multiplizirt 
gibt 3 x, und den andern mit 2 .multiplizirs,- sft 2 — 2); 
und beude Produkte einander gleich gefeßt, geben die Glei⸗ 
gung 3x—=2( — x). 

Auflöfung: 3'x — 2 (452); folgtich iſt 

Br fener - 0 
5x = 90; folglich 0: — 
x — 90: 5 18. - 
Hieraus ergibt Fr der andere ‚Theil 15 - — x = 5 _ Ys 
== 97. 

Zur Probe der richtigen Auflofung multipligire man 
18 mit 3, md 27 mit 2, ſo erhaͤlt man gleige, Produkte, 

2) 52 fol in zwey Theile getheilt werden, und zwar 
ſo, daß, wenn man zu dem einen noch 10 hinzuthut, er 
eben ſo groß wird, als wenn man von dem andern 12 
wegnimmt. 3 \ 

Anfag: Der eine Theil fey x, fo iſt der andere 52 
— x; zu jenem 10 hinzugethan, ift x + 10; und von die 
ſem 12 abgegogen, ift 52 — x — 12; beyded einander glei 
gefekt, iftx + 10-652 — x — 12. 

Aufloͤſung: 0-32 —x—12 

d. i. x 0 = 0 —x .' 
ffoi 2x= 0 — 10 = U 
folglich x= 20 : 2= 15. 
Hieraus folgt der andere Theil 52 — x = 52 — 15 = 87. 

Probe: 5 + 10 = 3; 37 — 12 = 2355 folglich 16 
+1 = 3 — 12. 

3) Man zertheile 23 in zwey Theile, fo daß wenn 
man den einen mit 4 und den andern mit 2 multipliziet, 
und beyde Produfte zufammenabbirt, 62 herauskomme. 

Anfaß: Der eine Theil fen x, fo ift der andere 23 
— z, multiplizirt man jenen mit & und Vielen wie 2, fo 
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erhält. man &x und 2 (23 — x); beyde Produfte addirt, ift 
4x4 2(233—x); und diefed = 62 geſetzt, gibt die Glei⸗ 
dung 4 +2 (83 — x) = 62. 

Auflofung: 41428 —-)- 6 = 

folglich Ax + 46 — 2x = 62. Da aber 4 1 
— 2x = 2x1f, fo iſt ferner 2x — 62 — 46. = 

folglich xs= 16:2 = 8. 

Alſo 233 ı=23 —8= 15. 

Probe: 4.8+2. 15 = 32 + 30 = 62. 


. „Ein Gaftwirth fpeift feine Gäfte an zwey Zafeln: 
an. der einen fpeifen 15, an ber andern 22 Perfonen; an 
jener Eoftet das Geded 3 gl. mehr ald an dieſer; die gan⸗ 
ze Einnahme von einer Mahlzeit aber mat 15 Rthlr. 
18 gl.; wie hoc) kam das Gedeck an jeder Tafel? 

Anſatz: Das Gedeck an der zweyten Tafel koſte x 
gl., fo foftst das an. der erften (x +3) gl. Die Einnahe 
me von der erften Tafel' iſt alfo 15 (x.-+ 3) gl.;. und von 
der zweyten 22 x;..beydes zuſammen aber niacht 15 Rthlr. 
18 gl. odes 378 gl. Man erhaͤlt alſo die Gleichung 15 (x 
+3)+ 22x = %8. 

Auiföfung: 156&+ 3) + 2x : 348; 

Ku . dt 15x +45 + 2x = 378 
.. folglich 37* 378 —4 = 333 
fig x — 333: 37 — 9. 
Das Gedeck an der zweyten Tafel foftete alfo 9 gl.: folglich 
das an der exſten 12 91. 

Probe: 15.12 9. = 180 gl. — 7 Kthir. 12 gl.; 
22.9 91. = 198 gl. = 8 Rthlr. 6 F beydes zuſammen 
15 Rthir. 18 91. 


5) Es kauft jemand 40 Vouteillen weißen und ro⸗ 
then Wein; die Bout. weißen zu 18 gl., die Bout. ro⸗ 
then zu 12 gl.; wie viel Bouteillen muß ex von jeder 
Sorte nehmen, wenn bie eine Sorte fo viel koſten fol 
als die andere? 


Anf ad: Die Anzahl der weißen Bout. fey x, fo ift 
die ber rothen = 40 — x; jene often sufammen 18x gl. 
diefe 12 (40 — x) gl., und da die eine. Summe (o viel aut: 
machen foll ald die andere, fo ift 18x = 12.0 — n). 
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Auflöfung: 18x — 2 (0 — 5) = 280 — 12x 
folglih 30x = 480 
folglich x = 480 : 30 = 16. 
Hieraus folgt, 0 — x = 40 — 16 = 2. & ſind alſo 
16 Bout. weißer, und 24 Bout. rother Wein. 
Probe: 16. 18 gl. 288 gl.; 24. 12 = 288 HL; 
alfo 16 . 18 gl. = 24 . 12 gl. 

6) Wenn 30 Tücher von verfchiedenen Sorten, nehms 
ih: 6 blaue, 7 vothe, 8 grüne und 9 fihmarze, zuſam⸗ 
men 1530 Rthlr. koſten, und zwar ein rothed 4 Rthlr. 
weniger als ein blaues, ein grünes 6 Rthlr. weriiger als 
ein rothes, und ein ſchwarzes 8 Rthlr. weniger als ein 
gruͤnes; wie viel hat jedes gekoſtet? 

Anſatz: Der Preis eines blauen Tuches fey x Rthlr., 
fo ift der eines rothen = x — 4, der eine? grünen = x —A4 
—6=x— 10, und der eines ſchwarzen = x — 10 —8 
= x 18. $erner foften 

6 blaue ; . 0. 6x | 
7 rothe 7x—)= 72—28 
g grüne 8-10) = 8x — 80 
g fhwarze 9 (<— 18) = 9x — 162 ° 
alle zuſammen alfo Eoften . 30x — 270 Ahle; 
und da der Preis derfelben 1530 Rthlr. ift, fo ift die Glei⸗ 
Yung 30x — 270 = 15%. 
Auflofung: 30x — 270 = 1530 
folglich 30x = 1530 4270 = 1800 ° 
folglich x = 1800 : 0 = 60. 
Ein blaues Tuch koſtete alfo 60 Rthlr., ein rothes 56 Rthlr., 
ein grünes 50 Rthlr. und ein ſchwarzes 42 Rthlr. 
Probe: 6.60 Rıiktr. = 360. Rthlr. - 





71.56 — =3N2 — 
9.2 — =-3B — om 


7) Es hinterläßt jemand ein Vermögen, wozu ber 
Erben find: der erfte befommt „4 des Vermoͤgens nnd 
noch 250 Rthlr.; der zweyte F5 und 210 Rthlx.; ber 
dritte 2 3 nebft 300 Rthlr.; wie groß war das Bermögen, 
und wie viel hat jeder befommen? 
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Anſatz: Das Vermögen ſey — x, fo hat - 
der 1fte Erbe erhalten 25x + 250. Rthlr. 
— te — — — Aı+20 — 
— 3e — — — 232730 — _ 
Dieß iſt zufammen J4x + 760 Rthir. und da 
eben das Vermögen ausmacht, fo ift 24x + 760 Athir., 
2 x. 
Auflöfung: Z4x + 760 Rthlr. = x 
folglich 760 ⸗ x — ixr=j}hx 
alfo x= 760: 48 = 3600 Rthlr. 
)er. erfte hat demnach erhalten 1330 Rthir., der zweyte 
170 Rthle., der dritte 1100. Rthlr. 

8) Es gewinnt jemand in der Lotterie eine Summe, 
ie noch 10 Rthlr. mehr ift als das dreyßigfache feines 
finfages. * bavon legt er zurüd, und von dem Ueber: 
eft wendet er 3 zu einer Fleinen Reife, % zu Büchern 
n, und behält doch noch 4 Rthlr. übrig. Wie viel bat 
e eingefeßt und wie viel gewonnen? 

Anſatz: Es fey der Einfah = x, fo ift der Gemwinnft 
= 30x 4 10. Wenn er & davon zurlidfegt , fo bleibt noch 
übrig; biervon 3 machen „% des Ganzen; und  : } ma⸗ 
ben F des Ganzen. Nachdem r pa + ss tt = 
12) des Gewinnſtes verwendet, bleiben noch 4 Rthlr. übrig. 
dieß gibt die Gleichung 232 (Ox+ 10) =39:ı+10—4 
=30x-+ 6. 

Auflöfung: 3.@0x + 1) = 305 4 6 

oder 37. 30x +37 .10= 305 4 6 
folgih 2373. 10 —6 = 30x — IH} - 30x 
—8 2730 1850 — .d. — IN) - 30x 
BO Ar | 
—8* x 1980; 8%, = 1080 : 60 = 18. 
Der Einfaß war alfo 18 Rthlr., folglich der Gewinnft 30.. 
8 10 = 560 Rthlr. 


9) Es fragt jemand einen andern, welche Zeit es 
ey; und erhält zur Antwort: das Doppelte ded Ueber: 
eftes ift —= 49 des verfloffenen Kages; welche Zeit war 
82 (den Tag von Mitternacht an und zu 24 Stunden 
edaet. 
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482. Schon aus dieſen Beyſpielen zeigt ſich, wie 
man oft bey Aufloͤſung allgemeiner Gleichungen von den 
Einſchließungszeichen Gebrauch zu machen habe. Sind 
freytich anftatt der Buchſtaben beſtimmte Zahlen gegeben, 
ſo koͤnnen die in Klammern einzuſchließenden Groͤßen 
durch eine einzige Zahl ausgebrüdt werben, und dam 
fAUt die Parenthefe weg; doch iſt es auch felbft in dies 
fem Falle nicht felten bequem, bie Parenthefen beyzubes 
halten. 

483. Auf der andern Seite geſchieht es oft, daß 
die unbekannte Groͤße von Anfang mit bekannten Groͤßen 
in eine Parentheſe eingeſchloſſen vorkommt: alsdann iſt 
es noͤthig, die Parentheſe aufzuloͤſen, um die unbekannte 
Groͤße von den bekannten trennen zu koͤnnen. Es ſey 
3. BD. 
L. x +b—Vc=d; fo iſt 

)xtb—- x=d 
D ax — x=d— bc 
3) (a — c) x - d — he 





4 





I. a—ıx=(x-+d): fi g 

1) af — bfx—=cx + d 

2) imatbk=ctins 

3) x af — d 

ctbf > | 

484. ebrigeng ift noch zu bemerken, daß der Gang, 
der in den angefuͤhrten Beyſpielen zur Aufloͤſung der 
Gleichungen genommen iſt, nicht der einzig moͤgliche uͤber⸗ 
haupt iſt, ſondern daß man auch durch andere Verbin⸗ 
dungen zum Ziele gelangen koͤnnte. Daſſelbe findet bey 
faſt allen Gleichungen ſtatt, und es iſt fuͤr den Anfaͤnger 
nuͤtzlich, die verſchiedenen Wege der Aufloͤſung, ſowohl 
bey einz elnem Gleichungen, a5 bey yulammengeleuten 
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Aufgaben, aufzuſuchen; denn Uebung lehrt am beſten 
den kuͤrzeſten Weg finden. 


485. Wollte man fragen, welches diejenigen 
Gegenftände find, bey deren Berechnung fi 
Gleihungen gebraudben laffen: fo iſt die Ant- 
wort ,. daß, da die Gleichungen nur eine gewifje Form 
ber Behandlung ausmachen, fie auf keine befondern Ge: 
genftände eingeſchraͤnkt „find, fondern überall gebraucht 
werden Eönnen, wo es darauf anfommt, das Verhältniß 
einer unbekannten Größe zu andern befannten oder unbes 
fannten zu entwideln, oder den Werth von jener vers 
mittelft diefer auf eine beflimmte Art auszubrüden. 


486. Eine andere Frage aber ift, wie man auß 
einer Aufgabe die Gleihung zur Auflöfung 
berfelben formiren könne. Hierzu läßt ſich wies 
ber Feine allgemeine Regel geben; fondern man muß 
durch Ueberlegung die in ber, Aufgabe enthaltenen Dataf 
herausfuchen und in die darin beſtimmte Verbindung fes 
gen. Diefer Theil der Operation ift nicht fomohl mathes 
matiſch, als logiſch. ine Gleichung formiren, heißt 
nicht&sanders, als, bie in der Aufgabe ausgebrüdte lo⸗ 
gifche Verbindung der zur Rechnung. nöthigen Stuͤcke 
turd) mathematifche Zeichen barftellen. Man muß alfo 
bie Aufgabe gehörig zu verftehen fuchen, und fich deutlich 
denken, was eigentlich gefucht werben foll, alddann die 
angegebenen Data nad) und nach und in der Ordnung 
mathematifch darftellen, als die Aufgabe ſie darbietet. 

Es würde ſehr unrecht ſeyn, den Anſatz gleich danrit 
anzufangen. x... Vielmehr muß man unbekuͤmmert 
feyn, in welche Serkindung dad x fi. fügt, und nur bes 
muͤht feyn, alle Groͤßen überhaupt in die von der Aufgabe 
beſtimmte Ordnung und Verbindung zu bringen. Webung 


kann auch hier viel thun, aber Uebertegung it immer Ve 
Hauptſache. 
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487. Einige Beyfpiele mögen zur. weiten Erladuts⸗ 
rung dienen: 

1) 45 fol in zwey Theile getheilt werden, und zwar 
fo, daß, wenn ber eine mit 3, und der andere mit 2 
multiplizirt wird, die Produkte gleich werben. 

Unfaß: an nenne den’ einen Theil x, ſo ift der ans 
dere 45 — x; ferner, den einen Theil mit 3 multiplizirt 
gibt 3 x, und den andern mit 2: ‚multipliziert, ift 2 (46 — x); 
und beyde Produffe einander gleich gefeht, geben die Glei⸗ 
gun 3x—=2(5 — x). 

Auflöfung: 3'x 22 (451); folgtich iſt 

Be 0 = 2 ai ferner | ' 
5x == 90; folglidy nt 2 ie. 
Ä 90: 6 18. 
Hieraus ergibt ſich der andere Theil 15 - — x = 45 - — s 
u 27. 

Zur Probe der richtigen Aufloͤſung muftipfigiee man 
18 mit 3, und 27 mif 2 r fo erhält man gleiche Produkte, 

. 9-52 foll in zwey ‚Theile getheilt werben, und zwar 
ſe, daß, wenn man zu dem einen noch 10 hinzuthut, er 
eben ſo groß wird, als wenn man von dem andern 12 
wegnimmt. 

Anſatz: Der eine heit ven x, ſo iſt der andere 52 

— x; zu jenem 10 hinzugethan, .ift x 4.10; und von Dies 
lem 12 abgezogen, ift 52 — x — 12; beydes einander gleich 
gefekt: ftx+to=-2—x— 1. 

Aufloͤſung. 2.4 10 — 62 - x —- 12 

d. i. x FI = 0 —x . 
fi 2 = 0 10 30 
folglich = 0 : 2 = 1 
Hieraus folgt der andere Theil 52 — x = 52 — 15 = 87. 

Probe: 5 +10 = 25 37 — 12 = 25; folglich 15 
+10 = 37 —12 

3) Man zertheile 23 in zwey Theile, ſo daß wenn 
man den einen mit 4 und den andern mit 2 multiplizirt, 
und beyde Produkte zufammenabdirt, 62 heraustomme. 

Anfab: Der eine Theil fey x, fo ift der andere 233 

— x, multipligirt man jenen mit & und Dielen wie 2, fo 
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erhält man 4x und 2.023 — x); beyde Produfte addirt, tft 
4x +2 (8—x); und diefed = 62 geſetzt, gibt die Glei— 
chung 44 4 2 (23 — x) = 682. 

Auflöfung: 1428 -9-0 

" folglich Ax + 46 — 2x = 62%. Da aber Äx 
— 2x = 2x if, fo ift ferner 2x = 62 — 46. 16 

folglich x = 16:2 = 8. 

Alſo 23 -ı= 23 —-8= 1) . 

Probe: 4.8+2.5=- 32 + 380 = 9. 


14). Ein Gaſtwirth ſpeiſt ſeine Gaͤſte an zwey Tafeln: 
an der einen fpeifen 15 , an der andern 22 Perfonen; an 
jener koſtet das Gedeck 3 gl. mehr als an, biefer; die gan⸗ 
ze Einnahme von einer Mahlzeit aber macht 15 Rthlr. 
18 gl.; wie hoc) kam dad Gedeck an jeder Tafel? 

Anfak: Das Gebe an der zweyten Tafel koſte x 
gl., fo foftst dad an der erften «+3 gl. Die Einnah⸗ 
me von der erften Tafel'ift alfo.15 (< + 3) gl.;. und von 
der zweyten 22x;. beydes zuſammen aber niadt 15 Rthlr. 
18 gl. odes 378 gl. Man erhält alfo die Gleichung 15 (x 
+3+ 2x = x%3. 

Aufföfung: 15&+ +. Qı- : 378; 

rd 15x +45 + 22x = 378 _ 

folglich 37x..= 378 — 45 — 333 
folglich x — 333: 37 = ' 

Das Gedeck an der zweyten Tafel koſtete alfo 9 gle: holgliqh 
das an dex exſten 12 gl. 

Probe: 15.12 9. = 180 gl. — 7.Kthlr. 12 gl.; 
22.9 gl. = 18 gl. = 8 Rthlr. 6 sl beÿdet zuſammen 
15 Rthir. 18 91. 


5) Es kauft jemand 40 Bouteillen weißen und ro= 
then Wein; die Bouf: weißen’ zu 18 gl., die Bout. ro: 
then zu 12 gl.; wie viel Bouteillen muß er von jeder 
Sorte nehmen, wenn bie eine Sorte fo viel koſten fol 
als die andere? 


Anf aß: Die Anzahl der weißen Bout. fey x, fo iſt 
die der rothen = 40 — x; jene koſten zufammen 18x gl. 
diefe 12 (40 — x) gl., und da die eine Summe ſo viel aus: 
machen foll ald die andere, ſo ift 18x = 12 (Ad — T) 
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Auflöfung: 18x = 12 (40 — x) = 480 Rx 
J folglich Z0x = 480 
folglich z=40:0=16. . 
Hieraus folgt, 0 — x — 0 — 16 = 24 Es end alfo 
16 Bout. weißer, und 24 Bout. rother Wein. . 
Probe: 16.18 gl.—= 283 gl.; 24.12 gl. 288 gl; 
alfo 16.18 gl. = 24. 12 gl. 

6) Wenn 30 Tücher von verfchiedenen Sorten, nehms 
lich: 6 blaue, 7 rothe, 8 grüne und 9 fihwarze, zuſam⸗ 
men 1530 Rthlr. koſten, und zwar ein rothes 4 Rthlr. 
weniger als ein blaues, ein grünes 6 Rthlr. weniger als 
ein röthes, und ein ſchwarzes 8 Rthir, weniger als ein 
grünes; wie viel hat jedes gekoſtet? | 

Anfak: Der Preis eines blauen Tuches fey x Rthlr., 
fo ift der eines rothen = x — 4, der eined grünen = x —4 
—6=x— 10, und der eines ſchwarzen =x — 10 — 8 
=ir 18. Ferner often 
‚6blaue 2 2... 6x 
7 rothe 7z—-)= 71—2 
&grune 8K&@—10) = 8x — 9 
, 9 fhwarze 9 (x— 18) = 9x — 162 
alle zuſammen 'alfo Eoften . 30x —.770 K&thlr.; 
und da der Preis derfelben 1530’ Rthlr. ift, fo ift die Glei⸗ 
Yung. 30x — 2770 = 1590. 0. 
Auflöfung: 30x — 270'= 1530 on 
folglich 30x = 1530 #270 = 1800 ° 

U Tfolglid” x = 1800: 30 = 60. 

Ein blaues Tuch koſtete alſo 60 Rthlr., ein rothes 56 Kthir. F 
ein grünes 50 Rthlr. und ein ſchwarzes 42 Rthlr. 

Probe: 6. 60 Rthir. = 360 Rthir. 


756 — = IN. — 
9. 2 — — 378 — u 


7) Es binterläßt jemand ein Vermoͤgen. wozu u diey 
Erben find: der erſte bekommt „4 des Vermoͤgens nnd 
noch 250 Rthlr.; der zweyte 5 und 210 Rthle.; ber 
dritte 3 nebfl 300 Rthlr.; wie groß war das Bermögen, 
und wie viel hat. jeber befommen? 
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Anſatz: Das Vermögen ſey — x, fo hat 
der ifte Erbe erhalten „5x + 250 Üthir. 
— 2te — 33133 _ 
— zte — — 

Diieß if Sufanımen Te H 760 Riklr- und da 
ed eben das Vermoͤgen ausmacht, fo ift 74x + 760 Athir., 
= X, 

Auflöfung: Z4x + 760 Rthlr. = x 
folglich W= x — Yı= x 
alfo x= 760 : 42 = 3600 Rthlr. 
Der erfte hat demnach erhalten 1330 Rthir., der zivente 
1170 Rthle., der dritte 1100 Rthlr. 

8) Es gewinnt jemand in der Lotterie eine Summe, 
die noch 10 Rthlr. mehr ift als das dreyßigfache feines 
Einfages. * davon legt er zuruͤck, und von dem Ueber: 
reſt wendet. er 3 zu einer Beinen Reife, jh zu Büchern 
an, und behält doch noch 4 Rthlr. übrig. Wie viel hat 
er eingefeßt und wie viel gewonnen? 

Anſatz: Es fen der Einſatz = x, fo ift der Getvinnft 
— 30x 4 10. Wenn er $ davon zurüclegt ‚fo bleibt noch 
4 übrig; hiervon 3 machen des Ganzen; und „4 » 4mas⸗ 
hen 5 des Ganzen. Nachdem r alſo dd Ty + = 
272) des Gewinnftes verwendet, bleiben noch 4 Rthlr. übrig. 
Dieb gibt die Öleihung 22 (30x + I) = 0x 10 —4 . 
= 30 x + 6. j 

Auflöfung: 972 .0@0x +10 = 30x +6 
oder 272. 30x +32. 10 = 305 4 6 
folgih 272. 10 —6 = 0x — IR. 0x 
oder sr2 220 = (1 — IR) - 30x 
d. i. AP — „2, 30 x = Aux 
folglich x 0 3 25 = 1080 : 60 = 18. 
Der Einfak war alfo 18 Rthlr., folglich der Gewinnft 30. 
18 + 10 = 550 Rthir. 

9) Es fragt jemand einen andern, welde Zeit es 
fey; und erhält zur Antwort: das Doppelte des Ueber: 
reſtes ift — 44% des verfloffenen Kages; welche Zeit war 
es? (den Zag von Mitternacht an und zu 24 Stunden 
gereanel.) 
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Anſatz: Der verfloffene Theil des Tags fey =x Stun; 
den, fo ift der Ueberreft = (24 —x) Stunden. Das Dops 
pelte des Ueberreſtes ift alfo = 2 (24 — x); und 18 des vers 
floffenen Tages = 1$x, Die Öleichung ift daher 44x = 2 
(24 — x) on 

: Yuflöfung: YBx=204— 1) 
d. i. 2x 48 — 2x 
folgih 2x + B> = 48 
oder ix — 
folglich x— 48. wir = 17 45 
d. 5. von Mitternaht an waren 174 Stunden verfloſſen. 
Es war alfo 5 Uhr 20 Min. Nachmittags. 

10) Zwey Derfonen fprechen von ihrem Alter, und 
es findet fi, daß die eine anderthalbmal fo alt als bie 
andere ift, und vor 5 Sahren um 10 Jahre weniger als 
noch einmal fo alt, als diefe war; wie alt war eine 
jede? 

Anfab: Das Alter der jüngern Perſon fey — x, fo 
ift das der Altern = 14x = 3x; vor 5 Jahren war jene 
(< — 5), und diefe (dx — 5) Jahre alt; 10 Jahre zu dies 
ſem Alter hinzugefeht, würde es noch einmal fo groß ale jes 
ned machen; folgih iſt x — 5 + 10 = 2 — 5). 

Auflöfung: Gx—5)+10=2(x—5) 

d. i. 3x $5= 2x — 10 
folglich 5+10 = 2x — 3x 
d. i. 15 == 4x 
folglich x == 15, u = 30. 
Hieraus folgt-das Alter der "ndern Verſon = 45 Sahre: 

11) Mehrere Perfonen theilen ſich in eine Summe, 
fo daß die erfte 120 Rthlr. und 4 des übrigen befommt; 
bie zweyte 240 Rthlr. und 4 ded uͤbrigen; Die Dritte 360 
Rthlr. und 4 des uͤbrigen; und fo fort, jede ber folgen- 
den Perfonen immer eine namhafte Summe von’ 1% 
Rthlr. mehr und 4 des übrigen. Am Ende findet fich, 


. daß alle gleich viel haben. Wie groß war bie Summe, 
wie viel waren der Perfonen, und wie viel hat jede bes 


Ffommen? 
Anfaß: Die ganze Summe es. = x, (v.hrr Ve arte 
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Derfon bekommen 120 Rehlr. + 4 (x — 120), d. i. 120 
Rthlr. ix — 15 Rthlr. = x + 105 Rthlr.; Die Awveys 
te: 240 Rthir. 3 I — Axt 105 + 230)], d. i. 240 
+ıa-ı—- )=M +4 -.Ir-e—gı 
+ 1222. Da nun alle gteichviet bekommen haben, fo erhält 
man die Steidung: 4x + 105 = „x+ IBT8, woraus 
ſich x finden läßt, 

Auftöfung: 4x F I = Be +% 

fotglih 4x — ax = * + ii 
d.i. x era ao — zas 
folgig x = *. se = 5880. 

Hiernach hat die erfte Perfon bekommen 3 . 5880-4 105 
— 840 Rthlr.; alfo eben ſo viel auch die andern. Die An⸗ 
zahl der- Verfonen- aber ift = 5880 : 840 = 7. 

12) 4200 Rthle. werden unter 4 Perfonen vertheikt, 
fo daß bie zweyte 4 mehr als bie erſte, die dritte J mehr 
als bie- zweyte, und die vierte I mehr al8 die dritte bes 
kommt; wie viel hat jede befommen ? 

Anfab: Nennt man den Antheil der erften Perfon x, 
fo iſt der der sweyten x 4x = Zx; der der dritten Zx 
+3}.ix=7-+4x= 3x; der der viertengx + 4 .$x 
= $x ix $x Alle zuſammen haben alfo erhalten x 
+g7x + 3x +3x, und da diefed‘.4200 ausmacht, ſo iſt 
die Gleichung x + Zx + 3x + 2x = 4200. 

Auflöfung: x-+4x + 8x + 5x = 4200 

d. i. 22x = 4200 








| oder 5x =.4200 . 
folgi x = 40:5 = - 840 Rthlr. 
Die erfte Perfon hat alfo 840 Rthlr., die zweyte 980 Rthlr., 
die drittte 1120 Rthlr., die vierte 1260 Rthlr. erhalten. 

488. Nach dieſen Beyfpielen wird es nicht ſchwer 
feyn, noch folgende Aufgabe aufzuldfen, die auf eine 
ähnliche Art zu behandeln find. 

1) Vier Perfonen theilen fich fo in eine Summe, daß 
die erfle die Hälfte derfelben weniger 1000 Thlr., bie 
zweyte 4 berfelben weniger 900 Thlr., die dritte } berfel- 
ben weniger 800 Thlr., und die vierte } derfelden ment: 
ger 700 2hlr. befommt; wie groß wär die Summe, ut 
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wie viel hat jeder befommen? [12000. 1) 5000, 2) 3100, 
3) 2200, 4) 1700.] 

2) Das Alter des Diophantus wird in einem Epi⸗ 
gramm der griechiſchen Anthologie auf folgende Art ange⸗ 
geben: 4 feined Lebens brachte er ald Kind und Knabe 
zu; "7; ald Sünglingz nad) Verlauf von feined Alters 
heyrathete er; 5 Jahre darauf wurde ihm ein Sohn ges - 
bohren, weldyer die Hälfte des väterlichen Alterd erreicht 
hatte, als er ſtarb; worauf der Vater noch 4 Jahre leb⸗ 
te; — wie alt ift er geworben? (84 3.) 

3) Eben dafelbft findet fich folgende Aufggbe? Drey 
Perſonen werden redend eingeführt: die erfte fagt, fie 
hätte fo viel Geld, als die zweyte, und noch } fo viel, 
als die dritte; die zweyte fagt, fie hätte fo viel ald bie 
dritte, und noch 4 fo viel, als die erſte; die dritte fagt, 
fie hätte 10 Minen, und noch 4 fo viel als die erfiez 
wie viel Geld hatte jede? [1) 60, 2) 50, 3) 30 M.] 

4) Das Vorderrad an einem Wagen habe 73 Fuß 
im Umfange, das Hinterrad 102 Fuß; wie weit muß 
der Magen gehen, wenn das Vorderrad 290 Umläufe 
mehr machen fol ald das Hinterrad? (9360 F.) 

5) Ein Reifender, der von A nach B: geht, fragt 
unterwegö, wie weit er noch nad) B habe, und erhält 
zur Antwort: die Hälfte von dem Ueberreft des Weges 
macht nur 3 von dem zurkdgelegten Zheil-deffelben, und 
im Ganzen ift der noch übrige Theil um 30 Meilen Eleis 
ner, als der zuriicfgelegte; wie weit war B von.A ents 
fernt, und wie viel hatte der Reiſende noch vor fi? 
(3905 180 M.) 

6) Es hat iemand zwey filberne Becher, AuB, 
und zwey Dedel dazu, a u. b. Sind Becher und De⸗ 
del zufammen, fo wiegen beyde gleich viel (A-> a = 
B+ b); A allein aber ift 14mal fo ſchwer, ald B; und 

12 £oth ſchwerer, ald.b; b aber WR Almal Ip Ihmen,.als 


- 
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a; wie viel. wog jeder Becher, und jeder Dedel? (A, 
305 B, 245 a, 125 b, 188%) - 





7) Ein Dieb entflieht aus einem Gefängnifle und 
macht. jeden Tag 9 Meilen. Noc, denfelben Tag ſetzt 
ihm ein .Gerichtödiener nach, der ben erfien. Zag 4 M., 
den zweyten 6 M., ben britten 8 M. u. f. f. jeden Tag 
zwey Meilen mehr, ald den vorhergehenden, macht; wenn 
wird er ihn einholen, und wie weit wird ber Dieb gekom⸗ 
men feyn? 

8) Wenn das Pfund einer Waare für 20 gl. verfauft 
wird, und der Verkäufer 114 Procent daran gewinnt; 
wie theuer war der Zentner (von 110 Pf.) im Einkauf? 

9) Es leiht jemand 4500 Thlr. zu 4 Procent aus; 
nah 54 Sahren leiht er 6000 Zhlr. zu 5 Procent aus; 


. wie viel Jahren wird er von beyden Capitalien gleich 


viel an Zinfen eingenommen haben," und wie viel werben 
diefe betragen? 

. : 10 Es wendet jemand ein Capital auf eine Unters 
nehmung, und gewinnt daran im erſten Jahre 40 Pro⸗ 
cent. Er ſchlaͤgt den Gewinn zum Capital und gewinnt 
wieder 40 Procent; daſſelbe geſchieht im dritten und vier⸗ 
ten Jahre. Im fuͤnften aber erleidet er einen Verluſt von 
6708 Thlrn. Gleichwohl bleibt ihm noch 24mal fo viel 
übrig, als dad anfängliche Capital betrug; wie groß war 
dieſes? 

11) Es kauft jemand eine Quantitaͤt Aepfel, das 
Schock zu 7 gl.; er findet aber, daß, wenn er noch 20 
Stüd mehr befommen hätte, für baffelbe Geld, ihn Das 
Schod nur 6 gl. 4 Pf. gekoftet hätte; wie Biel Aepfel : 
hatte er gekauft? 

12) Es hat jemand einen Kaften mit 8 Fächern, und 
legt in das erſte Zach eine gewiſſe Anzahl — UTC 

Æries Mathematik 6. Huf. 
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zweyte-1 Thlr. mehr, und fo in jedes der folgenden einen 
Thaler mehr, als in bas vorhergehende. Nach einiger 
Zeit legt er noch einmal fo viel in das erfte Fach, und in 
jedes der folgenben immer 2 Thlr. mehr, als in das vors 
hergehende. Endlich legt er dreymal fo viel in das erfte 
Fach, ald das erflemal, und in jedes der folgenden im⸗ 
mer 3 Thlr. mehr ald in das vorhergehende. Auf dieſe 
Art Eommen 744 Thlr. in den Kaſten; wie viel hat er 
jedesmal in dad erfte Zach hineingelegt ? 





489. In die Klafje der einfachen Gleichungen ge 
hören auch Die Aufgaben der fogenannten Alligations⸗ 
rechnung, einer Art der Vermifchungsrechnung, bie 
aus dem Werthe gleicher Quantitäten zweyer zu mifchen> 
den Dinge, und aus dem Werthe einer -eben fo großen 
Quantität der Mifhung die Größe der zu miſchenden 
Theile finden lehrt. 

490. Um dieſe Art von Aufgaben ganz allgemein zu 
faſſen, nenne man den einen Stoff A, und den Werth 
einer gewiſſen Quantitaͤt deſſelben, z. 8, eined Pfundes, 
febe man = a; den andern Stoff bezeichne man durch B, 
und den Werth einer gleichen Quantität beffelben, 3.8. 
eines Pfundes, durch b; beyde Stoffe follen in einem fols 
chen Verhältniß gemifcht werben, daß der Werth einer 
‚ eben fo großen Quantität der Mifchung, ald vorher von _ 
A oder von B angenommen worden find, 3. B. alfo eis 
ned Pfundes, — c ſey; die Frage iſt: was für einen 
Theil diefer Quantität muß man von A oder B nehmen? 

Es verfteht ſich, daß a und b verfchieden feyn müfs 
fen; man fege a> b; c hingegen muß zwifchen a und 
b fallen. Das Maaß, auf welches fich die Werthe a, 
b, c beziehen, fy = 1. 

Asdann nenne man den Theil dietes Maakes , ben 
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ion von A zu nehmen hat, x, fo iſt der vonB=1 
- x. Der Werth der Quantität x muß einen eben fo 
roßen Theil von a ausmachen, ald x von dem zur Ein: 
sit angenommenen Maaße ift, folglich ift er— ax; eben 
hat die Quantität 1 — x einen Werih =b (1 — x); 
eyde Werthe zufammen aber ſouen = =c ſeyn. ‚Daher 
ie Sleihung 
x b.(1 — x) = c 
alſo ax --b —bx = c 
ferner (a — R xs—=c-—b 


— b 
folgt = ʒ 
ılfo ber. anbere- Theil Ju.x — as, 


401. Dieſe allgemeinen Ausdrüde für x und 1—x 
find die Formeln der Alligationsrechnung. ‚Man neh 
me 3. B. folgende Aufgaben: 

» Ein Weinhaͤndler mifcht zweyerley Sorten Wein, 
bie Bouteille der einen zu 21 gl., die ber andern zu 8 gl., 
ſy daß die Bouteille der Mifchung 16 gl. werth iſt; wie 
viel nimmt er von jeder Sorte? 

Hier iſt à — 21, b=8,c = 16; folglig x — 168 





| 21—8 
_8 di A-i6_ 5 | 
13’ 41—8 3 

Probe: %.-Asc HH. gg. = 5 2- 


2) Aus 15löthigem und zolbchigem Silber 1Noͤthi⸗ 
es zu verfertigen. 

Die Menge des Silbers vertritt hier die Stelle des Wer⸗ 
hes. a iſt alſo — 16, b=10, c= 12; folglich fix — 
2 — 10 2 , 15-12 _ 3 
5-0” 5 = E00” Man muß alfo 
u einer Mark 12löthiges Silber 2 einer Mart Anlorurans, 
nd 2 einer Mark 10löthiges nehmen. 

P 2 
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3) Wenn 28 Lonisd’or.fo viel ald:48 Dukaten gels 
ten, und. diefelbe Summe. foll.in 33 Goldſtuͤcken (theils 
Lonisd'. theils Duk.) gezahlt werden, wie viel hat man 
von jeder Sorte zu nehmen. 

Das Maaß oder die Einheit, auf welche PA Die-ange 
‚gebenen Größen beziehen r. ft hier die Summe, die ſow Pe 
jede Geldforte allein, als auch die Mifchung von. äg & 
den beyder Sorten ausmachen foll; den Werth diefer Suu—⸗ 
me in den verfchiedenen Sorten druͤckt die gegebene Anzahl 
derſelben aus, a iſt alſo = 48, b-== 28, c = 385 und das 
ber BB ung folglich 1 se 

Man hat alfo von der Anzahl der Dufaten.}, di. 

12 Stud, und von der Anzahl der Louis'dor &, d. i. 4 
Stüd zu nehmen, welched zufammen 33 Stud ausmacht. 

. 492. Wenn ein Ganzes aus zwey Xheilen zufam: 
mengeſetzt iſt, und es wird ber eine Theil gegeben; fo if 
auch der andere dadurch beflimmt; beſteht e8 aber aus 
mehr als zwey Theilen, fo werden: duch einen berfelben 
nicht auch die uͤbrigen beflimmt. Daraus ergibt fich, was 
rum in einer Aufgabe ber Alligationsrechnung die Mi 
fhung nur aus zwey verfhiedenen Größen = 
fammengefegt feyn darf, wenn anders die Aufgabe be 


ſtimmt feyn, d. h. nur eine. einzige Auflöfung zulaß 
ſen ſoll. 

Hätte man 3. B. folgende Aufgabe: Ein Weinhaͤndler 
mifcht dreyerley Sorten Wein, die Bout. zu 18, zu 15 und 
zu 10 gl. Die Bout. der Mifhung foll 12 gl. werth feun; 
fo koͤnnte man die beyden erftern Sorten auf unendlich vers 
fehiedene Weife mifhen und dadurch eine Bout. zu einen; 
Mreife zwifchen 18 und 15 gl. erhalten; alddann von diefer 
und der dritten Bout. zu 10 gl. eine Mifchung gu 12 gl. 
berausbrinngen. Zolglich würde die Aufgabe Unb eſtimmt 
feyn oder unzählige Aufloͤſungen zulaffen. 
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on der Aufloͤſung einfacher Gleichungen mit 
‚ mehr als einer’ unbefannten Größe, 


83 „Wenn eine Gleichung mehr als eine unbe⸗ 
ante Größe enthält, fo ift e& nicht möglich, den Werth 
rſelben aus ihr allein-beftimmt zu finden; denn der Aus: 
uck für eine jede derfelben muß außer den bekannten: 
rößen auch noch die Übrigen unbekannten enthalten. 
Ald, B. ax — by c o0, ſo iſt x — 


F <. und. y- ) + ( <. Der Ausdrud für x ent⸗ 


ft alſo noch y, und her für y noch x in fi; folgt | 
feiner von-beyden -beftimmt, 

494. Sins: aber’ zu zwey unbefännten Größen auch 
vey: verfhiedene Sleishungen: gegeben, von 
nen jebe dieſelben unbekannten Größen. enthält, fo 
ſſen ſich die Groͤßen aus ihnen mit Beſtimmtheit ent⸗ 
deln. 

495. Man firht: nehmlich aus jeder Gleichung ben - 
beſtimmten Werth derfelben unbefannten Größe, 5.8. 
n x; beybe: unbeftiimmiten Weithe, die einander gleich. 
m müflen, da fie einerley Größe barftellen, geben eine 
itte- Gleichung, welche nur noch die andere unbefannte 
roͤße, y, in ſich enthaͤlt; diefe kann folglich aus-ihr ges 
nden werden. Iſt aber y befannt, fo kann auch x, 
8-burch y und: lauter bekannte Größen ausgedrüdt if, 
ſtimmt werden. 

496. Wäre [% DB. zu obiger Gleichung noch eine 
eytex-gy—h=o gegeben, fo Fönnte x und y 
flimmt gefunden. werben. 








Denn aus der legtern Gleichung iſt x 8* * 67, 





by —-c_ 
ru 





ch der erflern aber if x —. 
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folglich, iſt | 





| = —— Ze ha 

woraus fi ergibt y = a <i, ; "und ſeizt man 

ſen Werth von yin eine be beyden Steigungen. fü 
bh—cg ur 





fo findet fh x = — bf* 


497. So wie man für zwey unbefanpte Sri 
zwey verfchiedene Gleichungen haben muß, fo muß ı 
für drey unbefannte Größen brey verſchiedene Gleich 
gen haben; für viere vier verfchiedene Gleichungen ; 
fo fort, immer fo viele verfchiedene Gleichungen, 
unbefannte Größen vorkommen, wenn anders die € 
Ben beſtimmt feyn follen, | | 

498. Die Auflöfung der Gleichungen mit drey 
bekannten Größen gefchieht auf ähnliche Weiſe, alg 
der Gleichungen: mit zwey unbekannten Größen; ı 
fucht nehmlich aus jeder Gleichung ‚einen. Werth fin 
nerley Größe, 3. B. für x; zwey bdiefer Werthe g 
eine neue Öleichung, die nur zwey unbefannte. Sri 
enthält, Man fucht aus ihr den Werth der einen u 
kannten Größe, 3. 3. vony. Alsdann muß man 
ber dritten Gleichung für x und einer der beyden er| 
ebenfalld eine neue Gleichung formiren, und daraus 
Werth von y fuchen. Endlich geben diefe beyden 8 
the von y wieder eine Gleichung, die nur noch eine 
befannte Größe enthält, deren Werth folglich aus 
gefunden werden kann. 

Aus dem Werthe der dritten Größe findet fich. 
dann der Werth von y, und aus beyden der Werth vo: 

499. Es fey 3. B. 

ax by-+ cz=p 
dx I ey I . = A— 
gx 4 hy I kzkaty; 
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. ftyp- II 
Nx -4-97® 


—X r—hy—.kz 
N Folglich iſt aus Nr. 1. md 2. 
\ p—by—cz _ q—ey—fz 
{ | a = 
mithin dp'— bdy — cdz = aq — aey — afz 
ferner aey — bdy = aq +4 cdz — afz — dp 
I oder (ae — bdyy= aq — dp + cdz — afz 
J ag — dp + cdz — afz 
folglich y ae — bd. 
Ferner iſt aus Nr. 1. und 3. 
p—by—cz _ ı—hy—kz 
Er — — 3— 
ſoiglich gp — bey — cgz = ar — ahy — akz 
1 fmer ahy — bey = ar — gp 4 cgz — akz 
en. __ ar — gp-+ cgz — akz 
alle y = — — 
Aus dieſem und dem obigen Werthe t von.y ent⸗ 
ſteht die Gleichung 
aq. — dp + edz — afz _ Ar BP + cgz —'akz 
ae — bd ah — bg - 
folglich : 
aagh — adhp + acdhz — aafhz — abgq + 
bdgp — bedgz +4 abfgz = aaer — aegp 4 acegz 
— aaekz — abdr + bdgp — bedgz 4 abdkz. 
Hier heben fi) auf beyben Seiten + bdgp — 
bedgz und es bleibt noch 
aagh — adhp — Den + (acdh — aafh -+ abfg) 
2 = aaur — aegp — abdr + (aceg — aaek I 
abdk). 2. 
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dolglich iſt 

[(acdh - — aafh + abfg) — (aceg — aaeck + 
abdk)] z = aaer — aegp — abdr — aagh + 
abgqg 4 adhp. 
oder: 

[aa (ek — fh) + ab (fg — dk) + ac (dh— eg)] = 
= aa (er — gh)-+ ad (hp — br) +28 (bq—ep)i 
folglich 

__ aa (er—gh) 4 ad (hp — br) + ag (bq — ep) 

T aa (ek— fh) + ab (fg - dk)-}- ac (dh — eg)' 
und dividirt man biefes noch im Säpler- und Nenner 
durch a, fo ift 

_ a (er—gb) +4 (hp— br) + g (bg — ep) 
a(ek— fh) + b (fg — dk) + c(dh — eg) 

500. Freylich ift dieſes ein weitläuftiger Ausdruck, 
aber er ift es auch nur bey diefer Allgemeinheit der Rech⸗ 
nung. Wird diefe mit beflimmten Zahlen geführt, fo 
ziehen fich die Glieder zufammen und werden einfacher. 
Oft laſſen ſich auch noch mancherley Abkürzungen ans 
bringen. Doch liegt es in der Natur der Sache, daß 
die Rechnung deflo weitläuftiger und mühfamer wird, 
je mehr der unbefannten Größen find; übrigens aber 
werben feine andern Arten von Rechnungen, als zur 
Auflöfung von Gleichungen mit einer unbekannten 
Groͤße, dazu erfordert. 


Um ein Beyſpiel mit beſtimmten Zahlen zu haben, ſe⸗ 
tze man 





3x— 9 1 22 36 
— 2x+t4y+ z2=3 
4x + 2y — 3z = 10. 


Aus der erften Gleihung ftx= 12-+4y 1 2. 
aus der zweyte — — — x—=- — 17 +27 +4z= 
aus der dritten — — —ı = 23 —4y+1z 


Aus den beyden erften Werthen von x erhält inan 
247 - I» = —- 1 t?ı +32 . 
folgid 9 -— dr = a — Ds 


don x 


5 
| 


| 


Von den einfachen Gleichungen. 233 


d. i. 209 damdy. 
folglich 174— 72= 103 
folglich y—= = (174 — 72) : 10. 
Ferner erhält man "aus dem erften und dritten Werthe 


12 +4y—- Ir=-3-4y +8: 2 
folgti ad+9y=-@rd:r23— 12 Ä 
 sdebgy= Hz — 9 
folglich 10y = 172 — 114 
Diefer und der vorige Werth von y geben endlich die 
bleicuns 
172 — 114 _ 174 — 7z 
10 10 
Fotgtic, 172 — 114 = 174 — 72 
folglih 242 = 288 
folglih z = 28: A = 
En. man diefen Werth vom“ z in die erfte Gleichung 
für y, ſo iſt y — 14 —7.19:10, d i. (174 — 8) 
:0=%0:10=9. 
Endtich die Werthe für: y'und.x in die erfte Gleichung 
für x gefeßt, geben x —12 44. 9 — 3.12, d. i. 12 
+3—-8=17. 

501: Aus diefen Beyfptelen läßt fich fihon abneh⸗ 
men, wie man zu verfahren habe, wenn mehr als drey 
unbetannte Größen, und wehr als drey Gleichungen 
dazu gegeben find. 

502. Aufgaben, welche mehr als eine. unbe⸗ 
kannte Groͤße enthalten, muͤſſen eben ſo viele verſchie⸗ 
dene Gleichungen geben, als unbekannte Größen in ih⸗ 
nen vorfommen, wenn fie beflimmt feyn follen. Bey⸗ 
ſpiele derſelben ſind folgende: ... . 


A. Beſtimmte Aufgaben mit zwey unbetann: 
ten Groͤßen. ; ' 


1) Eine Gefelfhaft von Herren und Damen ie 
Rebe aus. #8. Perfonen; ber Herren find, ð —X8 AR 
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der Damen; wie viel Waren Herren, ‚und wie viel 
Damen? 

Anſatz: Man ſetze die Andahl der Herren: —=.x, und 
die der Damen — y, fo ift die erfte Gleichung x.+ y— 48. 
Ferner da der Herren 6 mehr find ale der Damen, fo iſt die 
zweyte Gleichung x=y + 6. 

Auflöfung: Dx-t+y=48; fotgtid x=48—y | 

Y)x=y+t 6. 
Aus beyden folgt: 8—y=y+t6 
folgih 8 —6=y-+y 
d. i. 42 = 2y 
folglich y=42:2= 2.. 
Afor=214+6= 27. 

Noch fürzer wäre die Auföfung, wenn man feßte: x+ 

y-4; x—y=6; folglid _en43=77; ya 
— 3 = 21 (180.). 

2) Es kauft jemand zwey Pferde zufammen für 
165 Rthlr.; das eine koſtet 4 mehr ald das andere; wie 
viel hat jedes gekoſtet? 

Anſatz: Der Preis.des.einen ſey =x, und der des 
anden=y:fpiffx+y=165. Ferner iſt — 46. 
Aufloͤſung: 
1) x 5 = 165 Rthlr.; folglich x = 165 — y 
2)z=y+t!4y-=1ly. 
Aus beyden Gleichungen folgt: 
165 — y = 1}y 

folglich 5 = yty=Ay= Hy 

folglich y = 165 : ZI == 75. u 
Hierausfolg x = 5 +4 -5 = 75 + 15 = 0. 

3) Zwey Hirten werben nad der Stärke ihrer 
Heerden gefragt, und der eine antwortet: wenn ich 
25 Stuͤck von meiner Heerde zu der andern übergehen 
laffe, fo find beyde gleich ſtark; kommen aber 25 von 
jener Heerde zu der meinigen, fo ift meine noch einmal 


ſo ſtark als jene; wie fiarf waren beyde? 


Anfas: Die eine Heerde fy—=x, die andere — y. 
@eben 25 Stuͤck von jener zu diefer über, ſo iff jene = x 
— 25, und dieſe = y 26. Da veyde —E Kg Kot 
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ad, fo ift 1) x — 25 4 25. Ferner wenn von der 
stern 25 Stück zu der erftern uͤbergehen, fo.wird die er: 
ere x 4-25 und die leßtere = y— 25; alddann aber 
U jene noch einmal fo ſtark als diefe feyn, folglich ift 
x +3=2(y— 2). Ä 
Aufloͤſung: )ı—-35=y+ 25 
fgidgx= y +33 = Yy +: 50. 
9x +35=2(y — 3)=2y— 5 
folglich x = 237-0 d=27—- 7% 
us beyden Bleichungen für x folgt 
„t90=2) -% 
alfo 321335 
8.1.15 = Y. “ 
annx=y+450ifl,fiffx= 125 4 50 = 175. 

Probe: Wenn von der Heerde, die 175 Gtüd ent- 
alt, 25 zu der andern übergehen, fo werden beyde 150 
ark; gehen aber von der andern 25 zu der erften über, fo 
nthält diefe 200 und jene nur 100 Stud, folglich ift die 
ine noch einmal fo groß als die andere. 

4) Zwey Perfonen, A und B, die zufammen 
ı Rthir. 16 gl. bey fich haben, ſpielen mit einander; am 
inde hat A 4 von B's Gelde gewonnen, und nun bes 
tägt fein Geld noch einmal fo viel, als B übrig hehätt, 
yeniger 8 gl: — mie viel Geld hatte jede von Anfang, 
nd wie viel betrug der Gewinn des einen? 

Anſatz: Das GedvonAfy=x, daavınB=y, 
yiti)x +y= 9 Rthlr. 16 gl. = 95 Rthlr. Ferner 
yenn A 4 von B's Gelde gewinnt, fo ift dad, was er hat, 
=x-+ }y, und dad, waß B übrig behält, iſt = $y; und 
a jenes noch einmal fo viel als diefes, weniger. 8 g!. oder 
Rthlr., if, ſo it x +Iyt+I = 2. ty 85. 

Auflöfung: 1) xı + y= 9; folgidx—= 9} —y 

»xt4iyıti=Wy 
folglichx = Py—1y—t4=3y)- 3 
lus beyden Gleichungen für x folgt 
9; —-y=3y7—t 
folglich 9 + Fey + 
d. i. p0=3y=-iy oo 

folalich y—=10: i- 4. 

ieraus ergibt ſich x = 9 — 4 — 53 Ritter. 


— 
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Probe: 4 von 4Mthlr. macht 16 gl. Diefe zu 5} 
Rthlr. hinzagethan, find 6' Rthlr.. 8 gl.: B behäle 3 Rthlr. 
8 gl. aüuübrig, wovon das Doppelte 6 Rthlr. 16 9l. ' alſo 
gl. mehr iſt, als das was A nunmehr hat. 

5) Ein General gibt die Staͤrke ſeines nd“ "eine. 
feindfichen Corps auf folgeride Art an: 2 des feinbfichen 
weniger 4000 Mann find fo viel als die Hälfte des mei: 
nigen nebft 2000 Mann; hingegen 3 deö meinigen nebfl 
3000 Mann find fo viel als 2 des feindlichen. weniger . 
2000 Mann; wie ſtatk war jedes Corps? 

Anſatz: Das Corps des Generals ſey — x, das 8 Feinde 


” ſo iſt 13.33 = 8000 = Ix + 2000 
u: - 29) 4x. 3000 = 337 — 2000. 
Kuflöfung: 1) 37. — 4000 = 3x -+ 2000 
- folglich jı=ty— 6000 
. x = $y — 12000 
2) 3x + 3000 = }y — 2000 
fotgtig 2x — &y — 5000 
x y. — 20000, 
Aus beyden Gleichungen für x ift 
47 — 1000 = Yy— ur 
folgih Ay — 36000 = 27 — 20000 
ferner 3y = 36000 — 20000 = 16000; 
fotglid y = 16000 : 3 = 21000. 
Demnach ift x — $ . 24000 — 12000 = 20000. 
6) Es fey ein Metall A, von welchem a Pfunde, 
im Waffer abgewogen, m Pfunde verlieren; ein andes 
res Metall fey B, von welchem b Pfunde, im Waſſer 
abgewogen, n Pfunde verlieren. Eine Miſchung aus 
beyden, C, wiege c Pfunde, und verliere im Waſſer 
p Pfunde, wie viel Pfunde enthaͤtt ſie von A und wie 
viel von B? 


Es wird dabey vorausgeſetzt, deß dab Volumen 
von C der Summe der Boluminum von Nimt B glei 





m 


— ——— 
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ſey, oder daß die beyden Metalle in der Miſchung we⸗ 
der dichter Tuch lockerer werben, als fie, einzeln genom⸗ 
men, find. 


Anmſatz: Das Gewicht van A, das in C enthalten iſt, 
fy = x; dad Gewigt von B=y, ſo fe Dx+- yo. 

“ Gerner wenn a Pfunde von A im Waſſer m Pfunde verlie⸗ 
sen, fo'findet man durch die Regel de tri, wie viel x Pfimde 


verlieren, nehmlich —; und eben fo findet man, daß yPfuns 
de von B im Waſſer verlieren. :Da nun das, was diefe, 
beyden -Quantitäten im Waſſer verlieren, dem Gewichtsver⸗ 
luft vonC im Waller gleich ſeyn fol, fo ift —* 4 an =p, 
Auflöfnng: :Dx+y= co; folglich rec — ya 


mx ny Ber Wr 7 
2— tz, = Pr | 
. mx — ny 
folglich a =p b. 
ap any 
nah 
Aus beyden Gleichungen für x folgt 
Leu. ay. l = 
u 15 





oder &-1 yo ap — me — mo . Br 


oder 


IR mom, 
folgtid. — .y m” C. Fe .; 


an — mb yo ap — mc 

"mb Fo — — — 
„ap — m m , ap—mc , 
folglig y = m an — mb an — mb ° b. 


Geht man diefen Werth von y in die obige Gleichung 
fuͤr x,:fo iſt 


wuac_ Pu ———— ane — mbc — apb 4 mbe 
an — mb an — ınb 
ane — apb _nc — pb 
a mM a m'* 


Diefe Aufgabe ftellt einen befannten hydroſtatiſchen Sa 
dar, deſſen Erfindung dem Archimedes beygeleat wind. ©. 
mein Sehrbud der Phyfit. ste Aufl. 8. 12. 
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B. Beflimmte Aufgaben mit drop unde 
‘ tannten Größen. 


1) Man fuche drey Zahlen, die fo befchaffen Kind, 
daß die Summe ber erflen und zweyten — 205 bie 
Siümme der zweyten und dritten — 305. die Summe 


ber. dritten und erften = 40 fey. 
Anſatz: Man nenne die drey Zahlen x,' y, z, fo ifi 
»s+y=20; 9dyt+t2=-90; zz +x=M. 
muftöfung: )x+ty=2%; folglich x — 20 —y 
y 42 * 303 folglich y ⸗ 80 - 
3))ztx=40 folglich x — 40 — z 
Aus der. 1. und 3. folgt 20 —y 40 —- 2; folglich y=z. 
— 20. Verbindet man mit.diefer Gleichung Re. Bar fo er: 


gibt fi 
z— 0 = 30: — 3. 
folglich 2 — 50 
nd 2 — 25 
alſo y — 25 —-%0=5 
s=-W— 5=15. u 

Probe: 54+5= 20;55+3 = 30525 #15 = 0. 

Die Auftöfung hätte fürzer gefunden. werden können, 
wenn man alle drey Gleichungen addirt, und die Summe 
halbire hätte. Man erhält dadurh x + y == 455 und 
zieht mıan hiervon die Summe je zweyer Groͤßen ab, ſo er⸗ 
gibt ſich die dritte. 

Auch kann man die erſte Gleichung von der zwipten ab» 
ziehen, wodurch man z — x 10 erhält. Dieß mie der 
dritten Öleichung verbunden, gibt die Werthe von x und z.. 

Dieb kann ald Beyfpiel der verfrhiedenen Auflöfüngsart 
einer Aufgabe dienen (484.). 

2) Drey Perfonen, A, B, C, vergleichen bad 
Geld, das fie bey fich haben, gegen einander, und ed 
findet fih, daß, wenn B an A 23 gl. gibt, A noch ein⸗ 
mal fo viel hat, als B übrig behält; gibt C.an B 23 gl., 
fo bat B dreymal fo viel, ald C behält; gibt endlich A 
an C 23.9l., fo hat C viermal fo viel, als A behatt; 


wie viel Geld hatte jeder? 


- 
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Anſatz: Das Geld von A ſey —x, das von B=y, 
dad voncC=a: ſo ED + B=2(y — 2; dy+ 
3=3@-3;9:rB3=4Ia— 23)... . ' 

Auflöfung +3 =2y— W2,—46 

folglich z=2y—69 .. 

DItB=3C-M=3r— 
lolglich 1* 32 - 92 
ee α— 
folglich 4— — 2 +15 :. 
ud x=(z2-+ 115): 4 
Aus Nr. 1. ‚und 8. nie on 
27 — 6 —=(@+ 15): 7 ee # 
fotgi ya. 


4 
und y — _ I + 391, 





Aus diefer Gleichung. und der Slcsun fire. y in Nr. 
2. folgt. -- | 
2 de 391 Bi 8% _ 1 
folglich ⸗ + 91 = 4: — 786 
folglih 391 + 76 = 4a — a 
0.1.17 = 232 
fest =UN:B=9 . 
: „mithin. y = 32 - 2.Mr. 2.) ='56.: 
und x—=2y— 69 (Nr. 1.) 41 
Probe: Wenn man von 55 gi. 23 gl. wegnimmt und 
zu 41 gl. hinzuthut, fo.bleiben dort 32, und bier fommen 
64 heraus, alfo noch einmal. fo viel; 23 von 49 abgezogen 
und zu 55 hinzugethan, laßt dort 26 übrig und gibt hier 
78, welches dreymal fo viel: iſt; endlich 23 von 41 abgezo⸗ 
gen und zu 49 hinzugethan, macht dort 18 und hier 72, wel⸗ 
ches viermal fo viel ifl. - 


3) Eine Gefellfchaft von Männern, grauen und 
Kindern, die zufammen 26 Perfonen ausmachen, fol 
zu zwey verfchiedenenmalen 13 Rthlr. 8 gl. bezahlens 
dazu gibt das erftemal ein Mann 16 gl., eine Frau 12 gl. 
und ein Kind Sgl.; Das anderemal aber ein Mann 18 Al., 
eine Frau 14 gl. und die Kinder zufammen dad Weotiae, 
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welches noch 8 gl. betraͤgt; wie viel waren der Nenn 


der Frauen und der Kinder? 

Anfak: Die Anzahl der Mönner fey —'x, die d 
Frauen =y, die der finder =z2; Pit DX<-Fy# =: 
26; 2) wenn ein Mann 16 gl. bezahlt, fo bezahlen x Maͤ 
ner 16x gl.: eben fo bezahlen die Frauen 12y gl. und. d 
Kinder 8x gl. Alles zufammen macht 13 Rthlr. 8 gl. od 
820 gl. Daher die Gleihung 16x + 127 + 8= = 3% 
8) auf gleiche Weife ift 14x + 14y + 8 = 3%. 

Auflöfung: ' 
Dx+t+yt+z:=%; folgtih = u y— 
1 2) 16x + 12y + 8z = 320 
oder, mit 4 div. 4x + 3y + 22 = 80 
fülgid x = 80 — 3y — 22 
und x=% —iy—1}tz 
HD 13x + 145 +8 = 30 
oder, mie 2 din. 9x + 7y-H+ 4 = 160 
felgih 9x = 10 — 7y — 4 = 156 — 71 
und x= (56 — 759:9. 
Aus der Gleichung für x in Nr. 1. und 2. folgt 
.—r-r=9— is —1ı 
feuib 6—-4Iyr—4z=0 
x ferner 56 — lı=1y 
fegub v = 4 — 2z 
Kerner folgt auf der Gleichung für x in Nr. 1. und 3. 
%”S-r—- = —70:9 
Felgtnp mit 9 male. 234 — 98 — 92 = 156 — Gy 
far 4 — 185 — 9a = 95 - 77 
d. N: = 2r 
felsud = 3 — 42 
Lt deeſer * st der Serra ien E.a$ur3 für y folgt 
4 — 2: —S — 2: 


ale u: 5 X — 
I. 3: EB 
IE FER ‘ -— IS :t= un 
mn ra y— a. 2: ms —2 


— Rn — a 


— 


— 


woraus ſich x — 
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Unbeſtimmte Aufgaben. 


503. Aus dem Obigen erhellet, daß eine Aufgabe 
_unbeflimmt iſt, wenn fie mehr unbekannte Größen 
als verfchiedene Gleichungen enthält, z. B. zu 2 unbe: 
kannten Größen nur eine Gleichung oder zu 3 unbefanns 
ten Größen nur zwey Gleichungen. _ 

504. Die Auflöfung unbeflimmter Aufgaben ge: 
dient auf eben die Art, als die der beftimmten. Allein 
da in dem Werth, welchen man für die eine unbekannte 


“ Größe erhält, immer wieder eine unbekannte Größe ent: 


halten ift, ſo kann man biefer unendlich perſchiedene 
Werthe beylegen, und dadurch eben fo unendlich verfchies 


dene Werthe für jene bekommen. Cine unbeftimmte 


Aufgabe hat daher unzählige Auflöfungen. 3:8, 
1: Zwey Zahlen zu finden, die zufammen 50 aus⸗ 
machen. . 

Auftöf. Man fehe die Zahlen xu.y, ſo iſt 45 
= 50; folglihd x = 50 — y. Hier kann man für y jede bes 
liehige ganze oder gebrochene , pofitive oder negative Zahl 
Annehmen, und aus jeder einen Werth für x herleiten, alſo 
Unzählige Werthe von x bekommen. 

2, Eine ganze Zahl zu finden, die durch 5 dividirt 
3, und durch 3 dividirt 2 übrig läßt. 

Aufloͤſ. Eine Zahl, die durch 5 dividirt 3 übrig Laßt, 
Tann dur 5x + 3 ausgedrückt werden; und wenn eben 
diefe Zahl durch 3 dieidirt 2 übrig Laßt, fo iſt fie auch —3y9 
+2. Dan-erhält daher die Gleichung 5x +3 =3y+2; 
1 





ergibt. Hier kommt ed darauf en, 


y ſo zu wählen, daß, wenn es mit 3 multiplizirt, und von 
dem Produkt 1 abgezogen wird, der Reſt ſich durch 5 volle 
ftandig dividiren lafle. Dieb kann auf unzählige Weife ge: 
fhehen. Man findet Leicht 
y=?2 712177 ..+. woraus dann folgt 
x—=4{1 4 71013... . dieß gibt die geſvxooxe 
BS3abl = 8233853 68.... 
æries Matbemauit 6. Aufl, — 
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Jede diefer Reihen iſt eine arithmetifche Progreffion, die 
fich Leicht fo weit förtfeken läßt, ald man will. 
3. Zwey Zahlen zu finden, deren Summe und 


Produft einander gleich find. 
Aufſoͤſ. Man nenne die Zahlen x und y, L ik 
j sty=-%y 
fg. ze y— y=(2—I)y 
und + == y, 
Hier kann man für x jede beliebige Zahl ſetzen, fo er« 
gibt fih aus der Gleihung ein Werth für y, wodurch der 


Aufgabe ein Snüge gefhieht. Es find alfo unzählige Auf | 


Löfungen möglich. 
3. B. — 7 gibt y — J. Es iſt abr 7 437.3 
Dan fann ſelbſt einen Bruch für x feßen, 3 B. 2; dann 
fty-k:d—-D=l1:-9d=-—3 Es iſt aber —3 
+=—-3.1=-—!1=—2. 

505. Es laſſen fi) aber unbeflimmte Aufgaben 
fo einrichten, daß die Anzahl der Auflöfungen durch 
gemwiffe Bedingungen eingefchränft, und fo die uns 
enbliche Menge derfelben auf eine fehr endliche Zahl her: 
abgebracht wird. 3. B. wenn man in der erſten der vors 
ftehenden Aufgaben verlangte, daß x und y nur ganze 
und pofitive Zahlen feyn follen: alddann würde die Auf: 
löfung nur 25 verfchiedene Fälle darbieten. 


506. Die Rechnung, die folche unbeftimmte, aber 
durch gewiffe Bedingungen eingefchränfte, Aufgaben 
auflöfen lehrt — vorausgefegt daß die Auflöfung nur auf 
einfache Gleichungen führt — wird wohl mit einem bes 
fondern Namen die regula coeci genannt. Man nennt 
auch überhaupt die Auflöfung unbeflimmter Aufgaben 
Analysis Didphantea, von dem Alerandriner Di o⸗ 
phantus, deſſen ſchon oben (14.) erwähnt ift, und 
. ber für den Erfinder derfelben gehalten wird. 

Gein Wert, worin ih zuerit (ale Wokodoro Gehaus 


‘ 
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delt finden, fuͤhrte den Zitei doduntına, und beſtand aus 
13 Buͤchern, von welchen jedoch nur die ſechs erſtern noch 
vorhanden ſind. Dieſe ſind von Bachet de Meziriac 
griechiſch und lateiniſch, mit einem Commentar 1621 zu 
Paris herausgegeben. Des Epigrammes auf ihn in der An- 
thologie ift fehon oben (488.) gedacht worden. ©. Authol. 
Graec. Edit. Jacobs. Tom. III. pag. 186. Vergleiche Boſſut's 
Berfuch einer Geſch. der Math. überf. von Reis 
mer. I. Th. ©. 54. 


507... Die Behandlung diefer Art von Aufgaben 
wird aus einigen Beffpielen erhellen: 

.4) Es kauft jemand für 2 Rthlr. 12 gl, zweyerley 
Bands die Elle der einen Art koſtet 5 gl., die der ans 
dern 4 gl.; wie viel Ellen befommt er von jeder Sorte? 

Atnfah: Die Anzahl der Ellen von der einen Sorte 
fey = z, die der andern==y, fo drüft 5x -F 4y den Preis 
von beyden, d. 1. 2 Rthlr. 12 gl. oder 60 gl. aus. Daher 
die Öleihung 5x + Ay = 60. 

Auflöfung: 5x-+4y=60; folglich 5x=60—4y, 


‚und x ar &= 12 4. Da hier nur ganze Ellen 


angenommen werden, fo muß man y fo wählen, daß es mit 
4 multiplizirt und durch 5 dividirt feinen Bruch gibt. Man 
feße alfo 
ya 6, 5, 10, 15 
alsdann iſt x=12, 8, 4, 0: 
Hier find alfo überhaupt 4 Fälle möglich; oder, wenn man 
den erften und letzten nicht gelten läßt, nur zwey. 

Die Werthe für y und x bilden zwey arithinetifche Reis 
ben. Kennt man alfo nur die beyden erften Ölieder derfels 
- ben, fo iſt es Leicht, fie fo weit fortzufeßen, als nöthig ift. 

2) Man zertheile die Zahl 12 in drey Theile, wovon 
der erſte mit9, der andere mit 7, der dritte mit 5 multt: 
plizirt, Produkte geben, die zufammen SO ausmachen. 

Anfarnı Die drey Theile bezeichne man durch x, y, 
, fo ifti)xty-+==12, »ok+7y+5: — 80. 

Auflöfungs | 
Dxtytz= 13; folglich —  —y—ı 
2)9xsF7y+52= 89; folgih x = (RO - - 25 5. 

Qa2 
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Aus beyden Gleichungen für x folgt 
12 — y — 2=(0 —7y— 55): 
Multiplizirt man dieſe Gleichung mit 9, ſo iſt 
18 — 9y9 — 92 3 80 — 7y — 52 
folglich 28 2y — Az =0 
und 28 — 4s = 2y 
folglich y=14 — 2z 
Setzt man nun für z der Reihe nach die ganzen Zahlen i in 
ihrer natürlihen Ordnung, 
alfo z = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
fo ift y- 12, 10, 8, 6, — 2 0° 
j und x=—I1, 0, 1, 2% "4 5 
Hier kommen 7 Falle heraus, von Denen jedoch die benden 
erftern und der lebte abzurechnen nd, fo daß nur viere 
ubrig bleiben. 


3), Ein Banquier hat 1200 fl. theils u Laubtha⸗ 
lern, theils in Conventionsthalern zu zahlen; wie viel 
muß er von jeder Geldſorte geben, wenn ber Lothlr. zu 
2 fl. 45 Zr. und der Gonvthlr. zu 2 fl. 24 Zr. gerechnet 
wide | 

Anfak: Die Anzahl der Lothlr. fey — x, und die 
der Convthir. = y. Da nın 5 Zr. —=2fl,, und %4 Er. 
—3 fil. find, fo machen x Lbthlr. 22x fl. und y Convthlr. 

22yfl.; beydes zufammen foll 1200 fl. ſeyn; ; folglich iſt 22x 

ri 22y = 1200. 

Auflöfung: 23x + 22y = 1200 

d. i. x y ⸗1200 
Ferner die ganze Glaͤchung mit 20, als dem Produft der 
beyden Nenner, multiplizirt 
| 56x + 48y = 24000 
und daher 485 = 24000 — 55x 


folglich y — FOR -  — 5x, 
» Soll nun weder x noch yein Brud werden, fo muß x 
fo gewahlt werden, daß es mit 55 multiplizirt und durch 
48 dividirt, gerade aufgeht. Da aber kein Factor von 48 
mit einem Factor von 55 übereinftimmt (1 ausgenommen, 
welches bier nicht in Betrachtung koͤmmt), fo muß 48 in x 
aufgeben; folglich darf x nur ein Yrodutt von AR (vya. 
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Sebt man en 
x 48, 144, 19, 240, 288, 336, 384, 432, 
vifty=445, 300 335, 280, 225, 170, 115, 60, . 
4) Es foll jemand 120 Malter Kern für 540 Rthk. 
jefern; er nimmt dazu breyerley Sorten, die eine ba 
Ralter zu 32 Rthlr., die andere das Malter zu 43 Rthir., 
je dritte das Malter zu 54 Rthlr.z wie viel Malter 


nuß er von jeder Sorte nehmen? 

Anſatz: Die Anzahl Malter der erften Sorte fey = x, 
ie der ziveyten = y, die der dritten = »: fo ift N) ty 
= 120; 2 30x + 43y + 5b2 = 540. . 

Yuflöfung: 

Vs+tyt2=19, folgid x = 10 —y—z 

2) 31x + 44y + 532 = 540 
. i. 2x4 *325 * iz == 540. 

Yiefe Gleichung mit 12, als der Zahl, in welcher alle Nen⸗ 
er aufgehen, multiplizirt, gibt 
45x + 56y # 62z = 6480. 
folglich x = (6480. — 563 — 622) : 45. 

Ind. beyden Gleichungen für x folgt 
10 — y = z = (6480 — 563 — 622) : 45. 
folglich 5400 — 4y — 452 = 6480 — 665 — 622 
und - 0. = 1080 — 11y — 172. 
ferner 11y = 1090 — 172 
am) y- 1080 7 172 

Hier wuͤrde es ſchwer ſeyn ‚du errathen, was für eine 
ahl z feyn müffe, Damit ed mit 47 multipligirt, das Pros 
uft von 1080 fubtrahirt, die Differenz durch 11 dividirt, 
erade aufgehe. Man muß alfo ein Verfahren anwenden, 
odurch man 2 mit Sicherheit, ohne au rathen, finden 
oͤnne. 

Zu dem Ende dividire man mit 11 in 1080 — 1125 der 


notient iſt BA — + AD, % i. 8-45 —— 


0 








11 


98-8272 
Den leßten Bruch Iete man =p, pify=8—z 
-p; und wenn 62 2 zpif, pitser=eti, rn 


_— 


- 


DErBageEr 2 Difyagate . 


m 
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folglich z= Ar h2 =p-+ — und dieſes ſey * 
p+tq | - 
Alſo th? =9; fotglih Sp = 6423. und p= 


‘ 


5 
Alfo I P —2 = vs; folglich q * dr + 2 


So gelangt man endlich zu einer Gleichung ,. die feinen 
Bruch mehr enthält; und nun kann man für r der Reihe 
nach die natürlichen Sahlen ſetzen, fo weit ald es die uͤbri— 
gen Umftände der Aufgabe geftatten. Man lann ſogar mit 
Null anfangen. 

Iſt alſo — 0, 1, 2. 

lo iſt ı= ı 7,12 
p=u 8 11. 
I= 4, 15, 26 + 
y=%9, 75, Se . 

k = 24, 30, 

da alle dieſe Reihen aiithmatifihe Progreffionen find, 
lo kann ‚man fie Leicht weiter fortfeßen. Aus der fallenden’ 
Reihe für y findet fih, wie weit die Reihe fortgefeßt wers 
den fann, ohne auf negative Größen zu fommen. Da nehm⸗ 
lich der Unterſchied derſelben — 17 iſt, fo dividire man mit 
diefer Zahl in 92, als das erfte Glied; der Quotient 5 zeige 
an, daß außer dem erften noch 5 Glieder , alfo überhaupt 
fehfe möglich find. Der leßte unter den möglichen Zällen 
der Auflöfung wird alfo durch die fehften Glieder der 
Reihen für x, y, z dargeftellt, Diefe Glieder aber find = 
=59,y=T,ı=54. 

Anſtatt die Werthe für z, y, x jedesmal aus den Wer⸗ 
then für p, q, r zu entwideln, fann man fi) auch allges 
meine Ausdrüde für jene Größen verfchaffen, die bloß von 
r abhängig find, und feinen Bruch enthalten. 

Denn da g=5r+2, unöp=qg-Hr ift: fo iſt auch 
p=5r+? +r=6r +2 Ferner iſt — p9 6r 
+2+5r+2=1r+44 3)=8B—-2—-p 98 - 
GEIr 4 — Gr2 = B—1r—6=NR — 171; und 
= 10 - y — 2=10 — (2 - 175) — (lir+4) = 1Q 
— 92 +17 r — Ar -A=%+6r, Abo 





. oe [ht 375. 
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v 


s=4+ 6r 
y—=9R — 17r 
2 * 4+ 1lr. 


Aus dieſer Därftellung der Werthe einer jeden Größe erhellet 
‚fogleich die ganze Befchaffenheit der Reihe, die diefe Werthe 
ausmachen; und man erhält die Werthe, indem man fürr 
der Neihe nah 0, 1, 2, 3 u. f. w. ſetzt. 

Sur Probe kann man aus den Reiben von x, y, z its 
gend drey zufammengehörige Glieder nehmen, und das Ölied 
aus der Reihe von x mit 32, das aus der Reihe von y mit 
43, und dad aus der Neihe von z mit 54 multipliziren, und 
die Produfte zufammen addiren; alsdann muß die Summe 
= 540 ſeyn. 

5) Es Pauft jemand 50 Stud Vieh, Ochſen, 
Schweine und Kaͤlber, fuͤr 684 Rthlr.; und zwar einen 
Ochſen zu 40 Rthlr., ein Schwein zu 8 Rthlr. und ein 
Kalb zu 3 Rthlr.; wie- viel Stüd: bat er von jeber Art 


befommen? 

Anſatz: Die MAmzahl der Dchfen ſey == x, die der 
Schweine — y, die der Kälber =z: ſo iſt Dx+y + = 
= 50; D.40x + 8y + 32 = 684. 

Auflöfung: 

) + y+e=580; folglich x — 0 —y—: 

2 40x -+8y + 3z = 68 

folglih A0x = 684 — 8y — 3z 

und x = (684 — 8y — 3z) : 40 
Aus beyden Gleichungen für x folgt 
50 —y—2= (683— 8y — 3z): 30 
oder, auf beyden Seiten mit 40 multiplizirt 
2000 — 40y — 4992 = 684 —8y — 3z 
ferner 2000 — 684 -H 32 — 402 = 40y — 8y 
d. i. 1316 — 372 = 32y 








folglich = a mm = M—-:+°. 
— — _5923— — — — — 
—A4l — 2 8 oder 41 — 2 — p 
daher I — 2 = pi folglih = (32p + 9:5 





32 
6 Htoopre 
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24-2+7 =24—-2+r 


Alſo I zn folglich 4 = ?r. 


Gebt ınan diefen Werth fürg in die Gleichung für p, und 
diefen wieder i in die Gleichung für z u. ſ. w. ſo ſindet fh - 


x 74 5r 
y=55 — 37r 
z =320r— 12. , 
Itt nun = 06 4 2 
fo ift x — 7, 13, 17 
y= 5, 18, — 19 


z=—12, 20, 52 
In dem erſten von dieſen drey Fällen iſt z, und in dem 
teten y negativ; da aber negative Werthe hier nicht zus 
laͤſſig find, fo ift nur der mittleve Fall als gültig anzufes 
hen, Die Aufgabe bat alfo nur eine einzige 
Auflöfung, und tft daher einer befimmten 
gleich zu achten. 

6) Eine Geſellſchaft von 15 Perſonen, Männer, 
Frauen, Knaben und Mädchen, hat 4 Rthlr. 14 gl. oder 
110 gl: zu bezahlen; dazu gibt ein Mann 10 gl., eine 
Frau 8 gl., ein Knabe 4 gl., ein Mädchen 3 gl.; wie 
viel waren der Männer, ber Frauen u. fe. w.? 

Anſatz: Man begeichne die Anzahl der Männer durch 
u, die der Frauen durch x, die der Knaben durch y, und 
die der Mädchen durh z: ſo EDurx<x tytz= 15; 
2) 0u+8x +4y +32 = 110. Hier find zu vier unbes 
fannten Größen nur zwey Gleihungenz dadurch wird die 
Unbeftimmtheit der Aufgabe noch größer, und die Auflöfung 
derfelben zuſammengeſetzter, als in den Fällen, wo nur eine 
Gleichung weniger ift, ald unbekannte Größen. 

Auflöfung: 
utrxıty+z2=8; folglich — SB — x — y—ı 
2) 10u +8x + 4y +32 = 110 

folglih 10u = 110 — 8x — Ay — 3z 

und u = (110 — 8x — 4y — 32) 10 . 

Aus beyden Öleichungen für u folar 


⸗ 
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15 — x — y — 2 (110 — 8x — 4y — 3z) : 10 
lglich, mit 10 multiplizirt, 

150 — 10x — 10y—102=110 — 8x — 49 — 3z 
mer, den zweyten Theil der Gleichung von dem erften aba 
sogen, 

0 —2x—6y—73=0 
daher 2x = 40 — 6y — 7z 


und «= 20 — 37 — ” 


ier find in dem Werthe für x noch zwey unbefannte Grös 
n enthalten, die willführlich angenommen werden müffen. 
un zeigt fich, dab z nur durch gerade Zahlen ausgedrüdt 
erden kann, wenn x feinen Öruch enthalten foll, Man feße 
fol. 3=2; und indem man diefen Werth als beftändig ans 
ht, nehine man für ydie natuͤrlichen Zahlen der Reihe nach, 
nad beftimme daraus zuerft x und dann u Es fey alfo 
l. fr = Z 
 y-=1,2ı 3 4 
ah fo iſt x=10, 7, 4, 1 
| und u= 4, 4 6,.8 
3ollte man die Reihen noch weiter fortfeßen, fo würde x 
=— 2 werden, welches hier nicht gültig iſt. Man ſetze alſo 


I. z 4 
und y=1 2 
ſo iſt x=), 9 
und u — 7, 


Für dieſen Werth von z # alfo nur ein Fall möglich, 
Ran feße 


II. z= 6 
— und y — 1 
ſo iſt s=—4 
und u= 12 


fo ift für diefen Werth von z gar fein Fall möglich. 
Roch weniger würde alfo einer für höhere Werthe von z ftatt 
inden konnen. 

Folglich find für diefe Aufgabe überhaupt nur 5 ver: 
hiedene Auflöüfungen moglich. 
Nicht felten geftatten Aufgaben diefer Art, in denen 4 
ınbefannte Größen und nur zwey Gleichungen enthalten 
ind, mehrere hundert verfchiedene Auflöfungen. Abkhtük 
aber iſt bier ein Teichterer Fall gewählt woorden, 


a» 
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Was eine Dame gibt, beträgt —. 3x — x; folglich ir 
das, was alle Damen zufammengeben 4x. 4x = Adı". 
Da nun dad, was fomwohl die Herren als die Damen gu 
ben, zuſammen 29 Rthlr. 18 gl. oder 714 gl. ausmacht, ſo 

ift 32x? + 222? = 714. 
Auflöfung: 42x? +.2%x? = 714 . 
d. 1. x· + 2%, x2 = 714 
oder 123x? — 714 
folglich x? = 714 : 493 = 3969 
folglihd x = v3%9 = 63. 
Die ganze Geſellſchaft war alfo 63 Perfonen ftarf; davon 


betrug die Anzahl der Herren L.,63= 35; die Anzahl der - 


Damen &.63 = 28. 


4) Ein Kafficer vertheilt 1450 Rthlr. in mehrere | 


Pakete, und legt in jedes Paket fünfmal fo viel Thaler 


ald er Pakete macht, und in das lebte noch 5 Rthlr. 
daruͤber. Wie viel waren Pakete, und wie e viel Se 
hat er in jedes gelegt? \ 

An ſ atz: Die Anzahl der Pakete ſey — x, ſo iſt das 
was er in jedes derſelben legt, =5x; folglich in alle zus 
ſammen 5xx —5x2; und überdieb noch in das leßte 5 Rthlr., 


alfo zufammen 5x? +5. Da diefed nun die vertheilte Sum⸗ 


me ausmadt, fo ift 5x -+ 5 = 1450. 
Auflöfung: 5x? +5 = 1490 
folglich 5x? = 1450 — 5 = 1445 
und x? = 1445 : 5 = 289 
i alſo x =YV 289 = 17. 
In jedes Paket kamen folglih 5 - 17 = 85 Kehle, und in 
das lebte 90 Rthr. 


5) Es berichtet jemand einem andern eine Summe, 
bie er eingenommen, auf folgende Art: Die Hälfte der 
Sunme ift eben fo viel mal über 54 Rthlr. ald das Drit⸗ 
tel derfelben unter 1156 Rthlr. Wie groß war fie? 

Anfak: Die Summe fey — x, alfo die Hälfte —=}x 


und das Drittel = 4x. Um audzudrüden ' wie vielmal - 


inehr 3x ale 54 fen, dividire man mit diefem in jenes, alfo: 
x: 31; und eben’ fo dividire man mit 4x in 1156, um 
zu finden, wie vielmal weniger \enet (ey ALS Diekes ,\alfo 
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1156 : ix. Da nun beyde Quotienten gleich.feyn follen, fo 
ift 2x :54 — 1156: 4x 
Auflöfung: 4x: 54 = 1156 : 1x 
fig 1x Fa 
ferner ix . 4x = 62424 
d. i. 4x2 — 62424 
alfo x? = 62424 . 6 = 374544 
| und (in v 3754 = 612. 
6) Zwey Perfonen A und B reifen von zwey Orten 
a und b zugleich aus; fie treffen unterwegs zufammen, 
und A fommt 18 Stunden darauf nah p; B aber langt 
erſt 32 Stunden nach dem Zufammentreffen in a anz 
wie lange Zeit ift jeder unterwegs gewefen, vorausge⸗ 
ſetzt, daß er die Gefchwindigfeit, mit welcher er von 
Anfang an gereift ift, den ganzen Weg unverändert 
beybehalten hat? 
—Anſatz: Man nenne die Zeit, die jeder vor dem -Fuz - 
fammentreifen gebraucht hat, x, fo hat A überhaupt x-}- 18, 
und B hat x + 32 Stunden zur Keife nöthig gehabt. Den⸗ 
felben Weg nun, welchen B in x Stunden. zurüdlegte, legt 
A in 18 Stunden zurüd. Es verhält ſich daher die Geſchwin⸗ 
digkeit von A zu der von B, wie x: 18%. Eben diefe Ges 
fhmwindigfeit aber verhält fih auch wie 32 : x, da A Ddenfels 
ben Weg in x Stunden zurlidlegte, zu welchem B 32 Stuns 
den gebrauchte. Da nun die Gefchwindigfeit eines jeden 
den ganzen Weg unverändert bleibt, fo ift-32:x—=x: 18. 
Auflöfung: 2:x—=x:18. Dieb ift eine geome⸗ 
trifche Proportion,. folglich iſt x — 18 . 32 = 576, und 
3 = v7 = 24. I 
A hat alfo 21 4 18, d. i. 4a2, und B24 +32, d. i. 
66 Stunden zu der ganzen Reiſe gebraucht. 








”) Den phyſikaliſchen Satz, worauf ſich dieſes gruͤndet, 
ſ. in meinem Lehrbuch der Phyfit sg. Al. Nr. 2. 
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Wurzel x — 4f=tYvV (h+4f9; folglich x = 
+4f4vVch+4M). 

Wenn h pohtis ift, fo iſt in beyden Fällen der eine Werth 
«von x poſitiv, der andere negativ; ift aber h negativ und 
fleiner ald If2, fo find im erften Fall beyde Werthe von= 1 
negativ, und im zweyten pofitiv. 

521. Die erläuterte Art der Ergänzung einer un⸗ 
vollftändigen quadratifchen Gleichung feßt voraus: 1) daß 
das Quadrat von x feinen andern Goefficienten als 1 
babe; 2) daß es pofitiv ſey. Diefe Bedingungen aber 
find bey einer jeden quadratifchen Gleichung leicht zu er 
halten. Denn was bie legtere anbetrifft, "fo darf man 
nur, wenn x? negativ ift, es auf die andere Seite des 
Gleichungszeichens fegen, um es pofitiv zu machen. 

‚Wäre z. B. ax —x?2=p, ſo wire x — p=xd, 
und x? — ax = — p; oder wenn g — x? ax waͤ⸗ 
re, fowäreg—=x? + ax. 

Was die eritere Bedingung betrifft, fo muß man, 
wenn x? einen andern Goefficienten als 1 hat, die ganze 
Gleichung durch diefen Eoefficienten dividiren. Es 
fey 3.8. ax? + bx==c; man bdividire die Gleichung 
durch a, fo erhalt man x? + 2 x — 

Diefe Regel läßt ſich anwenden, a mag eine ganze 
ober gebrochene Zahl feyn. 

522%. Enthält der eine Theil der Gleichung mehr 
als zwey Blieter, fo muß man biejenigen Glieder, bie 
weder x noch x? enthalten, auf die andere Seite ded 
Gleihungszeihend fegen. Es fen z. B. x? + bx 
+c=0, fo fege man x? + bx = — c; alddam 
kann man erſt zur Ergänzung fchreiten. 

523. Aus dem Verfahren in den angezeigten Faͤl⸗ 
len kann man leicht beurtheilen, wie man auch in ſol⸗ 

den Faͤllen zu verfahren habe , Vie veex wuttrüttich bier 
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mgeführt find. Auch wird aus folgenden Beyſpielen 
ich die Anwendung der gegebenen Regeln erſehen laſſen. 


T) Man ſuche ein Paar Zahlen, deren Differenz 12 
md Produft 85 ifl. 
Anſatz: Die eine Zahl fey x, fo ift die anderex-}12; 
das Produkt ddr iſt x HI = le 8. 
Auflöfung: x2 + 12x = 85. Diefe quadratifche 
Bleihung hat ganz die Form der obigen x + fx — h); 
Fift hier = 12, alſo 3f — 6, und (4f)? = 36, welches zu 
beyden Theilen addirt werden muß. Man erhält alfo x} 
12x + 36 = 85 + 36 = 121. Nun ift die Wurzel von je⸗ 
nem — 34 6. Folglich iſt p6 — FVI21113 und 


daher x —6 +11 = 5 oder — 17. 

Probe Iſt x 5, fo fx} 12217 und 5.17 
=8 jfixı=—1, pPifix+12=—5, und — 5. 
(- 1) = 85. 


M Es kauft jemand eine Anzahl Bouteillen Wein 
für 30 Rthlr. 8 gl. und gibt für jede Bout. 2 gl. mehr 
als die Anzahl der Bouteillen beträgt; wie groß war 
dieſe, und wie theuer hat er jede bezahlt? 


Anſatz: Die Anzahl der Bout. ſey — x, fo koſtet jede 
(«+ 2) gl., folglich koſten alle zuſammen x. «+2 91 
Run ift der Preis derfelben zu 30 Rthlr. 8 gl., d. i i. 728 gl. 
beſtimmt: fi 1 ft x +29 = 728. 

Auflo : za +29)= 1738, d. i. 42728. 

dieſe —** ann wieder mit x? 4 fx — h verglichen 
erden: £ ift hier = 25 folglich JE = 1, und Af)? aud 
= 4. Diefes zu beyden Theilen addirt, gibt x? + 2x + 
1= 79. Folsigitix Hi=+tVY 729= +77, und das 
ber x = — 1 +27=26 oder —28. Der leßtre Werth fann 
bier nicht ftatt | finden, weil die Anzahl der Bout. feine nes 
gative Zahl feyn fann, alfo muß der erfire gelten, Hier⸗ 
nad ift der Preis einer jeden Bout.x+ 2 = 238 gl. 

Probe: 26 Bout. zu 28 gl, machen 26 . 28 gl. = 728 

gl. = 30 Rthlr. 8 gl. 


3) Eine Gefelfchaft hat 190 Rihlr. zu beraten, 


Dazu. macht ber Beytrag eines jeden Mitgliedes 9 Nine. 
ia Matbematit᷑ 6, Aufl. R 
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weniger ald Mitglieder find. Wie flark war die Gefels | 
fchaft und wie viel hat jedes Mitglied gegeben? 

Anfak: Die Anzahl der Mitglieder ſey —=x, fo hat 
jedes Mitglied (x — 9) Rthlr. gegeben, folglich alle zuſam⸗ 

‚men x (x — 9) Rthlr. Man erhält alfo x (x — 9) = 1 

Auflöfung: x 0-9 = 1%, d. i. x? — 9x — 10. 
Hier ift die Gleichung x? — fx = h anzuwenden: fift=9g, 
afpif=; 4’ =. — iſt alſo x” - 9x 24100 
2 2 . Die Wurzel aus x? — 9x 2 ifex 243; 
folglich fix yet = X ; und x —* t 2 
2 19 oder — — 2—=— 10. Der letztre Werth fan 
bier wieder nicht ftatt finden; alfo ift die Anzahl der Mit 
glieder = 19, und der Beytrag eines jeden = 19 — 9= 
10 Rthlr. 

4) Es Fauft jemand einen Garten, der 1190 Qua⸗ 
dratruthen groß ift, und deffen Breite eine Ruthe weni⸗ 
ger beträgt als die Länge; wie lang und breit war er? 

Anſatz: Die Länge des Gartens fey — x Nuthen, fo 
ift die Breite = x — 1, und der Slüdeninhalt = x (z —1) 
Es ift alfo x (x — 1) = 118. 

Auflöfung: x (2 — 1) = 11, d. 1. x? — x 110. 
Hier iſt f— 1, folglich =, ud GI’ 4. Manor 
hätt alfo x — s+}=110 +I= 3. Run iſt die Wurs 
sel aus jenen = x — 3; folglich iſt = + VY ae 
= +3; und s=}rt = 35; oder — — = 
— 2. "Sat letztre gilt hier wieder nicht, alfo die Länge 35 
Rutben, und die Breite = x — 1 — 34 


5) Ein Kaufmann bezahlt für eine Anzahl Tücher 
12960 Rthlr.; jedes derſelben Fojter 9 Rthlr. mehr als 
die fünffache Anzabl der Tücher, wie viel waren der Tuͤ⸗ 
cher, und wie viel bat jedes gekoſte:? 

Anſas: Die Anzabl der Tücher ko x, fo koſtet jedes 
derſelben 5x +9 Ktblr., alſo alle zujanimen x65x+9 
Kedtr. Da jie nun 1260 Fiblr. keiten, jo iſt 5x +9) 
= 1... 

Aufldjurg: x Sc HD= 10, & i. 522.409: 

= 4280. Wan diridire deſe Siaduna ort tur Ss, (0 er- 


Aa — — nn —— ——— —— — — — 
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jalt man x® + 2x = 252. Um diefe Breigung zu vervol⸗ 
tandigen, nehme man die Hälfte von, d. i. u, erhebe 
ieh aufs Quadrat (), und addire —5 gu beyden Thei- 
len Hinzu. Es ift alfox HI + = 32 + = 
war; folglich x = tVY. 7. ta und x— 
— 5 red entweder it —=15, ober — — 188 
— — 16 5: Da der leßtre Werth hier feinen Sinn hat, 
fo ift nur der erfire gültig. Die Anzahl der Tücher war 
alſo 15, und der Preis eines jeden 5.15 + 9 = 84 Rthlr. 


6) Es fol ein Brunnen gegraben werden, und für 
den erften Schuh Tiefe werden 3 gl., für den zweyten 
5 gl.z für den dritten 7 gl. und fo fort, für jeden der 
folgenden immer 2 gl. mehr ald für den vorhergehenden 
bezahlt. Der ganze Brumnen koſtet 7 Rthlr. zu graben; 
wie viel Schuh betrug feine Tiefe? 

Anmerk. Diefe Aufgabe faßt eine arithmetiſche Pro- 
greffion in fich, deren erftes Glied, Differenz und Summe 
gegeben ift, woraus die Anzahl der Glieder gefucht werden 
fol. Bon diefem Fall ift oben (386.) erinnert worden, daß 
er auf eine quadratifche Gleichung führe. Daher hier ein 
Beyfpiel deffelben. 

Anſatz: Es fen die Anzahl der Glieder, d. i. die 

- Riefe des Brunnens in Schuhen ausgedrüdt, —=x, fo ift 
nach obigem (381.) die ganze Summe der Glieder 3x + 


2(& — 1) . 2; und da diefe 7 Rthlr. oder 168 gl. beträgt, 


2 
ſo iſt 18-3: + P 2 


Auflöfung: 168 BERETEN 2 =3x + 


s@—-N)=3xı +22 — xx? +2 Ergänzt man diefe 
Gleichung, ſo iſt = +2x+1=168+1=169. Folg-⸗ 
lich iſt p 1- VIGOSX 13 nmdı=—1r13, di, 
entweder— 12 oder = — 14. Hier paßt wieder nur der er⸗ 
ſtere Werth. Die Tiefe des Brunnens betrug alfo 12 Schuß, 
7) Es verkauft jemand eine Uhr fir 144 Rthlr. 
und gewinnt daran fo viel Procente, als ihn die Uhr 
gekoſtet bat: ı wie theuer hatte er die Uhr artauit? 
R 2 
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Anſatz: Die Uhr Habe x Rthlr. gekoſtet, ſo iſt das,. 
was beym Verkauf gavonnen wird, (144 — x) Rthir. De’ 
dieß nun x Prorente ausmacht, fo ift 10: x—= x: (iM 
— 1) 

Auflöfung: 10: x=x:{fäd4 — x) Folglid x 
= 100 . (144 — x) = 14400 — 100x : ferner x? + 100x 
— 14400. Diefe Öleihung ergänzt gibt x® +4 100x. 4 50° 
= 14400 + 50° = 16900. Folglich iſt x +50 = +Y 1690 
= + 130, ‘und x = — 50 + 130,: d. i. entweder — 80 oder 
— — 180. Auch hier gilt nur der erftere Werth. 


8, Eine Gefelfchaft hatte in einem Wirthöhaufe 
eine Zeche von 5 Rthlr. zu bezahlen. 3 aus der Geſell⸗ 
ſchaft folten frey gehalten werden; daher trug ed einen 
jeden der übrigen 2 gl; mehr, ald wenn alle bezahlt häts 
ten; wie ſtark war die Gefelfchaft, und wie viel hat 
jeder bezahlt? 

Anfas: Die Anzahl der Mitglieder fey = x, fo win 
das, was jeder zu bezahlen hätte, wenn alle bezahlten, 
5 Rthlr. oder 120 gl. dividirt durch x; da aber 3 nicht be 
zahlen, fo kommt auf jeden der übrigen ‚, und die 


3 
ift 2 gl. mehr ale jenes, alfo: „a 3* = +2 








Auftöfung: 0_ m. 2* 2x2 Das 


3 
multiplizire beyde Theile mit x, fo ift — = 





= 1% +2; 


und diefed wiederum mit (x — 3), fo erpätt man 1%90x = 
120x + 22? — 350 — 6x; folglid 0 = 2x? — 30 —6x; 
ferner 21? — 6x 260. Dieſe Gleihung mit 2 dividirt 
gibt xꝛ — 3x — 180; und dieje Gleihung ergänzt, if: 
2 3: +2= 10 +i= 2 Fosid —4= |; 
sıvrı=+ı%, unds=-ti+2, d. i. entweder = 2 = | 
5, oder — — 22 * — 12 Da nur der erſtere Werth is - 
Beratung kommen fann, fo war die Gefellfhaft 15 Vers 
fonen ftart, von welchen 1? VPerfonen bezahlen, und zwar 
jede 10 9L. Härten alle 15 bezahlt, fo würde auf jede nur 
8 9l., alfo 2 gl, weniger getiommen (tor. 





N 
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9) Es nimmt jemand A Arbeiter an, und verfpricht 
edem auf ben Zag fo viete Groſchen, als er Zage ar: 
‚eiten würde, Nun befommen alle zufammen am Ende . 
4 Rthlr. und zwar trägt es A auf den Zag 2 gl. mehr 
ls B, B 2 gl. mehr ald C, C 2 gl. mehr als D; wie 
iel Tage hat jeder gearbeitet? M 

Anſatz: Man nenne die Zahl der Tage, welche D ges 
wbeitet, =: fo hat C gearbeitet (+2) Tage, B(x-F 4) 
Lage, A (x +6) Tage» Nun hat jeder auf den Tag fo 
el Grofchen befommen, als er Tage gearbeitet, alfo hat 
> überhaupt befommen xx gl. — x? 


I-— — -— HF). +D er +4 + 4 
- —- - k+9).a+9=x4 8: +16 
1\— — -— +9. H9=rt +12 HB 


Kfo haben alle zuſaumen imen befommen(4x* + 24x + 56) gl. 
Sofglich ift dieſes — 21 Rthir. oder 504 gl. 

Auflöfung: 4x? + 24x #56 = 504. Man dipis 
dire die Gleichung durch 4, fo ift x? + 6x +14= 126. 
Bäre 14 das Quadrat von 6:2 —= 3, fo wäre die Gleis 
Jung ein vollftändiges Quadramg es ift aber um 5 größer 
us 3°? — 9, Man ziehe daher von beyden Theilen der Glei⸗ 
bung 5 ab; dadurch erhält man x + 6x + 9— 121, wel⸗ 
bes ‘ein vollftändiges Quadrat ſeyn muß. Die Wurzel des 
ten Theils iſt x +3; folglich Hx H3=+tY 121 
14; ımdx=—3+11=8 oder — 14. DB hat alfo 8 
‚age gearbeitet, C 10, B 12 und A 14. Eben fü viel Gro⸗ 
hen hat jeder täglich befommen. Dieß macht für D zuſam⸗ 
ıen 64 gl., für C 100 gl., für B 4144 gl., für A 196 gl.; 
» Ganzen 504 gl. oder 21 Rthlr. 

10) Die Tiefe einer Grube aus ber Zeit zu finden, 
yelche zwifchen dem Augenblick, da man einen Stein in. 
iefelbe fallen läßt, und dem Augenblid, da man den 
Schall des auf den Boden ſchlagenden Steind hört, ver: 
reiht. Der Widerftand, welchen die Luft dem fallen- 
en Steine leiftet, wird hier bey Seite geſetzt. 

Anfatz: Man nenne die verfloſſene Zeit, in Secunden 
usgedruͤckt, t: ferner ſey derjenige Theil derfelben wel⸗ 
ven der u zum r Derunterfallen braugt, = 2x: WR > 


- > 


d 
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derjenige, welchen der Schall heraufzufommen nöthig hat, 
t—x Iſt nun der Raum, durch welhen ein Körper in 
der erften Secunde fällt, in Fußen ausgedrüdt, = g, und 
der Raum, durch welchen der Schall in einer Secunde geht, 
in Zußen ausgedrüdt ‚= er fo, ift der Raum, durch weis 
chen der Stein in x Gecunden falle — 22 g; und der, durd 
welchen der Schall in t— x Secunden geht, = (t— x). c.”) 
Beyde Räume aber find einander gleich, folglich iſt x" g 
=(t—x)c 

Auflöfung 2g=t— )c=cdt— a; boglis 


2? g-Hcx— ct. Dies durch g dividirt, gibt x? +} r} x= 


ze Ergänzt man diefe Öteichung, fo erhält man + 


+ (>) == + (0 = — 
folgtich x +2 ey 3er tt YV (&cgt+-c9) 


28 
und x = ei c+ 5 et + R. 


28 
Anmerk. Wenn man für t eine befkunite Zahl ſetzt, 
fo wird wohl in den meiſten Fällen der Werth von x durch 
eine Irrationalgröße ausgedrüdt werden. Ueberhaupt 
kann es oft gefchehen, daß, wenn gleich eine quadratifce 
Gleihung vollftändig ift, doch ihre Wurzel irrational ifl. 
Sie fann auch auf unmögliche Größen führen, wie in fols 
gendem Benfpiele: 
11) Man fol diejenigen Eubifwurzeln von 8 fin 
den, welche unmögliche Größen enthalten (300, 2.). 
Auflöfung. Man feße eine diefer Wurzeln = x, fo 
ftx—8, folglih x⸗ — 8—= 0. Ferner da 2 die ratios 
nale Cubikwurzel von 8 ift, fo dividire man x® — 8 durd) 
x — 2. Der Quotient iſt x? +2x +4. Diefen fann man 
— 0 feßen, teil jeder Quotient mit dem Divifor multiplis 
zirt den Dividendus gibt, und diefer hier = 0 iſt. Ein 
- Produkt aber kann nur dann —= 0 werden, wenn einer der 





*) Die phfttaliſchen Lehrſaͤtze, auf welche ſich dieſe Glei⸗ 
chungen gründen, ſ. in meinem Lehrbouch der Phyfit 
m 156 ff. 
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Zactoren =o ift. Da nun x von 2 verfahieden ſeyn ſoll, fo 
ift nicht der Divifor (x — 2), fonderm der Quotient = 0. 
Aus 2? + 2x +4=0 erhalt man x? + 2x= — 4; 
diefe Gleichung vervollfländigt, gibt 2 2x +1 = —4 
+1=—3 Folglich iſ F2ı HD=tV —3 
d. i. $pietrvy —3;albı=—itrV —3 
Dan erhält alfo zwey Werthe für x, nehmlich —1+ 
V—3 und — 1— V —3 weldes die beyden unmöglie 
chen Cubikwurzeln von 8 find. (Vergl. oben 306. 38 Beys 


fiel.) 
Anmerk, Setzt man eine Cubikzahl = as und ihre ra- 


tionale Wurgel=a, fo find ihre beyden andern ⸗ Er V-3 


zamaV 3, —1tyY —3 


und: > 7 





‚ 54. In den unvollfländigen quabratifchen Gleis‘ 
ungen, die wir biöher betrachtet haben, war daS feh⸗ 
lende Glied immer dad dritte von dem Quadrat einer. 
zweytheiligen Größe, deren einer Theil x und der an= 
bere eine bekannte Größe war. Es Fann aber auch in 
einer quadratifchen Gleichung das mittlere Glied 
fehlen, und beyde Theile der Wurzel Fönnen unbekannt 
ſeyn; ift nur noch: eine zweyte Gleichung gegeben, aus 
welcher fich das mittlere Glied ergänzen läßt, fo kann⸗ 
die. Gleichung .ebenfalld aufgelöft werben. 

55. Es ſey z. B. x y2—=a, undıy—b: 
fo. ſetze man »® 42xy 42 a + 2b; alsdann 
ftx-+y=YvV.(a-++2b) Serner fege man x? — 
2xy+ty?=a— 2b: hpitx—y=V (a—2b). 
Aus x + y und x — y aber laffen fih x und y fin: 


den (180.). 


5%. Dieß führt auf quadratifhe Gleichun—⸗ 
gen mit zwey unbefannten Größen, zu beren 
Auffindung auch zwey verfchiedene Gleichungen gehören. 
Indeſſen Fönnen babey Verbindungen vortommen, ÜR 
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auf eubifche oder biqladratifche Gleichungen führen; fo 
wie andere, die durch eine einfache Gleichung aufgelöft 
werden. Das letztre findet z. B. in folgender Auf 
gabe ftatt: 

x? — y? 57; nd —y=3.: & iſt nehm⸗ 
id x „”?=(+y).x—y); alo (x +y). 
(x — 5) — 573 danınx—y=3if, fo if 3 (x 
+y)=57; filgid x + y=57:3= 19. Aus 
xy und x— y findet ſich 2x = 22, und 2y=165 
alſo x= 11, =®. 


527. No einige leichtere hieher gehörige Aufs 
gaben find folgende: 

1) x2492 2503 x - 4. 

Man mache (x — y)?, d. i. x? — Deypyas — $6, 
und ziehe dDieß von x? + y? = 250 ab: fo erhält man 2xy 


=44:fifixy=vy 44 = 22: alox=13; y=9 
9) x® — y? = 40; xy = 119 " 
Man fehe x? = 240 + y?%. Aus der andern Gleichung 





ftı= A folgtih x? = 2 = u. ; folglich iſt m 


+y° = — Dieſe Gleichung mit multiplizirt, gibt 
240 y2 + y* = 14161. Dieß iſt zwar eine biquadratiſche 
Gleichung, ſie laͤßt ſich aber wie eine quadratiſche aufloͤſen. 
Denn man ſetze y2 2, fo iſt ys — ="; folglich wird die 
Gleichung 2402 + 2%,— 14161, oder nach der gewöhnlichen 
Drönung 22 + 2402 = 14161. Dieb ergänzt, gibts? + 
240 2 4 120° = 14161 + 120? = 28561. Solglich iſt = + 
19 V 38561 = 169, und z = 169 — 10 = 49. Da 
nun z=y?ift, pity?’=49, folglich V49 73 
us 119 
x war — alſo = 7 = 17. 


3) 342522117; 5x- 3y = 158. 

Aus der erften Gleichung ift x® = (2117 — 2y?) : 35 
aus der zweyten ift x = (158 — 3y) :5; folglid x? = 
(158 — 3y)? : 5° = (UA — ARy 23)3 3. Beyde 


x 


’ 
r 
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Verthe für x? geben die Sleihung (2117 — 2y?) : 3 = 
24964 — 948y-+9y?) : 3. Multiplizirt man diefe ſowohl 
nit 3, ald mit 25, fo erhält man 

. 52925 — 503? = 74892 — .2844y + 27° 
und hieraus 





7737? — 34y = — 21%7; 
2844 21967 
ferner y? 7 Y=7 J 
2844 “2 :!/ 140 
folglich y⸗ - 77) 7 _ 21967 _ 
330625 „- 
77’ 
1492 330625 575 
— = + = + —_ 
folglichy  =tV 7 "m = 
1422 , 575 


und y= 75 + 77 d. i. entweder = 2573 oder = 11. 


Der erftere Werth von y gibt x — 16 5 und der letz⸗ 
time — 25. Beyde thun der Aufgabe Gnüge, indefien geben 
die leßtern eine bequemere Auflofung. Es erhellet daher 
aus diefem Benfpiele, dab man die negativen Wurzeln der 
Quadrate, bey Auflöofung quadratifcher Gleihungen, nicht 
vernachläffigen dürfe. 


528. Zum Schluß fiehe bier noch die Aufgabe: 
Ein Paar Zahlen zu finden, deren Summe, 
Produkt und Differenz der Quadrate einans 
der gleich find. 

Anfas: Man nenne die Zahlen-x und y fitx-+ 


— xy == x? — y?, 


auflöfung: 4ramon=atn. -@—y; 

folgtig iſt =, 1 | 
x=1+ty. 

‚Serner ftx-y=xy; folglih x = xy — y; und feßt 


man in diefe Gleichung ftatt x den eben gefundenen Werth 
deffelben ‚fo ift 


1+,7=4U+YVy-7=-)+7-ı=-Pr 
. folglich iſt — *13 
dieß ergaͤnzt, ft — J 41 — 14422 


folgig = ty = Et 


\ 
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v s_1+ v5 





mithin y=4ı + — 


f irren 
und 145 —14 ——— 





— — s e — 


529. Cubiſche, biquadratiſche und. höhere SH: 
chungen laſſen ſich eben ſo wie die quadratiſchen 
reine und vermiſchte unterſcheiden: die erſtre 2 
nennung kommt ihnen zu, wenn fie die unbekam 
“ Größe nur in der höhern Potenz; bie leßtre, wenn | 
fie zugleich auch in niedrigern Potenzen enthalten. 

530. Gehört eine biefer höhern Gleichungen zı 
erftern Klaffe, . fo hat ihre Auflöfung in gewiffem B 
tracht nicht viel mehr Schwierigkeit, als die Aufloͤſu 
einer reinen quadratifchen Gleihung. Nach eben bi 
Nrincipien, nach welchen man den Werth von x? finde 
entwidelt man auch den von x, x? u.f. w. und yo 
. einer foldhen Potenz Fann man wenigftens eine Wurze 
beſonders vermittelft der Logarithmen, ohne Schwierk 
keit finden. | 

531. Sft aber die Gleihung eine vermifchte, | 
läßt fich nicht mehr, fo wie bey den quatratifchen, ei 
allgemeiner Ausdrud angeben, nach welchem alle Gle 
chungen von derfelben Ordnung aufgelöft werben koͤm 
ten. Die Auflöfung iſt alddann oft mühfam und ſchwi 
rig. Man kann daher die Betrachtung diefer Gleichur 
gen zur höhern Mathematik rechnen, und ihre Behant 
-Jung dem eigentlichen Mathematiker überlaffen. 

532. Wenn indeffen eine vermifchte Gleichung 3 
gleicher Zeit vollftändig ift, d. h. wenn alle ihre Gli 
der fo befchaffen find, wie die Potenz der unbekannte 
und einer befannten Größe (x + a) von dem Grade, vo 
welchem die Gleichung it, riotiertz Ko yore Kt 
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ng derfelben nicht mehr Schwierigkeit, als die einer 


inen Gleihung. Allein um zu beurtheilen, ob die 


Hieder die Befchaffenheit einer volftändigen Gleichung 
aben, muß man die Beſchaffenheit der Glieder einer je⸗ 
en Potenz einer zweytheiligen Wurzel kennen. Dieſes 
hrt ver binomiſche Lehrſatzz, ein Satz, der wegen 
iner vielfachen Anwendbarkeit fuͤr die ganze Analyſis 
on außerordentlicher Wichtigkeit iſt, und als die Grund⸗ 
ige der hoͤhern Mathematik angeſehen werden kann. 


Funfzehnter Abſchnitt. 
?rlaͤuterung des binomiſchen Lehrſatzes — vorher 
iniges von Verbindungen und Verſetzungen ver⸗ 

ſchiedener Elemente. 





533. Verſchiedene Groͤßen oder Elemente, die 
urch a, b, c, d.... bezeichnet werden koͤnnen, laſ⸗ 
en ſich auf mehr als eine Art ordnen oder auf man⸗ 
herley Weiſe verſetzen. 

534. Zwey verſchiedene Elemente, a, b, geben 

wey verſchiedene Anordnungen (Co m plerionen) ober 
Berfeßungen: ab und ba, 
535. Wird zu biefen Elementen ein drittes‘, c, 
Änzugefügt, fo. fann es in den Complerionen der beys 
en erfien Elemente die unterfte, mittelfte oder erfte 
Stelle einnehmen; dadurch entftehen 3.2 oder 6 verfchies 
ene Complerionen, abc, acb, bac, bca, eab ,‚ cha. 

536. Kommt noc, ein viertes Element, d, hinzu, 
o Eann eö in jeder der 6 letztern Complerionen vier vers 
chiedene Stellen einnehmen. Folgüh enitichen 
aan 4.6 b. i. 24 verfchiedene Complerionen. | 
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537. Auf gleiche Art findet ſich, daß durch Kine 


zufommen eines fünften Element 5.24 b.i. 1203 durd 
Hinzukommen eines fechften 6 . 120 d. i. 720 Comple⸗ 
rionen u. f. w. entſtehen würden; nehmlich, durch jebes 
neue Element immer fo vielmal mehr Complerionen, als 

die Anzahl aller Etemente beträgt. Ä 
538. Hierausergibtfid, daß bie Anzahl 


der Complerionen aus m verfhiedenen Ele . 


menten fo groß ift, al3 das Produkt der na 
türlihen Reihe der Zahlen von 1 bid m. 

Es ift leicht zu fehen, daß die Anzahl der verfchiedenen 
Complerionen bey einer etwas größern Anzahl von Elemen- 
ten ſehr beträchttich wird. Zur Erläuterung kann folgendes 
Exempel dienen: 

Eine Sefelifhaft von 10 Perfonen ſchließt ein Kränp 
chen, mit der Verabredung alle Tage zuſammen zu kommen, 
und es fo lange fortzufeßen, als die Drönung der Perfonen 
ben Tifche fih abändern ließe; wie lange würde das Kraͤn⸗ 
hen dauern ? 

Ein anderes Benfviel geben die sahllofen Verbindungen, 
der Karten bev den Kartenfpiclen. 

539. Sind unter den gegebenen Elementen ein 
ge einander gleich, fo wird die Menge ber ver 
ſchiedenen Somplerionen terfelben dadurch vermindert. 


540. Lauter gleiche Elemente geflatten nur eine . 


einzige Nerbintung. 3. B. aaa. 

541. Wird mit 3 gleihen Elementen ein viertel, 
verſchiedenes, verkunten, fe kann es vier verſchie⸗ 
bene Stellungen haben, cter die vier Elemente geben 
sufanımen vier verichietene Gomplerienen: aaab, aaba, 
abaa, baaa — ulio ſechsmal meniger, als 4 verſchie⸗ 
dene Siemette geden wärten. Dieſe Anzahl läßt ſich 
daber dur 1:23: —8* utdridea. 

542. * na eintüntte®, ehenfals verſchie⸗ 
denes, Element tingugervan. id tan rin ter der ps 





—— 
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> legt angegebenen Complexionen fünf verſchiedene 
Stellungen annehmen; folglich gibt jede der vier Comple⸗ 
rionen fünf neue, alſo alle zufammen 20 = 1.2.3.8.5 re - > - 5 3 
Gompferionen. 

543. Durch ein fechftes verſchiedenes Element 
wird Die Anzahl der Complexionen ſechs mal größer, 
1.2.3.4.5.6 
nehmlich = 2.3 = 1%. 

544. Diefe Art zu fchließen kann leicht weiter eort: 
geſetzt werden, und fie führt auf das allgemeine Refultat, 
daß.m Elemente, unter denen n gleiche find, fo viel Com⸗ 
plerionen geben, ald die Meng? der Gomplerionen aus 
m verfchiedenen Elementen, dividirt Durch die Menge der 
Complerionen au n verfhiedenen Elementen, beträgt. 
Diefe Anzahl J— — —(n4). 
(n +9... _ ’ 

545. Dur die Gleichheit einiger Elomente wird... 
daher die Menge der Complerionen, welche der Anzahl 
aller Elemente zugehört, fo vielmal vermindert, 
ald die Menge der Complerionen beträgt, welche eine 
Anzahl verfchiedener Elemente, fo groß ı als die der gleis 
chen, gibt. 

546. Diefed findet auch in dem Falle flatt, da 
mehrere Arten gleicher Elemente in einer-ges 
wiffen Menge von Elementen vorkommen: durch jede 

- Art derfelben wird Die Menge der Comples 
rionen, die allen Elementen zukommt, fo 
vielmal vermindert, ald eine gleihe Anzahl 
verfhiedener Elemente Gomplerionen gibt. 

3. B. die Menge der Tomplerionen aus den Elententen 


„1.2:.3.4.5.6.7 
taabbre if TBEEELIEEDTER 210. 
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jeder derſelben das zweyte Element vorſetzt, u. ſ.v. 


nehmlich: wenn man den Binionen aus je (m — 1). 
Elementen daS fehlende mte Element vorfegt. Nun if 


die Anzdhl der Variationen zu 2 Gliedern aus (m — 1) 
Elementen (nah Nr. 2.) = (m — 1). (m — 2); folgs 
lich gibt jedes Element mit den übrigen (m — 1) Ele⸗ 
menten (m — 1). (m — 2) Zernionen, und daher ifl 
die Anzahl aller Variationen zu drey Gliedern aus m Es 
menten =m.(m — 1). (m — 2) 


Die Anzahl der Gombinationen zu 3 Gliedern muß 


ſo vielmal kleiner als die der Variationen ſeyn, ſo viel⸗ 


mal 3 verſchiedene Elemente verſetzt werben koͤnnen; fie: 


iR folglig = PD a im 2) 


4. Auf ähnliche rt kann man weiter fchließen, baf | 


die Anzahl der Variationen zu 4 Glieden —m.(m— |) 
.(m— 2). (m u ; und die Anzahl der Combinationen 


_ ‚mn. (m — 2). (m—}) 
zu 4 Gliedern = 1.2.3.4 


fey; u. ſ. w. 


5. Wenn man daher annimmt, die Anzahl ber 
Bariationen zu n Gliedern aus m verfchiedenen Elemen⸗ 


ten fy=m.(m— 1).(m—2)..... (m—(n—1)) 
fo folgt, daß die Anzahl der Variationen zu (n + 1) 
Glieden = m. (m—1). m—2)...... (m -- n) 
feyn muͤſſe. 

Denn die Rariationen zu (n + 1) Sliedern aus 
m Elementen entflehen, wenn ben Variationen zu n 
Gliedern aud je (m — 1) Elementen dad noch übrige 
mte Element vorgefegt wirt. Nun ift die Anzahl der 


Variationen zu n Glieden aus (m — 1) Elementen . 


= (m—1).(m—2)....(m—n); wie aus der 


Borausfehung folgt, wern man m—1 anflatt m feht; 


"9 gibt jeded Element wit ven übtiam Im — 1) Eles 


— 


N N 
[4 


Bom binomifchen Lehrſatze. 273 


mten eben fo viel Verbindungen zu n 1 Gliedern; 
glich geben alle m Elemente 

m.(m—1).(m— D)..... (mn) 
wiationen zu (n-+ 1) Gliedern. Diefer Ausdruck aber 
dem angenommenen ganz ähnlich, und ergibt fich fo: 
ich daraus, wenn in jenem n41 flatt n gefeßt wird. 

- Da nun die Richtigkeit der angenommenen Formel 
» Die drey erften Klaffen der Variationen, für die Unio— 
1, Binionen und Ternionen, durch. das Obige erwieſen 

fo gilt fie auch für alle andern Klaffen der Variationen. 

6. Aus der Formel für die Variationen zu n Glie: 
m aus m Elementen läßt fi) fogleich die Formel für 

: Combinatiorfen ableiten, indem man nur jene 
ech die Menge der Verfegungen von n verfchiedenen 
ementen zu dividiren braucht. Die Anzahl der Com⸗ 
tationen zu n Gliedern aus m verfchiedenen Elemen- 
a N Daher 

.(m—1). m... (m — (an) 
‚1.2.3 ..... .... . mn- 

554. In dem lebtern Ausdruck iſt die Anzahl der 
ictoren im Zaͤhler und Nenner gleich, nehmlich — =n, 
i. ſo groß, als die Summe der Glieder, zu welcher 
? Elemente verbunden werben follen. Man kann da: 
e die Anzahl der Variationen und Combinationen aus 
der gegebenen Anzahl von Elementen zu einer beftimm: 
ı Summe fehr leicht finden, wenn man fo viel Facto: 
a der Reihe nach nimmt, ald die Summe der Glieder 
trägt; und zwar fangen bey den Variationen die Fa: 
ren mit der Zahl, welcde der Anzahl aller Elemente 
sich ift, an, und gehen immer um eins abnehmend fort. 
n die Combinationen zu erhalten, muß man die Ans 
hl det Variationen durch eine gleiche Menge von Fa: 
ren, die von 1 anfangen und nach der Ordnung dx 
blen fortgeben, dividiren. 

Pried Mathbematit 6, Auf. S 
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3. B. von 9 Elementen find die. Variationen zu 4 = 
9.8.7.6 = 30245 und die Eombinationen — * 75 
ze 126. ” 

555. Iſt bey den Sombinationen n > m — 
(n — 1), fo find die legten Factoren des Zaͤhlers den 
legten Factoren bes Nenner in umgekehrter Drbnung 
gleich, und heben fich gegen einander auf. Es ift Daher 
m.(m—1).. —— (n—1)..(m—(n—1))_ 





1.2.3....mn). —— 


Bolglich iſt für m 


Elemente die Anzahl der Combinationen zu nn Gliedern | 


eben fo groß ald zu m—n Glieder. 
Daffelbe Nefultat erhält man auch, wenn = 
oder m — (n — 1) geſetzt wird. 


oc fa in 10-9-8-7.6.5 
era Bm 105 v 6 it 5 
10.9.8. 


—* 4-4. Wird a4 gefeßt, fo iſt m —n—=6, Mau 
erbäte alſo dieſelben Auddrürfe in umgefehrter Ordnung; und 


die Anzahl der Tombinationen zu 6 Gliedern aus 10verfhie F 


denen Elementen it eben jo groß, als die gu 4 Öliedern. 

ss. m OD Im= etymg 
je folgt, taß die Anzahl der Gemtinationen zu 2 Slie 
den aud (m 4 1) Elementen gib Der Summe ber 
Comtinartienen su 2und zu 1 Gliede ausm 
Elementen if. 


55. Ein nei mol. mom, 


1-2.3 
m. m— ft‘ m-1t1'.m. m— . | 
—__ — m -— — — — d. 2 
—— J b. die An⸗ 
zadi der Qomiizsteren su Ir Eeders sed (m 4-1) 


Eemerun sea Ne Sxrumeter Combinatios 
322 521 JurTse ii Tirem isst mean. 


— 
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558. Weberhaupt ifi allgemein die Anzahl der 
Bombinationen zun Gliedern aus (m +1) 
Elementen gleih der Summe der Combinas 
tionen zu n und zu (n — 1) Gliedern aus 
m Elementen. Dieß Iäßt fih ſowohl aus obiger 
Formel für die Combinationen zu n Gliebern aus m Ele⸗ 
menten, als durch die Betrachtung finden, 1) daß durch 
bad Hinzulommen eine neuen Elements fo viel neue 
Sombinationen zu n Gliedern entftehen, als vorher Com⸗ 
binationen. zu (n — 1) Gliedern vorhanden waren, in: 
bem das neue Glied mit jeder von biefen verbunden 
wird; 2) daß die vorher ſchon vorhandenen Gombinatio: 
nen zu n Gliedern auch jegt beflehen müffen, indem fie 
biejenigen Combinationen der übrigen m Elemente dar: 
ſtellen, bie dad neue Element nicht enthalten. 

Man nehme 3. B. die Combinationen zu 5 und zu 6 
Gliedern aus 7 Elementen ‚si. Eee: + 
LEERE — - 4147-3; fo ift diefe Summe 


eben fö groß als die Kombinationen zu 6 Ötiedern aus 8 
8.7:.6.5:.4.3 — 28 





Elementen = —— — — 





559. Von dem Geſetz der Combinationen laͤßt ſich 
eine wichtige Anwendung auf bie Entwickelung der Pro: 
dukte binomiſcher (d. i. zweytheiliger) Factoren 
machen. 

560. Man multiplizire z. B. folgende vier bino⸗ 
miſche Factoren, in welchen der eine Theil gleich iſt: 

a). A). EAC). y 
fo ergibt ſich das Produkt = x? -+(a+b-+c+d)x? 
4 (ab 4 ac 4 ad 4 be + bd-+ cd) x? + (abc 
+ abd + acd.+ bed) x + abcd. 

- 561. Hier zeigt fich ſowohl in Abſicht auf vn.gc: 
. S2 
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chen, als auf die ungleichen Theile der Factoren eine 
merkwuͤrdige Folger die Potenzen von x, deren Erpo⸗ 


nent im erſten Gliede der Anzahl der binomiſchen Facto⸗ 
ren gleich iſt, nehmen in jedem der folgenden Glieder 


immer um einen Grab ab, und das legte Glied If. 


ganz frey davon. _ 
56% Die andern Zheile ber Zactoren (a, b, c, d) 


kommen im erften Gliede gar nicht vor; im zweyten find 


fie nach ihren Combinationen zu 1 Gliede, im dritten 
nach ihren Gombinationen zu 2 Sliedern, im vierten nad 
ihren Combinationen zu 3 Öliedern, und im fünften 
nad) ihren Combinationen zu 4 Gliedern enthalten. . 
563. Cs läßt fich aber zeigen, daß dieſe Art der 
. Verbindung der Potenzen von x mit den andern Theilen 
ber Factoren wirklih ein allgemeines Gefeg fey; 
d.h. daß der Erponent der Potenz von x im erſten Gliebe 
der Anzahl der binomifchen Factoren gleich ift, und m 
jedem ber folgenden Glieder immer um 1 abnimmt; fers 
ner, daß die andern Theile der Factoren im erften Gliede 
gar nicht vorfommen, im zweyten aber nach ihren Com; 
binationen zu 1 Gliede, im dritten nad ihren Combina⸗ 
tionen zu 2 Gliedern, u. ſ. w. — im nten nath ihren 
Gombinationen zu a—D Gliedern — enthalten find. 
564. Denn, wenn wir annehmen, daß ein folches 
Gefeg für m Factoren gelte, To ergibt fi), daß es auch 
für (m ++ 1) Factoren gültig iſt. 
565. Man fege alfo, es fey 
(x--a).(x+b). Br9ee.a+tm= 
m} Axm-i 4 Bem-2.4 Cum... Mk 
— M; wo (x -H m) den mten Factor, und A die Combina⸗ 
tionen aus m verfchiedenen Elementen zu 1 Gliede; B die 
Combinationen zu 2 Giiedern; C die Combinationen zu 


3 Gliedern; u.f.w. M die Combinationen w a— N). 
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) Mie- zu m Gliedern ausdrüden fol. Diefes Pros 
t multiplizire man mit: (x-+ n) alddem (m jyſten 
etor, fo erhält man: xat! I (A n)x= + (B+ An} 


—1 + (CB)... + O1 Hin) 
+ Mn. 

566. Im. diefem letztern Produkte gehen 9 die 
tenzen von x effenbar nach demſelben Geſetze fort, 
ch welchem ſie in dem angenommenen Produkte ſort⸗ 
yervz ihre Exponenten nehmlich fangen mit m 4-1 an 
d nehmen in jedem der folgenden Glieder. immer um 1 
; das letzte Glied aber. enthält x gar nicht, oder man 
an annehmen, e8 enthalte x®. 

9) Was die andern Theile der binomifchen Factoren 
betrifft, ſo enthaͤlt das erſte Glied keinen derſelben. 
as zweyte Glied enthält An, welches die Combi: 
tionen zu 1 Gliede aus den m + 1. Elementen find, 

. Das dritte Glied. enthält B+ An, d. h. die Eom: 
rationen zu 2 Gliedern aus m Elementen, und bieje: 
gen Vinionen, die aus ben Unionen der m Elemente 
ch Hinzulommen bed neuen Elementö, n, entfichen; 
yde zufammen aber machen die Combinationen zu 2 
liedern au (m + 1) Elementen aus (556.): 

Eben fo ftellt C -+ Bn alle Combinationen zu. 3 
liedern aus (m + 1) Elementen dar (557.). 

Für das folgende Glied würde man D-+ Cn finden, 
elches die Combinationen zu 4 Gliedern aus (m-+ 1) 


lementen ausdruͤckt u. f. w. M-{-Mn zeigt die Combi⸗ 
tionen zu m Öliedern, und Mn bie Gombination zu 
n + 1) Sliedern aus (m + 1) Elementen an. 

567. Es erhellet alfo hieraus, daß ſowohl das 
efe für die Potenzen von x, als für ihre Goefficienten 
9 (m + 1) binomifchen Factoren daffelbe, wie für 
ı Sactoren if. Da ed nun, na obigen Bey, 


278 Vom binomifchen Lehrſatze. | 


"fir m=4 erwiefen ift, fo gilt ed auch für jede gro⸗ 
Bere oder geringere Anzahl von Factoren. 





568 Wenn alle binomifchen Zactoren einanber 
gleich gefcht werden, .B8. =x-+ a, fo verwanbelt fid 
das Produkt von m Factoren in die mte Potenz bed 
Binomiums x-ta. Es laͤßt fich daher die Geftalt 
diefer Potenz, oder der allgemeine Ausdruck berfelben, 
aus dem allgemeinen Ausdrud jened Produfts ableiten, 

569. Die Darftellung und der Beweis eines fob 
chen allgemeinen Ausdruds, nach welchem jebe Potenz 
eines Binomiums vollftändig entwidelt, und felbft jedes 
Glied derfelben auch außer der Ordnung angegeben wers 
den fann, macht den Gegenſtand bed binomifchen 
Lehrſatzes aus. Ä 

570. Was den erften Theil (x), bes Binomiumt 
xt a anbetrifft, fo verhält es fich mit ihm in de 
mten Potenz defjelben eben fo, wie in dem obigen Pros 
duft aus m binomifchen Factoren, da in Abficht auf ihn 
die Befchaffenheit des andern Theils dieſer Factoren 
gleichgültig if. Es enthält alfo die mte Potenz def 
Binomiumd x +4 a 

im 1ften Gliede x” 


— Yen — „ui 
— Zten — .u3 
— nten — xa-qa-l) 


b — min — x 
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571. Im Anſehung der Factoren aber, mit wel: 
hen diefe Potenzen in den verfchledenen Glicdern multi: 


plizirt werden müffen, ift zu’ bemerfen, daß, bey ‚ben 


Sombinationen. aus m gleichen Elementen S a, jede 


- Unlon = a, jede Binion = a2; jede Ternion = a® u. 
- kw. — jede Combination zu n Gliedern = at iſt. 


:... 579%. Anftatt der Combinationen zu 1 Gliede wird 


daher hier die Union a fo vielmal genommen, als die 


Anzahl der Gombinationen zu 1 Gliede. aus m verfchies 
denen Elementen beträgt. 

Anftatt der Sombinationen zu 2 Gliedern wird hier 
die Binion a2. fo vielmal genommen, ald m verfchiebene 
Elemente Sombinationen zu 2 Gliedern geben; u. ſ. w. 

573. Es iſt daher das obige A hier = ma 


das obige B= mod a2 
—_.m.(m— 1. (m: — 9) 3 
das obige CG= eg: a 
| — mm). d2.m— 
dad obige D= 1.9.3.4 


u. ſ. : 
Der Factor des (n + ſten Gliedes d. i. desje⸗ 
nigen, welches die Combinationen zu n Gliedern ent⸗ 
hat iſt 
_m.m1). md... m—ln—1)) , 
— 1.2.3..... .n 
574. Hiernach laͤßt ſi & die mte Potenz des Bir 
nomiumd x + a auf folgende Art ausdrüden: 
(x a)? = x®-+ my" at ml xm-2 22 
m.(m — 1) (m — 2) 3.3 
Frog gg 
m..(m—1).... (m — (n —1)) 
+ 1. 2.3....n 


es + 


yanan  _ ._ 
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+ m.(m—1)......m—-(m—?)) 
[ 1.2.3...:..m—jI) 
„ı m. Mm—1)....m— (m—1) m 
xa + 1.2.3... even 

575. Aus diefer Darftellung ergibt fich, daß bad 
Theile des Binomiums eine gleiche Folge von Potenzen 
bilden, die nur in umgekehrter Ordnung vorkommen: 
nehmlich die Potenzen von x fangen im erſten Gliede an 
und gehen bis zum vorletzten fort, indem ihre Exponen⸗ 
ten immer um 1 abnehmen; die Potenzen von a hinge⸗ 
gen fangen im zweyten Gliede an und gehen bis zum 
legten fort, indem ihre Erponenten immer um 1 wach⸗ 
fen. Die Erponenten des erften und legten Gliedes find- 
dem Erponenten des Binomiums felbft gleich, 

576. Diefe Gleichheit der Potenzen beyder Theile 
des Binomiums läßt fic) auch ſchon daraus erwarten, daß 
xta=atx;afo ud x Hay" = (a+ x)" iſt. 
‚ 577. Die Folge der Erponenten fowohl von x, 
ald von a, lehrt auch, daß die mte Potenz eines Bis 
nomiums aus (m + 1) Öliedern befteht. 

578. Die Coefficienten der verfchiedenen Glieder 
werden bie Binomialcovefficienten genannt; 
und zwar wird der Coefficient des zweyten Gliedes (m) 
gemeiniglich Der erfte; der Eoefficient des dristen Glie⸗ 

(m.(m— 
des 1.2 
lich ift der nte Binomialcoefficient der Coefficient des 
(nAſten Gliedes, nehmlich: 


12 der zweyte genannt, u.f.w. Folg⸗ 


m. (m. aD... . m-a—NM 
1.2.8 ...... n 


579. Nah dem obigen allgemeinen Ausbrud 
(574.) ijt es leicht, die Potenz eines Binomium3 von 
beftimmtem Erponenten zu entwideln. Es ift 3. B. 


“+ at = 
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580. Da nad) dem, was oben (555.) gejeigt ift, 
Inzahl der Gombinationen zu n und zu (m—n) 
yern aus m Elementen gleich groß ift, fo folgt, daß 
toefficienten ber erften Hälfte der Sliever den Cacı: 


— 
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586. Um dieſe Eigenſchaft allgemein zu erioeifen, 


druͤcke man eine Zahl durch a Den ‚pP q r aus, wo re 
nen ‚Einer oder eine Zahl von der Drbnung Null bebeute; | 


a einen Zehner ober eine Zahl von der erſten Drbnumg;- p 
eine Zahl von der zweyten Ordnung u. ſ. w. — Hiernach if 


r=r.10=r(9 +9) 
ga: 1012 4 04 D1 
pP=2r.1°=p09+ 1% 


Mob. 1em=b(9 + 1 


aa. 1m—=a(9 + 1). 


Auf diefe Art Tann jede ganze Zahl in Produkte der 
Dotenzen von 10 d. i. von (9-41) zerlegt werden, wos 
bey die Erponenten der Potenzen nur ganze Zahlen find - 
(238. ff.). Es enthält aber. die Potenz (9 + 1)”, dem 
binomifchen Lehrfage zufolge, in allen Gliedern eine Po: 
tenz von 9, das legte Glied ausgenommen, welches — 1" 
—1ifl. Daher fann man a (9 +1)" —=9M-a fe 
ten, wo M irgend eine Zahl bedeutet, deren Größe hier 
gleichgültig ift, Die man aber erhalten würde, wenn man 
von jedem Gliede der Potenz (9-+ 1)”, das legte ausge⸗ 
nommen, einen Factor =9 wegnähme, die Produfte der 
übrigen Zactoren zufammen addirte und ihre Sumwe mit 
a multiplizirte. 


Auf gleiche Weife ift es geſtattet b (04 


Nbzu ſetzen; und fo koͤnnte jede der folgenden Poten⸗ 
zen von (94-1) durdy ein Protutt von dDA dem Einer, 


‚ Bom binomifchen LZehrfage, 285. 


mit welchem die ganze Potenz multiplizirt ifl, tar 
werben. 
Sept man alfo p (9-+ 1)? —9S-hpr q + 1)! 


=9T+4 (0 +N°= =r, fo ift bie Zahl a ab.. PD 


g=9M+9N 4... +9S+9T+a+b+.. 
+p+qa+n)=9(M+N-+..+5S+ TI+@+b 
+...+p-+gq>+r), woburd ber obige Sag allgemein 
dargeftellt und erwiefen ift. 

587. Wenn man baher-von irgend einer Zahl die 
Summe ihrer.Ziffern, als Einer betrachtet, ab: 
zieht, fo muß der Ueberreſt ſich durch 9 ohne Reſt divi⸗ 
diren laſſen. 

3. B. wenn man von 5374 die Summe 5 434744 | 
== 419 abzieht, fo gibt, der Reſt 5355 durch 9 dividirt ges 
nau per 

588. Ferner erhellethieraus, warum die Diffe . 
ven; zweyer ganzen Zahlen, die mit einerley. 
Bifferngefhrieben werden, jederzeiteinPro- 
duftvon Yift und fih daher durh 9 ohne Reſt 
bividiren läßt. N 

Es ift z. B. 7913 — 1739 — 6174=149. 686. 
Denn wenn die Zahlen mit einerley Ziffern gefchrie= 
ben werben, fo ift die Summe ihrer Ziffern, nach ihrem 
einfachen Werthe, in beyben gleich groß. Es fey daher 
die eine Zahl Z und die Summe ihrer Ziffern = 8; 
die andere = 2 und die Summe ihrer Ziffern ebenfalls 
‘= 8, fo kann man fegen 
2=9P-+s 
a=90Q0H+s, 
folglich RZ-2=9P-90=9e—- 0. 
589. Ja es folgt aus dieſer Darftelung, daß es 
nicht einmal noͤthig iſt, daß die Zahlen mit einerlen Fit: 
fern gefoprieben werben, fondern wenn nur die Sum 


— . 


J 
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"für m 4 erwieſen iſt, fo gilt ed auch für jede 
Bere oder geringere Anzahl von Factoren. 





568. Wenn alle binomiſchen Factoren eina 
gleich gefeßt werden, .B. =x--a, fo verwandelt 
das Produkt von m Factoren in die mte Potenz ! 
Binoniumd x-t a. Es laͤßt fich daher die Ge 
diefer Potenz, oder der allgemeine Ausdruck derſel 
aus dem allgemeinen Ausdrud jenes Produkts ablei 

569. Die Darftellung und der Beweis eined 
chen allgemeinen Ausdrucks, nach welchem jede Po 
eines Binomiums vollftändig entwidelt, und felbft j 
Glied derfelben auch außer der Ordnung angegeben ı 
den kann, macht den Gegenſtand des binomiſc 
Lehrſatzes aus. 

570. Was den erſten Theil (x) des Binomi 
xt a anbetrifft, fo verhält es ſich mit ihm in 
mten Potenz deffelben eben fo, wie in dem obigen $ 
buft aus m binomifchen Factoren, da in Abfiht auf 
die Befchaffenheit des andern Zheild Diefer Fact 
gleichgültig if. Es enthält alfo Die mte Potenz 
Binomiumd x —+ a 

im 1ften Gliede x 
— Aen — zul 
— Zten — = 
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571. In Anſehung der Factoren aber, mit wel: 
chen dieſe Potenzen in den verſchiedenen Gliedern multi⸗ 
plizirt werden muͤſſen, iſt zu bemerken, daß, bey den 
Combinationen aus m gleichen Elementen — a, jede 
Unten = a,. jede Binion = a?; jede Ternion — a® u. 
ſ. w. — jede Sombination zu n Gliedern — at iſt. 
:..572%. Anftatt der Combinationen zu 1 Gliede wird 
daher hier die Union a fo vielmal genommen, ald bie 
Anzahl der Sombinationen zu 1 Gliede. aus m verfchies 
denen Elementen beträgt. 

Anſtatt Der-Sombinationen zu 2 Gliedern wird hier 
die Binion a2. fo vielmal genommen, ald m verfchiedene. 
Elemente Sombinationen zu 2 Gliebern geben; u. f. w. 

57% : E6 iſt daher das obige A hier — ma 


J das obige B em aa 
bas obige C= — mem a3 
F — mm. md. md). 
das obige D= 1.9.3. 
u ſ. w. 


Der Factor des (n + UHſten Gliedes d. i. desje⸗ 
nigen, welches die Combinationen zu n Gliedern ent⸗ 
hait iſt 
_m.(m—1).m—2). man) „ 
— 1.2.3. ..n 

574. SHiernad) läßt fi h die mte Potenz des Bi⸗ 
nomiums x + a auf folgende Art ausdrüden: 


«ta = x® + myxm-i a 4 _ Tun 2 xm-2 22 
m.(m —41)(m— 9) | | 
+ — — — m as. .... 
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‚mu med)..... mom?) 

" 1:.2.3....m-—]) 

[| m.(m—1)....(m— (m— 1)) ;m 
art 1.2.3....00m 

575. Aus diefer Darftellung ergibt fich, Daß bab— 
Theile des Binomiums eine gleiche Folge von’ Potenzen 
bilden, die nur in umgefehrter Ordnung vorkommen: 
nehmlich die Potenzen von x fangen im erften Gliede am, 
und gehen bis zum vorlegten fort, indem ihre Erponens 
ten immer um 1 abnehmen; die Potenzen von a hinges 
gen fangen im zweyten Gliede an und gehen bis zum 
legten fort, indem ihre Erponenten immer um 1 wach⸗ 
fen, Die Erponenten des erften und letzten Gliedes find 
dem Erponenten des Binomiums felbft gleich. 

576. Diefe Gleichheit der Potenzen beyber Theile 
des Binomiums läßt ſich auch fchon daraus erwarten, daß 
xtam=atx; alſo ud x Ha" (a - x)" ik. 
» 577. Die Folge der Erponenten fowohl von x, 
als von a, lehrt auch, daß die mte Potenz eines Bis 
nomiums aus (m + 1) Sliedern befteht. 

578. Die Goefficienten der verfchledenen Glieder 
werden die Binomialcoefficienten. genannt; 
und zwar wird der Eoefficient des zweyten Gliedes (m) 
gemeiniglich der erſte; der Coefficient des dristen Glie 
„,. (m.(m—1)) 
be — * 
lich iſt der nte Binomialcoefficient der Coefficient des 
(n IUſten Gliedes, nehmlich: 
m (m—1. (m—2))....(m—(n—1)). 
1.2.3.2, n | 

579. Nah dem obigen allgemeinen Ausbrud 
(574.) iſt es leicht, die Potenz eines Binomiums von 
beftimmtem Erponenten zu entwideln. Es ift z. B. 


“tat 


der zweyte genannt, u.f.w. Folge 
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+++ ++ % 
\ nn mlS 48 
rn «jo © Io + |e + 
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580. Da nad) dem, was oben (555.) gejeigt iſt, 
€ Anzahl der Gombinationen zu n und zu (m—n) 
zliedern aus m Elementen gleich groß ift, fo folgt, da& 
e Goefficienten ber erſten Hälfte der Glieder ven Coð⸗ 


_ 
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ficienten der zweyten Hälfte gleich feyn müffen, nehm⸗ 
lich der. Coefficient des (n + 1)Iten Gliedes — dem 
Eoefficienten des (m — m + 1)ften Gliedes. 

581. Es ift fegner der nte Goefficient der (m + 
1)yſten Potenz gleih der Summe des nten und || 
(n — Nfien Soefficienten der mten Potenz; 
und dieß ift eine Folge des obigen Satzes (558.), daß die 
Anzahl der Combinationen zu n Gliedern aus Cm + 1) 
Elementen gleich der Summe der Gombinationen zu n 
und zu (n — 1) Öliedern aus m Elementen ift. 

3.3. der dritte Binomialcoefficient der 10ten Potenz 
ift = dem dritten und zweyten Coeff. der Yten Potenz = 8 
+ 36 = 120.‘ 

582. Betrachtet man endlich bie Potenzen um x 
und a in jedem Gliede als eben fo viel zu verfeßende 
Elemente, fo ift der Goefficient des Gliedes fo groß als 
die Verſetzungszahl dieſer Elemente (547.). 

3.3. das dritte Glied der 10ten Potenz enthält die Por 
tenzen x® a2; wovon die Verfehungszahl = 


1.2.3.4.5.6.7.8.9.10,_9. 10 = iſt 
1.2.3.4.5.6.7.8%x1. 2 1. 


Das vibrte Glied der mten peten enthält zm—3 42, wos 
. 2 . 3 . 4. . ..Mm 





von die Verſetzungszahl = T 


—— (m—3)x<1. 2: 3 
— iſt. Die Potenzen des (nF 1)ſten 
Gliedes nd: zm—n an, deren Verſetunasraht 
1.2.3 


1-2... — — 
(m—n-+1). mn+2). .o oo. m . 


1.2.3.» n 
m.(m—1)...:.. (m (a—1)) if. 


1.2. 3. . n 
583. Wird der zweyte Theil des Binomiums nes 
gativ geſetzt, fo aͤndert ſich dadurch in der Potenz deſ⸗ 
ſelben Fein einziger Ausdrud irgend eines Gliedes, und 
(x — a)" ift nur doburd) won & I a* unterichieben, 
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B biejenigen Glieder, welche die Potenzen von a mit: 
ıgerabem Erponenten, ‚enthalten, Dad negas 
ve Vorzeichen befommen, di. dad 2te, Ate, bte, 
e u. ſ. w. Glied. Es wechſeln daber in det Potenz 
ıe8 folchen Binomiums die. ‚poffigen und Negativen 
lieber. mit einander ab, . 

584. Die bier gegebene Darftelung des binomi 
en Lehrſatzes ſchraͤnkt ſich darauf ein, daß unter m 
te ganze poſitive Zahl verſtanden werde; und auch 
dieſer Einfchränfung ift der Sag von großer Brauchs 
rkeit. In der That aber kann er noch weiter ausge⸗ 
hnt, und die allgemeine Bültigfeit der obigen Binomial: 
mel (574.) auch für den Fall, dam eine negative ganze 
hl, und da es eine gebrochene, pofitive oder negative, 
ihl bedeutet, erwiefen werden... Dadurch wird unſtrei⸗ 
; die Wichtigkeit des Saßes noch ungemein vergrößert. 
ideſſen erfordert der Beweis. dveffelben. in dieſer Allges 
sinheit noch manches, was bie Grenzen dieſes Lehr⸗ 
chs uͤberſteigen duͤrfte. 

Den erſten allgemeinen Beweis des binomiſchen Lehrſa⸗ 
8 hat Newton gegeben, und dadurch feine großen Vers 
enſte um die Mathematik noch uni.vieled erhoͤht. 





Anhang 


585. Es ift eine merkwuüͤrdige Eigenſchaft der zeh⸗ 
1, daß eine jede derfelben als eine Zuſammenſetzung aus 
1em Produkt von 9 und aus derjenigen Summe, welde 
e Ziffern, mit denen fie gefchrieben wird, nach ihrem 
ıfachen Werth zufammenadbirt geben, angeſehen wer⸗ 
n Tann. 

3.8. 4826 it = 9.534 + 4+8+2+% 

9,5344 20. 
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586. Um dieſe Eigenſchaft allgemein zu erweilen, 


— 
drüde man eine Zahl durch a b. u... p q r aus, wo r eis 
nen Einer oder eine Zahl von der Drdnung Null bedeute; 


einen Zehner ober eine Zahl von der erſten Ordnung; p 
eine Zahl von der zweyten Ordnung u. ſ. w. — Hiernach if 


r=r.10=r(9 4 P0 
ga 101 4 04 Dꝛ 
P=Rr.°=p0-+1% 


“ 
0 


| 
eb. 4 — 
ama,1m=a(9 + 1 


Auf diefe Art kann jede ganze Zahl in Produkte der 
Dotenzen von 10 d. i. von (9-41) zerlegt werden, wos 
bey die Erponenten der Potenzen nur ganze Zahlen find 
(238. ff). Es enthält aber die Potenz (9 + 1)”, dem 
binomifchen Lehrfage zufolge, in allen Gliedern eine Pos 
tenz von 9, das legte Glied ausgenommen, welches — 1" 
—1ift. Daher kann man ag +1)" =9M-a fe 
gen, wo M irgend eine Zahl bedeutet, deren Größe bier 
gleichgültig ift, die man aber erhalten würde, wenn man 
von jedem Öliede der Potenz (9-H 1)”, das legte auöge: 
nommen, einen Factor —9 wegnähme, die Produkte der 
übrigen Factoren zufammen addirte und ihre Summe mit 
a multiplizirte. 


Auf gleiche Weiſe iſt es geſtattet b(04⸗ 
9N-+ bzufegen; und fo koͤnnte jede der folgenden Poten⸗ 
zen von (9-1) durdy ein Produtt von S-I- dem Einer, 
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mit welchem die ganze Potenz multiplizirt ifl, bare 
werden. 
Setzt man alſo p (94 1). —9S-tpr q + 1) 


=9T+4; 9 +N°=tH, fo ift bie Zahl a Be 


gr=9M+9N}...+9S+9T+(a+b+.. 
+ptgtn=9M+N +... +SHD+a+b 
+...+p+g+n, woburd ber obige Satz allgemein 
dargeftellt und erwiefen ift. 

587. Wenn man daher -von irgend einer Zahl bie 
Summe ihrer Ziffern, als Einer betrachtet, abs _ 
zieht, fo muß der Ueberreſt ſich durch 9 ohne Reſt divi⸗ 
diren laſſen. 

3. B. wenn man von 5374 die Summe 5+34+7+4 
== 19 abzieht, fo gibt der.Reft 5355 durch 9 dividirt ge⸗ 
rau 595. 

588. Ferner erhellethieraud, warum die Diffe⸗ 
venz zweyer ganzen Zahlen, bie mit einerley 
Zifferngefhrieben werden, jederzeiteinPro- 
duftvonYiftund fih daher durch9 ohne Keft 
dividiren läßt. N 

Es ift z. B. 7913 — 179 = 6174=9. 686. 

Denn wenn die Zahlen mit einerley Ziffern gefchrie= 
ben werben, fo ift die Summe ihrer Ziffern, nach ihrem 
einfachen Werthe, in beyben gleich groß. Es fey daher 
die eine Zahl Z und die Summe ihrer Ziffern = s; 
die andere = z und die Summe ihrer Ziffern ebenfalls 
= s, fo kann man feßen 

4 =9P-+ts 
_=9Q4+s 
folglich ſt — z=9P—90=9(P—O). 

589. Sa e6 folgt aus diefer Darftelung, daß es 
nicht einmal nöthig ift, daß die Zahlen mit einerlen Ritz 
fern gefohrieben werben, fondern wenn nur die Sum 
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men ihrer Ziffern einander gleich find (==), fo 
muß ihre Differenz auch ein Produkt von 9 ſeyn; dem 
es hebt fic) alsdann bey der Subtraction derſelben ebens 
falls 8 gegen s auf. 

3.8. 18456 — 7%69 = 11187 = 9. 1243. 

590. Ein befonderer Fall hiervon ift, wenn die eine 
Zahl aus einer einzelnen Ziffer mit einer oder mehren Nul⸗ 
Yen am Ende, und die andere aus eben der den Nullen vors 


gefegten Ziffer befteht. Wird die Differenz diefer Zahlen 


durch 9 dividirt, fo befteht der Quotient aus lauter 
ſolchen Ziffern, ald die den Nullen vorgefeßte, ober 
bie der abgezogenen Zahl ift. 
3.8. (7000 —7):9= 6993 : 9= 777. 
591. Allgemein laßt fich diefes auf folgende Art 


0 
erweifen: ed ift a— aa, 1m — aa 10" —1) 
Wenn man aber von irgend einer Potenz von 10, beren 


Erponent eine pofitive ganze Zahl ift, wie m hier bedeu⸗ 


tet, 1 abzieht, fo erhalt man eine Zahl, die mit lauter 
Neunen geſchrieben wird. dolglich iſt Aa :9 


=adm—1): = (5 9.0): 


1...1 ) =; aa, a. 

592. Endlich verdient noch bemerkt zumerben, daß 
auch die Differenzen gleichnamiger Potenzen fol: 
cher ganzen Zahlen, deren Ziffern gleiche Summen aus⸗ 
machen, Produfte von 9 find; wovon der Grund fich 
aus dem Vorhergehenben leicht darthun läßt. 

Denn man drüde zwey folche Zahlen wieder durch 

Z und z aud und fege wie vorhin Z=9 Ps; und 
z=90Q0-43, fo it ZZ=(9P-+ s)", welches fi, dem. 
Dbigen zufolge, durch 9X-H s" darftellen läßt. Eben fo ift 
2 (IQ+s?—=9U+s, Folglich if a — m 
9HKFA—- HUL-M IR IU=SIA-UN, 





| 


N 


\ 


Zweyter Haupttheil, 
ı tt 0 netter ii 


* Vorerinnerungen. 


1. Diejenigen Größen, welche den Gegenftand der 
eometrie ausmachen, find oben (Einleitung 4.) mit ı 
m Beynamen ftetiger Größen bezeichnet worden. 

2. Die Stetigkeit einer Größe befteht in dem ununs 
rbrochenen Zufammenhang ihrer Theile. Das 
iſammenhaͤngen ber heile aber jegt voraus, daß bie 
yeile ſelbſt außer einander oder neben einander 
gen. Beydes zufammen, dad Außereinanderliegen | der 
heile, und ihr ununterbrochener Zufammenhang ‚gibt den 
rößen eine Ausdehnung. 

3. Ausgedehnte Größen alfo machen, in fo fern fie 
asgedehnt find, den Gegenfland der Geometrie aus. 

4. XAbftrahiren wir an einem ausgedehnten Gegen» 
ınde von allem, was nicht zur bloßen Ausdehnung deſ⸗ 
(ben gehört, fo bleibt ung nur ber Raum übrig, den 

einnimmt. Die Ausdehnung alfo ſtellt fih uns als 
was Räumliches dar, Wir muͤſſen daher den bloßen 
aum als das eigentliche Gebiet der Geometrie anfehen. 

5. Der Raum ift von den phyſiſchen Körpern in ihm 
ınz verfchieden. Die leßtern erfcheinen uns ald etwas 
ufädiges in ihm, da8 wir in Gedanken aus ihm hinweg⸗ 
ehmen können. Wenn fie alfo gleich, ihrer Kusüegung ' 
egen, geometrifch betrachtet werden können, Io helm 


288 Vorerinnerungen. 


men ſie doch nicht den Gegenſtand der Geometrie, die 
ganz unabhaͤngig von ihnen iſt. 

Die phyſiſchen Koͤrper ſind insgeſammt beweglich ‚ode 
koͤnnen als folche gedacht werden; der Raum aber ift durchs 


aus unbeweglih, und Tann gar nit als bewegt gedacht 


werden. 


6. Eben fo wenig fönnen wir den Urfprung unferer 
Bor ftellung des Raums von den phyſi ſchen Gegenſtaͤn⸗ 


den in ihm ableiten, da der Raum weder eine Eigenſchaft 
dieſer Dinge iſt, noch durch Zuſammenſetzung derſelben er⸗ 


zeugt wird. Wir muͤſſen alſo die Quelle jener Vorſtel⸗ 


lung, eben ſo wie die der Vorſtellung der Vielheit, in 


unſerm Gemuͤth aufſuchen. 
Kant hat das Verdienſt, zuerſt gezeigt zu haͤben, wie 


die Vorftellung des Raums aus der Natur unferes Vorſtel⸗ 


lungsvermoͤgens entſpringe. Er nannte ihn die Form des 
außern Sinns, d. i. das Gewand, unter welchen uns 


fer Borftellungsvermögen alle fogenannten Außern Eindrüde . 


darftellt. 

7. Wir Fönnen daher dem Raum Praͤdikate beylegen, 
die ihrer Natur nach nie aus der Erfahrung genommen feyn 
fünnen, und doch die größte Gewißheit haben, ja wovon 
wir uns das Gegentheil beym Raum gar nicht denken Föns 
nen — das find die Prädifate der Stetigkeit und der 
Unendlidfeit. 

8. Eben fo erkennen wir unmittelbar mit apodikti⸗ 
fcher Gewißheit, daß der Raum drey verfhiedene 
Abmeffungen hat oder nach drey verfchiedenen Rich: 
tungen ausgedehnt ift. 


9, Sn dem unendlichen Raume fönnen wir uns übers 


all einen endlichen Raum oder einen von allen Seiten bes 
grenzten Theil des Raums vorjtellen. Ein folcher hat 
ebenfalld drey verfchiedene Abmeffungen, die wir durch 
Ränge, Breite und Dide oder Höhe bezeichnen, 
und macht den geometriühen Körper amd, i 
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10. Es ift aber nicht nothwendig, fich bey Gegen: 
ſtaͤnden ber Ausdehnung jedesmal alle drey Abmeffungen 
in Verbindung vorzuftellen. - Wir fönnen von einzelnen 
Abmeffungen abflrahiren. Denken wir und daher Grös 
fen, die nur zwey Abmeflungen haben, oder nad) zweyers 
ley Richtungen ausgedehnt find, fo erhalten wir die geos 

metrifchen Flaͤchen. Ihre Abmeffungen werben durch 
Länge und Breite bezeichnet. 


11. Endlich Fönnen wir uns auch Größen denken, 
die nur eine einzige Abmeffung haben oder nur nach einers 
ley Richtung ausgedehnt find. Diefes find die geometris 
ſchen Linjen. Ihre Abmeffung heißt die Länge. | 

Länge, Breite und Dide bezeichnen nicht bes 
fimmte Richtungen der Ausdehnung, fondern drüden 
nur die Verfchiedenheit derfelben überhaupt aus. Wo alle 
drey Abmeflungen zugleich vorkommen, da werden fie durch 
die genannten Ausdruͤcke bezeichnet, wobey es ganz einer⸗ 
ley iſt, welche der drey Abmeſſungen man mit dem einen 
oder andern Namen belegen will. Wo nur zwey Abmeſſun⸗ 
gen vorkommen, werden fie durch Laͤnge und Breite 
unterſchieden, ihre abſolute Richtung im Raum oder gegen 
unſern Horizont mag übrigens ſeyn welche es wolle. Und 
"fo bezeichnet Länge bey der Linie die Einfachheit in der 
Richtung ber Ausdehnung, fie mag übrigens hingehen wo⸗ 
hin ſie will. 

Eine krumme Flaͤche, eine krumme Linie iſt im Ganzen 
nach unendlich verſchiedenen Richtungen ausgedehnt; aber 
an jeder einzelnen Stelle hat die eine nur eine zwiefache und 
die andre nur eine einfache Richtung der Ausdehnung. 


12. Körper, Flächen und Linien find daher die Ges 
genftände, mit welchen fich die Geometrie befchäftigt, Zu. 
diefen kommt noch der Punkt hinzu, der gar feine Abs 
meſſung bat, folglich auch feine Größe. Er kann daher 
auch nicht an und für fich ein Gegenfland geometrifcher 
Betrachtung werden, wohl aber in Verbindung mit den 


anbem geometrifchen Gegenftänben ,- oder mit andern 
Kried Mathematik 6. Auf. 
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ficienten der zweyten Haͤlfte gleich ſeyn muͤſſen, nehm⸗ 
lich der Coefficient des (n — 1)Iten Gliedes — dem 
Coefficienten des (m — m + I)ften Gliedes. 

\ 581. Es ift fegner der nte Coefficient der (m + 
4)ften Potenz gleih der Summe bed nten und 
(n — Idften Eovefficienten der mten Potenz; 
und dieß ift eine Folge des obigen Satzes (558.),. daß bie 


Anzahl der Combinationen zu n Gliedern aus (m +1): 


Elementen gleich der Summe der Gombinationen zu n 
und zu (n — 1) Öliedern aus m Elementen ift. 

3. 8. der dritte Binomialcoefficient der 10ten Potenz 
ift = dem dritten und zweyten Coeff. der 9ten Potenz = 84 
4-36 = 120.‘ 

582. Betrachtet man endlich die Potenzen von x 
und a in jedem Gliede ald eben fo viel zu verfeßende 
Elemente, fo ift der Eoefficient des Gliedes fo groß als 
bie Berfegungszahl diefer . Elemente (547.). 

3.3. das dritte Glied der 10ten Potenz enthält die Pos 
tenzen x® a2; wovon die Derfehungetaht = 
1:2:.3.4.5.6-7.8.9. 9.10 


=; si. 


ern” 1« 
Das vibrte Glied der mten peten enthaͤlt ms a3, wo⸗ 
von die Verfehungszafl = — 283834n 


a, (m—3)x<1.2.3 
_ m-9.m-9. m 


2" 
Gliedes J ma an, deren Deriehungeanft 
1.2.3 .. oe... m 
1-2...» — — — ... H 
(m -æ n 1. —— eo... m . 


m, (m—1). een wa) 
1.2.3. .n it. 

583. Wird der zweyte Theil des Binomiums nes 
gativ gefegt, fo ändert fich dadurch in der Potenz deſ⸗ 
felben Fein einziger Ausdrud irgend eines Gliedes, und 
(x — a)” ift nur dadvech won & 1 SyR unterfchteden, 


if. Die Botenzen des (1 )ſten 
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daß Diejenigen Glieder, welche die Potenzen von a mit: 
‚ungeradem Erponenten, ‚enthalten, dad negas 
tive Vorzeichen befommen, d. i. das 2te, Ate, öte, 
8te u. ſ. w. Glied. Es wechſeln daber in der Potenz 
eines‘ folchen Binomiums die: ‚pofitigen und negativen 
Glieder mit einander ab. 

584. Die hier gegebene Darftellung bes binomi- 
ſchen Lehrſatzes fchränkt fich darauf ein, daß unter m 
eine ganze pofitive Zahl verfianden werde; und auch 
in diefer Einfchränfung ift ber Sag von großer Brauch⸗ 
barkeit. In der That aber kann er noch weiter ausge⸗ 
dehnt, und die allgemeine Gültigkeit der obigen Binomial: 
formel (574.) auch für den Fall, Dam eine negative ganze 
Zahl, und da es eine gebrochene, pofitive oder negative, 
Zahl bedeutet, erwiefen werden., Dadurch wird unſtrei⸗ 
tig die Wichtigkeit des Satzes noch ungemein vergrößert. 
Indeffen erfordert der Beweis. veffelhen. in diefer Allges 
meinheit noch manches, was bie Grenzen dieſes Lehr⸗ 
buchs uͤberſteigen duͤrfte. 

Den erſten allgemeinen Beweis des binomifchen Lehrſa⸗ 


Bes hat Newton gegeben, und dadurch feine großen Vers 
dienfte um die Mathematik noch uni ‚vieles ‚erhöht. 





Anhang 


585, Es ift eine merkwürbige Eigenfchaft der geh⸗ 
len, daß eine jede derſelben als eine Zuſammenſetzung aus 
einem Produkt von 9 und aus derjenigen Summe, welche 
die Ziffern, mit denen ſie geſchrieben wird, nach ihrem 
einfachen Werth zuſammenaddirt geben, angeſehen wer⸗ 
den kann. 

3.8. 4826 ft =9.53 + 4 —83 4246 
9. 534 420. 
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586. Um biefe Eigenſchaft allgemein zu erweiſen, 
21 


druͤcke man eine Zahl durch a b. .... pq aus, wo ei⸗ 
nen Einer oder eine Zahl von der Ordnung Null bedeute; 


einen Zehner oder eine Zahl von der erſten Ordnung; 
eine Zahl von der zweyten Ordnung u. ſ. w. — Hiernach if 


— 100 (0 4 P0 
gay. 101n2 40 4 9)1. 
p=p.1?=p(9 + 1% 


“ 
o 


_ 
= b.m=b (9 + 1j1 
 ama.jm=al(d + 1 


Auf diefe Art kann jede ganze Zahl in Produkte der 
Dotenzen von 10 d. i. von (9+ 1) zerlegt werden, wos 
bey die Erponenten der Potenzen nur ganze Zahlen find 
(238. ff.). Es enthält aber. die Potenz (9 +4- 1)”, - dem 
binomifchen Lehrfage zufolge, in allen Gliedern eine Po: 
ten; von 9, das legte Glied ausgenommen, welche — 1" 
—1ift. Daher kann man a(9 +1)=9M-+a fe 
ten, wo M irgend eine Zahl bedeutet, deren Größe bier 
gleichgültig ift, die man aber erhalten würde, wenn man 
von jedem Gliede der Potenz (9-4 1)”, das letzte ausge⸗ 
nommen, einen Factor —=9 wegnähme, die Produkte der 
übrigen Factoren zufammen addirte und ihre Summe mit 
a multiplizirte. 


“ Auf gleiche Weife ift es geftattet b(04 — 


9N + bzufegenz und fo könnte jede der folgenden Poten⸗ 
zen von (94-1) dur) ein Produtt von 3-- Vem Einer, 


yrmm 7 
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| mit welchem bie ganze Potenz multiplizirt iſt, bare 


werden. 
Segt man alfo p (9-+ —E q o+ 1) 


=9T+9; (9 +1°= r, fo ift bie Baht ab. cr e: 


— +... +9S+9T+(a+b+.. 
Hp+g+N=9M+N+... +S+N+a+b 


+..+p+gHr+tn, wohud ber obige Satz allgemein 


dargeftellt und erwiefen ift. 


587. Wenn man daher von irgend einer Zahl die 


Summe ihrer Ziffern, als Einer betrachtet, abs 
zieht, fo muß der Ueberrefi fi) durdy 9 ohne Reit divi⸗ 
diren laſſen. 

3. B. wenn man von 6374 die Summe 5+3+7+4 
== 19 abzieht, fo gibt der Reſt 5355 durch 9 dividirt ges 
rau 505. 

588. Herner erhellethieraud, warum bie Diffes 
venz zweyer ganzen Zahlen, die mit einerley. 
Zifferngefhriebenwerden, jeberzeiteinPro- 
duftvonYiftundfih daher durch 9 ohne Reſt 
Dividiren läßt. 

Es iſt z. B. 7913 — 1739 — 6174=9. 686. 

Denn wenn die Zahlen mit einerley Ziffern geſchrie— 


. ben werden, fo ift die Summe ihrer Ziffern, nach ihrem 


einfachen Werthe, in beyden gleich groß. Es fey daher 
die eine Zahl— Z und die Summe ihrer Ziffern = 8; 


die andere = 2 und die Summe ihrer Ziffern ebenfalld 


‘= 8, fo kann man feßen 


2=9P+s 
==90+s 


ANTEPEZITEETIE TI E 


589. Ja es folgt aus diefer Darftelung, daß es 


nicht einmal noͤthig iſt, daß die Zahlen mit einerley Zik—⸗ 
fern geſchrieben werden, ſondern wenn nur die Sum: 


[2 
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men ihrer Ziffern einander gleich find (== 8), fo 
muß ihre Differenz auch ein Produft von 9 feynz bemn 
es hebt fich alsdann bey ber. Subtraction derfelben ebens 
falls s gegen 8 auf. 
838. 18456 — 7369 = 11187 = 9. 1243. 
| 590. Ein befonderer Fal hiervon ift, wenn bie eine 
Zahl aus einer einzelnen Ziffer mit einer oder mehrern Nul⸗ 
Yen am Ende, und die andere aus eben der den Nullen vors 
gefegten Ziffer befteht. Wird die Differenz diefer Zahlen 
durch 9 dividirt, fo befteht der Quotient aus lauter 
foihen Ziffern, ald die den Nullen vorgefegte, oder 
die der abgezogenen Zahl ift. 
3.8. (7000 —7):9=6993 : 9 == 1777. 
591. Allgemein laßt fich diefes auf folgende Art 


erweifen: es ifl aaa, 109 — a=a 10" — | 
Wenn man aber von irgend einer Potenz von 10, dern | 
Erponent eine pofitive ganze Zahl ift, wie m hier bedeu⸗ 
tet, 1 abzieht, fo erhält man eine Zahl, die mit lauter 


Neunengefhrieben wird. Felglihift (4 a):9 
=a 1 1:9=4 (5799...) 91 4 


1.» > — a ad... a. 

59%. Endlich verdient noch bemerft zu werden, daß 
auch die Differenzen gleichnamiger Potenzen fol 
cher ganzen Zahlen, deren Ziffern gleiche Summen außs 
machen, Produfte von 9 find; wovon der Grund ſich 
aus dem Vorhergehenden leicht barthun läßt. 

Denn man drüde zwey ſolche Zahlen wieder durch 
Z und z aus und feße wie vorhin Z=9P-+ 5; und 
z=90Q0-435, fo ift Z2=(9P--s)", welches fih, dem 
Obigen zufolge, duch 9X + st darftellen läßt. Eben fo ift 
2 I9QO+sSP?=9U+2, Folglich iſt a— mm | 

9X FF —- HUF-N EA II IR —V, 





Zweyter Haupttheil, 
GG vo nmertrr in 


— —— — 


Borerinnerungen. 


1. Diejenigen Groͤßen, welche den Gegenſtand der 
Geometrie ausmachen, find oben (Einleitung 4.) mit. 
bem Beynamen ftetiger Größen bezeichnet worden. 

2. Die Stetigkeit einer Größe befteht in dem ununs 
terbrocdhenen Zufammenhang ihrer Theile. Das 
Zufammenhängen der Theile aber febt voraus, daß die 
Theile felbft außer einander oder neben einander 
liegen. Beydes zufammen, das Außereinanderliegen der 
Theile, und ihr ununterbrochener Zuſammenhang gibt den 
- Größen eine Ausdehnung. 

3. Ausgedehnte Größen alfo machen, in fo fern fie 
ausgedehnt find, den Gegenſtand der Geometrie aus. 

4. Abſtrahiren wir an einem ausgedehnten Gegen⸗ 
ſtande von allem, was nicht zur bloßen Ausdehnung deſ⸗ 
ſelben gehört, fo bleibt und nur der Raum übrig, den 

. er einnimmt. Die Ausdehnung alfo ſtellt fih uns als 
etwas Räumliche dar, Wir müffen daher den bloßen 
Raum ald das eigentliche Gebiet der Geometrie anfehen. 

5. Der Raum ift von den phyſiſchen Körpern in ihm 
ganz verfchieden. Die Ießtern erfcheinen uns ald etwas 
Zufäliges in ihm, da8 wir in Gedanken aus ihm hinweg- 
nehmen können. Wenn fie alfo gleich, ihrer Ausüchnung ' 
wegen, geomettijc betrachtet werhen Tünnen, \o beiliin 
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men ſie doch nicht den Gegenſtand der ‚Geometrie, die 
ganz unabhängig von ihnen ift. 

Die phufifchen Körper find insgefammt beweglich ‚ode 
koͤnnen als folhe gedadht werden; der Raum aber ift durchs 
aus unbeweglih, und fann gar nicht als bewegt gedadt 
werden. 


6. Eben fo wenig eönnen wir den Urfprung unſerer 


Borftellung des Raums von den phyſiſchen Gegenſtaͤn⸗ 


den in ihm ableiten, da der Raum weber eine Eigenfchaft ° 


diefer Dinge ift, noch durch Zufammenfegung derfelben er: 
zeugt wird. Wir müffen alfo die Quelle jener Vorſtel⸗ 
lung, eben ſo wie die der Vorſtellung der Vielheit, in 
unſerm Gemuͤth aufſuchen. 


Kant hat das Verdienſt, zuerſt gezeigt zu haͤben, wie 


die Vorftellung des Raums aus der Natur unferes Vorftels 
lungsvermoͤgens entſpringe. Er nannte ihn die Form des 
außern Sinns, d. 1. das Gewand, unter welchen uns 


fer Vorftellungsvermögen alle fogenannten äußern Eindrüde . 


darftellt. 

7. Wir koͤnnen daher dem Raum Praͤdikate beylegen, 
bie ihrer Natur nach nie aud der Erfahrung genommen feyn 
koͤnnen, und doch die größte Gewißheit haben, ja wovon 
wir uns das Gegentheil beym Raum gar nicht denken Eöns 
nen — das find die Prädifate ber Stetigkeit und der 
Unendlichkeit. 

8. Eben fo erkennen wir unmittelbar mit apodikti⸗ 
ſcher Gewißheit, daß der Raum drey verfhiedene 
Abmeffungen hat oder nach drey verfchiedenen Rich: 
tungen ausgedehnt ifl. 

9. In dem unendlichen Raume Fönnen wir uns übers 
al einen endlichen Raum oder einen von allen Seiten bes 
grenzten Theil des Raums vorjtellen. Ein folcher hat 
ebenfalls drey verfchiedene Abmeffungen, die wir durch 
Länge, Breite und Dide oder Höhe bexeichnen 

und macht den geomettiſheu Köryer nd. 


u. 
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10, &8 ift aber nicht nothmwendig, fi ch bey Gegen⸗ 
ſtaͤnden ber Ausdehnung jedesmal alle drey Abmeffungen 
in Verbindung vorzuftellen, - Wir Fönnen von einzelnen 
Abmeffungen abftrahiven. Denken wir und daher Groͤ⸗ 
Ben, die nur zwey Abmefjungen haben, ober nach zweyers 
Iey Richtungen ausgedehnt find, fo erhalten wir Die geos 
metrifchen Flaͤchen. Ihre Abmeffungen werben durch 
Länge und Breite bezeichnet, 


11. Endlich Eönnen wir uns auch Größen denen, 
bie nur eine einzige Abmeſſung haben oder nur nach einer⸗ 
ley Richtung ausgedehnt find. Diefes find die geometris 
fhen Linien, Ihre Abmefjung heißt die Länge. 

Länge, Breite und Dide bezeichnen nicht bes 
ffimmte Richtungen der Ausdehnung, fondern drüden 
nur die Verfchiedenheit derfelben überhaupt aus. Wo alle 
drey Abmefjungen zugleich vorkommen, da werden ſie dur 
die genannten Ausdrüde bezeichnet, wobey ed ganz einer⸗ 
ley iſt, welche der drey Abmeſſungen man mit dem einen 
oder andern Namen belegen will. Wo nur zwey Abmeſſun⸗ 
gen vorkommen, werden ſie durch Laͤnge und Breite 
unterſchieden, ihre abſolute Richtung im Raum oder gegen 
unfern Horizont mag übrigens feyn welche ed wolle. Und 
"fo bezeichnet Länge bey der Linie die Einfachheit in der 
Richtung der Ausdehnung, fie mag übrigens hingehen wo⸗ 
pin fie will. 

Eine frumme Fläche, eine krumme Linie ift im Ganzen 
nach unendlich verſchiedenen Richtungen ausgedehnt; aber 
an jeder einzelnen Stelle hat die eine nur eine zwiefache und 
die andre nur eine einfache Richtung der Ausdehnung. 


12. Koͤrper, Flaͤchen und Linien ſind daher die Ge⸗ 
genſtaͤnde, mit welchen ſich die Geometrie befchäftigt. Zu. 
diefen kommt noch der Punkt hinzu, der gar feine Abs 
meſſung hat, folglich auch feine Größe, Er kann daher 
auch nicht an und für fich ein Gegenfland geometrifcher 
Betrachtung werden, wohl aber in Verbindung mit Den 


andern geometrifchen Gegenftänden, oder mit andern 
Kried Matbematitk 6. Auf. 
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Punkten. Er bezeichnet nur eine Stelle im Ra um, 
ohne felbft einen heil des Raums auszumachen. 
13. Bon jedem der drey zuerfl genannten geome: 
trrſchen Gegenftände gibt es unzählige Arten, die fich auf 
gewiffe Hauptklaffen zuruͤckbringen laffen: die Linien und 
Flächen laffen fih in gerade und frumme, und bi 
Körper in folche, die von geraden, und in folche, die 
ganz ober zum Zheil von krummen Flaͤchen 
begrenzt find, eintheilen. 

14. Die Vorftellung der geraden Linie grumdet fich 
unmittelbar auf die Vorſtellung der Ausdehnung, und 
kann daher nicht weiter erklaͤrt werden. Alle Erklaͤrun⸗ 
gen, die man von ihr gibt, ſchließen entweder fü ſchon den 
Begriff der geraden Linie in ſich, oder ſetzen ihn in der 
That voraus. Es iſt daher auch nur eine einzige Art 
gerader Linien moͤglich. 

15. Krumme Linien hingegen ſind ſolche, von de⸗ 
nen kein Theil gerade iſt. Von dieſen gibt es unendlich 
verſchiedene Arten. 

| 16. Gerade Flächen oder Ebenen find Flächen, 
in denen ſich nad) allen Seiten gerade Linien ziehen laſ⸗ 
fen; Erumme hingegen biejenigen, in welchen biefes nicht 
geſchehen Fann. 

Es gibt krumme Flächen, in denen ſich nad einer“ 
gewiffen Richtung unzählige gerade Linien ziehen laſ⸗ 
fen, aber nicht nach einer jeden beliebigen. 

17. Eine gerade Linie unterfcheidet-fich von der ans 
dern nur durch ihre Größe. Sie ift Daher auch durch 
ihre Größe beftimmt. Andere Eigenfchaften bietet fie, 
für fih allein und ohne weitere Bebinguns 
gen betrachtet, nicht zur Unterfuchung darz aber in 
Berbindung mit andern Fann fie einen unerſchoͤpflichen 
Stoff zur Betrachtung geben. 

18. Zwey gerade Linien {netten änanden, wenn 
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* fie einander durchkreuzen, d. i. wenn ſie ſo liegen, daß 
die Theile einer jeden auf beyde Seiten der andern ver⸗ 
teilt find. - 

19. Zwey gerade Linien in derfelben Ebene 
find ihrer Lage nad) parallel, wenn fie in immer gleis 
cher Entfernung von einander bleiben, oder nie zufams 

-  mentreffen, fo weit fie auch nach bepben Seiten hin vers 

5 längert werben. 

F 20. Wenn zwey gerade Linien in einer Ebene eine 

folche Lage gegen einander haben, daß fie nach der einen 
Seite hin immer näher zufammen gehen, fo geben fie 

nad} der anbern immer weiter auseinander. Jenes nennt 

man convergiren, diefes Divergiren. 


21. Wenn daher ein Paar folche Linien von einer 
dritten geraden Linie burchfchnitten werden, fo convergis 
ren fie auf der einen Seite der fchneidenden Linie und dis 
vergiven auf der andern, wenn man auf beyden Seiten 
I. entweber ‚gegen die Linie hin, oder von ihr abwärts 
rechnet. | 

29. Treffen zwey gerabe Linien fo in’ einen Punkt 
zufammen, baß fie nicht eine einzige gerade Linie bilden, 
fo entfteht ein ebener Winkel (angulus planus). 
An ihm find zu unterfcheiden die Spige oder berS ch ei- 
tel (vertex) und die Schenkel (crura). 

23. Verlaͤngert man ben einen Schenkel eined ebe- 
nen Winfeld noch uͤber die Spitze hinaus, fo entfteht noch 
ein zweyter Winkel. Beyde zufammen werben, in Rüds 
fiht auf ihre Lage, Nebenwinkel (anguli contigui 
s. deinceps positi) genannt. 

- Bu jedem Winkel laſſen fih zwey Nebenwinkel ver- 
zeichnen, je nachdem man den einen, oder den andern Schen⸗ 
—kel über die Spige hinaus verlängert. 

z 24. DVerlängert man beyde Schenkel eines ebenen . 
} Winkels über bie Spige hinaus , oder, \chneiten de Tr 
2 
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nien einander, fo entftehen vier Winkel, deren Scheitel 
in dem Durchſchnittspunkte beyder Linien liegen. Von 
dieſen heißen diejenigen, deren Schenkel einander wech⸗ 
felfeitig entgegengefeßt liegen, Vertikale oder Schei 
telwinfel (anguli verticales s. inter se Oppositi). 
25. Werden zwey Parallellinien von einer dritten 
geraden Linie durchfchnitten, fo heißen die innern kreuz⸗ 
weife gegenüber liegenden Winkel Wechſels winkel 
cang . alterni); und ein jeder der äußern nebſt dem ihm 
gegenüber liegenden innern Winkel an derfelben Seite der | 
fchneidenden Linie correfpondirende Winkel, 
Die letztre Benennung ift-ziwar nicht in deutfchen Lahr 
büchern eingeführt, ich halte fie aber für paſſender als alle 
-fonft dafür gebräudlichen. Le Gendre nennt dieſe Bin 
{el angles internes- externes, ein Ausdruck, den wir nicht 


nathahmen können. Sonſt habe ich fie von Franzoſen aug 
des angles-correspondans nennen hören, wornach diefe do 


nennung gemacht ift. 
26. DieGröße eines Winkeld hängt nicht von der 


Länge der Schenkel, fondern von ihrer Lage gegen einan⸗ 
derab. Je weiter fie von einander zurüdgehen, indeß fie im 
ihrem Scheitelpunft unverändert zufammenbhängen, deſto 
größer wird der Winkel; und je mehr fie fich ihrer gans 
zen Länge nach einander nähern, defto Fleiner wird er. 

"7. Wenn zwey Nebenwinkel einander gleich find, 
fo heißt jeder derfelben ein rechter (ang. rectus); und 
von den Schenfeln eined rechten Winfeld heißt jeber ein 
Perpendikel auf dem andern, oder eine auf ber ans 
bern fentrechte Linie (linea perpendicularis s. ca- 
thetus). Ein rehter Winkel iſt alfo derjenis 
ge, der feinem Nebelwinfel gleich ift. 

28. Ein Winkel, der größer ift ald ein rechten, 
heißt ein ftumpfer (ang. obtusus); und einer, ber 
Bleiner als ein rechter ift, ein fpiger Winkel (ang. acu- 
tus). Beyde heißen and) mit einem armeinichaftlichen 
Namen ſchiefe Wintel (ang. obligah). 
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2%. Wenn eine Ebene von allen Seiten begrenzt 
ift, fo macht fie eine ebene Figur. Man-unterfcheis \ 


hdet die Figuren in geradlinige, frummlinige, und 


Tin ge Te TS 


gemifchte, je nachdem fie bloß von geraden, ober: bloß 
von krummen, ober theild von geraden, theild von krum⸗ 
men Linien eingeſchloſſen werden. , 

30. Die geraden Linien, von welchen eine gerad⸗ 
linige Figur begrenzt wird, heißen Seiten der Figur; 
und die geradlinigen Figuren werden nach der Anzahl ih⸗ 
rer Seiten in dreyſeitige, vierſeitige, fünffeis 
tige u. f. w. eingetheilt. Eben diefe heißen auch, nach 
der. Anzahl ihrer Winkel, Dreyede, Vierede, Fünf 
ede u f. w. 

31.. Die Dreyede (triangulum), beren Betrach⸗ 
tung einen vorzuͤglichen Theil der Geometrie ausmacht, 
werden, in Abſicht ihrer Seiten, in gleichſeitige (tr. 
aequilaterum), gleihfchenflige(tr. aequicrurum 
s.isosteles) und ungleichfeitige (tr. scalenum) eins 
getheilt, je nachdem alle drey Seiten einander gleich, oder 
nur zweye gleich, oder alle. ungleich ſind. 

32: Bon den drey Winkeln eined Dreyecks muͤſſen 
zwey jederzeit ſpitzig ſeyn; der dritte aber kann eben ſo⸗ 
wohl ein rechter, als ein ſtumpfer, oder ein ſpitziger ſeyn, 
und hiernach unterſcheidet man recht winklige (tr. re- 
ctangulum), ſtumpfwinklige (tr. obtusangulum), 
und ſpitzwinklige (tr. acutangulum) Dreyecke. 

33. In den rechtwinkligen Dreyecken werden auch 
noch die Seiten beſonders bezeichnet: diejenige, welche 
dem rechten Winkel gegenüber: ſteht, heißt die Hypo⸗ 
tenufe (hypotenusa); und die andern beyden, welche 
den rechten Winkel einfchließen, heißen Katheten. 

34. Unter den Vierecken werden die Parallelos 
gramme,:d:t. diejenigen, Deren gegenüberfte 
benbe Seiten einander parallel laufen, au 
gezeignet. Sind in einem Biere nur zwey Sehen ame 
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ander parallel, die andern beyden nicht, fo beißt es ein 
Trapezium. 

35. Bey den Dreyecken und Varallelogrammen 
wird haͤufig eine Seite als Grundlinie (basis) betrach⸗ 
tet, welches nicht gerade die unterſte zu ſeyn braucht, 
ſondern eine jede beliebige ſeyn kann. Beym gleichſchenk⸗ 
ligen Dreyeck wird iedoch gewoͤhnlich die ungleiche Seite 
ſo genannt. 

36. Geradlinige Figuren von einer unbeflimms 
ten Anzahl von Seiten heißen Vielecke ober Poly 
gone. Sind alle Seiten und Winkel derfelben unter 
einander gleich, fo heißen fie regelmäßige oder regus 
laͤre Vielecke; außerdem unregelmaͤßige oder irre—⸗ 
gulaͤre. 
37. Unter den krummlinigen Figuren bat der Kreiß 
(circulus) die einfachfte Entſtehungsart. Er entfieht 
nehmlich, wenn eine gerade Linie fich in einer Ebene um 
ihren einen Endpunft herumbemwegt. Der Punkt, um 
welchen die Umdrehung geichieht, heißt der Mittels - 
punft (centrum); die gerade Linie felbft, der Halb 
meffer (radius); die frumme Linie, welche den Kreis 
begrenzt, ber Umfreis (peripheria s. circumferen- 
tia), und an und für fich betrachtet, d. t. ohne Rüdficht 
auf die eingefchloffene Fläche oder andere Linien des Kreis 
ſes, die Kreiölinie (linea circularis); eine gerabe 
Linie zwiſchen zwey Punkten des Umkreifes, eine Sehne 
(chorda), und unter diefen diejenige, welche durch den 
Mittelpunft geht, der Durchmeffer (diameter); ein 
Zheil des Umfreifes, ein Bogen (arcus); ber Theil 
ber Kreisfläche, der zwifchen einer Sehne und dem von 
ihr abgefchnittenen Bogen enthalten ift, ein Abſchnitt 
(segmentum); und der Zheil derfelben, ber von zwey 
Halbmeſſern und dem dazwiſchen liegenden Bogen eins 
geſchloſſen ift, ein Ausihnitt (sector). 
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1. Aus der Entftehungsart des Kreifes folgt, daß alle 
Punkte des Umkreiſes gleich weit vom Mittelpunkt abftehen, 
oder, daß alle Halbmeſſer, ingleihen alle Durchmeſſer eines 
Kreifeß unter einander gleich find. 

"24. Die Entftehungsart einer andern Gattung krummer 
Linien, der Kegelſchnitte, wird in der vierten Abthei⸗ 
lung erklärt. 

38. Die hier aufgeftelten Erklärung en dienen 
gum Theil ald Grundlage ber nachfolgenden geometrifchen 

aͤtze. Die Lehren der Geometrie Laffen. fich vornehm⸗ 
lich in zwiefacher Form darſtellen; als Lehrſaͤtze (theo- 
remata), und ald Aufgaben (problemata). Sene 
fielen den Gegenftand als fehon gefunden,. ald ausge⸗ 
macht Dar; dieſe verlangen. gleichfam, baß er.erft gefuns - 
ben werben folle. Jene enthalten Daher außer dem Sag 
(propositio), ‘der eine gewiſſe Behauptung von einem 
Gegenftande ausdrüdt,. den Bemeis (demonstratio) 
deſſelben; diefe geben außer dem Sage, welcher anzeigt, 
was gefunden werben fol, das Verfahren an, wodurch 
«8 gefunden wird (solutio), und fügen ben Beweis der 
Richtigkeit befjelben binzu. 

Laͤßt fich aus einem Lehrſatz oder einer Aufgabe ein 
anderer Satz ald Folgerung herleiten, ſo pflegt man ihn 
ienem in einem Zuſatz (corollarium) beyzufügen. 

39. Bey den geometrifchen Beweiſen ift man: öfters 
genöthigt, ſich auf gewiſſe allgemeine Wahrheiten, bie 
man Grundfäge (axiomata) nennt, au berufen. Der: 
gleichen find folgende: 

1) Bwifchen zwey Punkten ifE nur eine gerade Li⸗ 
nie möglich, oder, alle geraden Linien zwifchen denfelben 
fallen in Eine einzige zufammen. 

2) Zwey gerade Linien begrenzen eine Flaͤche. nicht 
vollſtaͤndig. 

3) Zwey gerade Linien koͤnnen einander nur in ‚einem 
einzigen Vunkt durchſchneideũ. 
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4) Durch einen Punkt iſt nur eine gerade Linie 
möglich, diermit einer andern parallel läuft. 
5) Wenn zwey Linien, Winkel oder Flächen einan⸗ 
der decken, d. h. ſich ſo auf einander legen laſſen, daß 
nicht nur ihre Grenzen genau auf einander paſſen, ſon⸗ 
dern auch alle dazwiſchen liegenden Theile der einen Groͤ⸗ 
ße genau auf die dazwiſchen liegenden Theile der andern 
fallen, ſo ſind beyde an Groͤße und Geſtalt einander 
gleich, oder gleich und aͤhnlich. | 
6) In gleichartig zufammengefegten Größen iſt jeber’ 
Theil Eleiner ald das Ganze, und umgekehrt, das Ganze 
größer als jeder Theil, Ä 
7) Dad Ganze ift feinen Theilen zufammengenom- 
- men. gleich. 
| 8) Zwey Größen, die einer dritten, oder zweyen 
gleichen gleich find, find einander felbft gleich. 
9 ) Gleiches zu Gleichem addirt, von Gleichem fubs 
trahirt, mit Gleichem multiplizirt, durch Gleiches divi⸗ 
Dirt, gibt Gleiches. 
10) Gleiches zu Ungleichem addirt, von Ungleichem 
fubtrahirt u. ſ. w. gibt Ungleiches. 
- 11) Ungleiches zu Gleichem addirt, von Gleichem 
ſubtrahirt u. ſ. w. gibt Ungleiches. 
40. Derjenige Theil der Geometrie, welcher hier 
abgehandelt iſt, laͤßt fich bequem unter vier Abtheis 
lungen bringen: 1) Planimetrie, welche nur Ges 
. genftände in einerley Ebene begreift; 2) Stereome: 
trie, welche Gegenftände, die nicht auf eine einzige Ebene 
eingefcehränkt find, betrachtet; 3) Trigonometrie, 
deren Gegenftand vornehmlich die Berechnung der Seiten 
und Winkel fowohl ebener, als fpharifcher Dreyede ift; 
4) Lehre von den Kegelfchnitten, deren Gegen⸗ 
ſtand ſich durch die Benennung bezeichnet, und bey der 
Abtheilung, die ihr gewidwet it, näher tortiuumt wih. 





—Erſte Abtheilung. 
DIianimetrie: 
4 


Erſter Abſchn'tt. u | 
Bon den Winkeln und Parallellinlen. 


\ 





41. Lehrſatz: Alle rechten Dinkei find 
nander gleich. 

"Beweis: Ed feyen ABC und abc (f. und 2.39.) 
ey rechte Winkel; man verlängre CB nad) D, und ch 
&.d, ſo iſt ABC—ABD und abc—abd (27.). Man 
nke fich darauf die beyden Nebenwintel abc und abd fo 
f die beyben andern gelegt, daß zd auf CD und b in 
fällt, fo muß auch ba auf BA fallen. Denn geſetzt, 
falle nicht darauf, fo nehrne man an, ba falle etwa 
die Richtung von ba (3. Fig.). Alsdann wäre ABD 
w ein Theil des Winfeld abd, folglich 

abd > ABD (39, 6.) 
3 war aber ABD = ABC 
olglich wäre abd > ABC 

Berner ift abd — abc 
folglich wäre abc> ABC, weldes unmöglich iſt 
9, 6.). Folglich kann ba Feine von BA verſchiedene 
ige haben; folglich decken ABC und abc nanber ww 
b finb fi fe einander gleich (39; 5. 
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D___... I —— 
u er 
Zuſatz. In einem Punkt B einer geraden Linie 
DO iſt nur ein einziges Perpenbifel auf die Linie möglich. 
42. Lehrſ. Die Summe zweyer Neben 
winkel ift jederzeit — 2 R.*) 
Bew. Sind beyde Winkel einander gleich, fo if 
jeder ein rechter, folglich beyde zufammen = 2 RR. 
| Sind fie aber ungleih, wie ACD und BCD, fo 
denke man fih in C ein Perpenbitel CE errichtet, als⸗ 
dann iſt 
ACD = ACE — DCEM 1 R. — DCE 
und BCD = BCE + DCE—=1N. + DEE 
folgl. ACD + BCD= 28. (39, 9). 





1. auf, Von zwey Nebenmwinkeln beftimmt ber 





Ru Dieſer Buchſtabe bereichne immer einen.vohten 
Winfel. | N: 
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ine die Größe des andern. Iſt die Größe bes einen==x, 
o tft die des andern = IR. — x. ' 

2. Zuf. Wenn zwey Winkel einander gleich find, 
o find auch ihre Nebenwinfel einander gleich. 

3. Zuf. Da ein jeder Winkel fich felbft gleich ft, 
o find auch feine beyben Nebenwinkel einander gleich. 

4. 3uſ. Von zwey ungleichen Nebenwinkeln iſt 
er eine ein ſtumpfer, der andere ein ſpitzer. 

5. Zuſ. Alle Winkel über oder unter eis 
‚er geraden Linie, deren Scheitel in demſel— 
en Punkte liegen, find zufammen = 2R. 
Jenn man Fann fie als die Theile zweyer Nebenwinkel 
etrachten (39, 7.). 

Es fey die Anzahl ſolcher Winkel = m, und alle eine 
nder gleich, fo ift ein jeder derfelben — 2 R 


6. 3uf. Alle Wintelum einen Punkt find 
uſammen — 4R. Denn man Fann fie betrachten, 
[8 lägen fie zum Theil über, zum Theil unter derfelben 
eraden Linie. 





Iſt die. Anzahl folder Winkel = n, und alle einander ”.. 


leich, fo ift ein jeder derfelben = 4 


7. Zuſ. Die Summe zweyer Winkel ift gleich 
: N, weniger der Summe ihrer Nebenwinfel. — Uebers 
aupt ift die Summe von n verfchiedenen Winteln = 
n R. weniger der Summe ihrer Nebenwintel, 

8. 3uf. Die Differenz zweyer Winkel iſt der 
Differenz ihrer Nebenwinfel, in umgekehrter Ordnung 
enommen, gleich. 

43. Lehrſ. Wenn zwey Winkel einen ge 
neinfchaftlihen Schenkel haben, und zufams 
nen — 2R. find, fo find es Nebenwinkel, 
„Libre andern beyben Schentel. maden ei⸗ 
egerabe Linie aus. | 
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Bew. Ef ACD BCD 2R. Iſt nun 
AB keine gerade Linie, ſo ſey Ab eine ſolchez alsdann 
find ACD und bCD Nebenwinkel, folglich zufammen 
==. NR. Es wäre alfo 
| ‚ACD-+ BCD=ACD-+ bCD 3, 8) 

hierv. abgez. ACD  =ACD - 
bliebe BCD = bCD (39, 9.) 

welches unmöglich ift (39, 6.).- Solglich kann Cb nicht 
von CB verſchieden ſeyn; folglich iſt AB eine gerade Linie. 


44. Lehrſ. Scheitelwinkel ſind einander 
glei. ' 





Bew. Es fey x der Scheitelwinfel von y, fo 
kann man beyde als die Nebenwinfel von o oder u ber 
trachtenz folglich find fie einander gleich. (42, 3. Zufaß). 

Eben fa laſſen fi) o und u als die Nebenwintel 
von x oder y anfehen. 

Zuſ. Wenn von ben vier Winfelnx, o, y und 
u em einziger beftimmt ift, fo find fie alle beflimmt. 

45. Lehrf.” Wenn um einen. Punkt hers 
um vier Winkel, 0, x, u, y (f. die vorhergehende 
Sig.) liegen, von denen die gegenüberliegen- 

ben einander glei find, o=u, my, (t 


T ) 
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find es Scheitelwintel, d.h. ihre Schenkel 
machen zufammen ziwey gerade Linien aus. 

Bew. Ale vier Winkel find zufammen = AR. 
(42,6. 3uf.); undo Fx=u-+y (39; 9.55 felgs 
lich 0 -+ x == der Hälfte ded Ganzen = IR, umb:das. 
ber Nebenwinkel (43.); folglich liegen ſie übereb 
ner.geraden Linie. Eben fo ergibt ſich, daß x4-u 
Nebenwinkel find, und daher gleichfalls uͤber einer geras 
ben Linie liegen. Alfo find ed. zwey ‚gerade Linien, mon 
welchen die vier Winkel, gebildet werden. ve... :.. 

46. Lehrſ. MWenn.eine gerade Linie zum 
Zheil mit einer andern zufammenfällt,.fa 
fällt fie ganz in Die Richtung berfelben 





Bew. Geſetzt es hätte eine gerade Linie AC mit 
einer andern AB das Stüd AD gemein; entfernte fich 
aber in D von AB und ginge in: der Richtung DC fort; 
fo denfe man ſich in D ein Perpendikel auf AD errichtet; 
alsdann wäre ſowohl EDB, ald EDC der Nebenwintel 
von ADE, folglich jder = 1R.; folgid EDB=EDC- 
(41.), welches unmöglich ift (39, 6). Alfo muß die Li⸗ 
nie AC ganz mit AB zufammenfallen. _ 

Zuf. Wenn auf zwey gerade Linien, die einander 
fehneiden, zwey andere gelegt werben, fo muß auch der 
Durchſchnittspunkt von diefen mit dem Durchſchnitts⸗ 
. punft von jenen zuſammenfallen. 

. 47. Lehrſ. Wenn zwey gerade Linien AB, 
CD auf einer dritten MN Tentregt tehen, X 
find jene parallel . 
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Bew. Denn man verlängereABnadE, und CD 
nach F, fo-find auch EB und FD auf MN’ fenkrecht, und 
Definden ſich vollkommen in bemfelben Verhältniß, wie 
AB und. CD, fomwohl.gegen einander, al& gegen MN. 
Was .alfo auf der einen Seite von MN gefchieht, das muß 
auch auf der andern geſchehen; denn es ift durchaus Fein 
Grund vorhanden, warum hier eine Abweichung ſtatt fins 
den folte. Schneiden alfo die Linien AB und CD, ge 
nugfam verlängert, einander, d. h. convergiren fie, fo. 
‚müffen auch EB und FD comvergiren, und, genugſam 
verlängert, einander fchneiden. Es iſt aber unmöglich, daß 
zwey gerade Linien einander in zwey Punkten ſchneiden 
(39, 3.35 Folglich koͤnnen AB und CD nicht convergiren. 

Eben fo wenig koͤnnen fie divergiren; weil dann auch 
EB und FD eben fo gut divergiren müßten, und es un: 
möglich ift, daß zwey gerade Linien nach beyben Seiten 
zugleich divergiren (21.). Können fie aber weder con- 
vergiven, noch bivergiven, fo find fie parallel. 





1. Zuſ. Zwey gerade Linien, die einander ſchneiden, 
koͤnnen auf einer dritten nicht zugleich fenfrecht flehen. 

2 Zuſ. Bon einem Punkt außerhalb einer geraden 
Einie ift nur ein einziges Perpendifel auf dieſe möglich, 

48. Lehrf. Wenn von zwey ygaratleiın 2% 
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en AB und CD die eine, AB, auf einer brits 
a, MN, ſenkrecht if, ſo iſt es auch dieandes 
‚CD. - 

Bew. Gefegt CD wäre nicht fenfrehtauf MN, fo 
»DE ſenkrecht. Alsdann wäre DE || AB (47.), Durch 
aPunft D aber fönnen nicht zwey verfchiedene Linten mit ' 
3 parallel gehen (39, 4.)3. folglich kann DE von CD nicht 


efehieden ſehn; folglich ift CD ſenkrecht auf MN. 
Das Zeichen I bedeutet parallel. 


* 


4 — 





49. Lehrſ. Wenn in zweyDreyecken eine 
eite und diedaran liegendenWinkeilgleich 
nd, ſo koͤnnen bieDreyede einanderdeden, 
ıd find folgli in allen ihren Seiten und 
'inteln einander glei, *) 


Bew. Es ſey in den Dreyecken ABC und abe die 

eite AB = der Seite ab; der Winkel A— dem Winkel a, 
d B=b; man denke fidy alddann, ed werde dad Dreyeck. 
c fo auf ABC gelegt, daß ab auf AB falle, fo muß auch 
auf AC fallen, weila=A iſt; und bc auf.BC, weil b 
:Bift; folglich muß auch c auf.C fallen (46. Zuf.). Die’ 
reyede deden aljo einander, und es iſt auch AC=acz 
D=bce; C=c. 


”) Diefer Sas ift hier nur als ein Lehnſatz zu betrach⸗ 
I, und gehört eigentlich in den folgenden Abſchnitt, In⸗ 
ſſen läßt er ſich auch Hier vollſtaͤndig beweiſen, und iR 
m Behuf des folgenden Satzes noͤthig. — 
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A —“ 
Zuſ. In Dreyecken, bie einander decken Finnen, 
Yiegen bet. gleichen Winkeln die gleichen Seiten, und dem 
gleichen Seiten die gleichen Winkel gegenüber. : 
50. Lehr Wenn zwey gerade Linien, AB, 
CD, von einer britten, MN, unter gleichen. 
Winktelngefhnitten werden, d.h. fo, Daß ber 
Winkel CFN=SAENIf, fo find AB und CD 
parallel, | 





Bew. 63 fey der Punkt o die Mitte der Linie ER, 
‚ und durch ihn eine Linie mn ſenkrecht auf AB gezogen, 
fo entftehen zwey Dreyedfe Emo und Fno, bie einander 
decken können (49). - Nun ift der Winfel bey m ein rech⸗ 
ter, folglich auch der Winkel bey n (49. Zuf.). Die Linien 
AB und CD ftehen alfo auf mn ſenkrecht; folglich ſind 
ſie parallel (47.). 
1. Zuſ. Der Winkel mEo ift — Fo, ober es iſt 
AEF==DFE; folglich) I ud var Bit BEFA CFE 
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(42, 2. Zuſ.). Wenn alfo zwey Einen AB, CD, von einer 
yritten, MN, fo gefchnitten werden, daß der Winte AEF 
— DFE, und ber Winkel BEF= CHE ift, fö find 


ie Linien AB’ und CD parallel; und bie gie 


iannten Winkel find Wechfelswintel. 

2.3uf. Wenn OFN=AEF, fo iſt au CFE-+ 
AEF—IN.; ingleichen DFE +BEF=2NR,, Wenn 
ılfo zwey. Linien, AB, CD, von einer britten, MN, fo 
zeſchnitten werben, daß bie beyden innern Winkel auf jes 


der Seite der fchneidenden Linie zufammen = IR: find, 


fo find bie Linien AB und CD parallel: 

Anmerf. Die drey ih dem vorftehenden Lehrfaße und 
den beyden Zufäßen enthaltenen Saͤtze hängen fo genau zus 
fommen, daß aus jedem derfelben die beyden andern fol- 
gen.‘ Ein jeder derfelben ift daher hinreichend, den Parals 
lelismus zweyer Linien zu begründen. 


51.Lehrf. Wenn zwey Parallellinien von 


einer dritten geraden Linie durchſchnitten 


werden, fo find 1) die correfponbitenden 


Winkel einander gleichz die Wehfeläwins 
fel einander gleich; 3) die. beyden innern 


Winkel auf jeder Seite der fihneidenden ki- _ 


nie zufammen =2 R. 


Bew. Wenn die Parallelen AB und CD von MN. 


durchfchnitten werben, fo muß 4) CFN = AEF feyn: 
Derm gefest,. diefe Winkel wären nicht gleich, To ſey LEN 
=AEF. AlödahniftKL || AB (50.): Es fol aber auch; 
nach det Vorausſetzung, CD |] AB ſeyn; folgli muͤßten 


⸗ 


dürch den Punkt F zwey verſchiedene Linien mit AB paral-⸗ 


Il geben, welches unmöglich ift (39; 4); folglich kann 
LFN nicht von CFN verſchieden ſeyn; oder es iſt OFN 
= AEF:.. - 

%) CFN=AER, ſo iſt auch EFD—= = ÄEF, weil 


EFD=CFN ift(44.): Eben fo erweiſt ſich, HECKE 
=BEF iſt. Alſo find die Wechſelswinkel einander aa. 


Sried Maibemaiit 6. Aufi. 


+ 
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3) Es ECFN-LOFEAR. (42.). Da nun. 

== AEF ift, ſo iſ auch AEF--CFE=2R. Folgli 
auch BEF +EFD=2R. Alſo find die innern & 
auf jeder Seite der ſchneidenden Linie zufammen = 





Anmerk. Der vorhergehende Lehrſatz nebft feinen 
den Zufäßen, und diefer, der dad Umgekehrte ve 
nen enthält, machen die Hauptfähe der Lehre von den 
vallellinien aus. Sie drüden die hHarafteriftif 
Merkmale des Parallelismus gerader Linien aus. — 
einigen wird auch noch die Gleichheit der äußern X 
ſelswinkel (mworunter man die Winfel CFN und |] 
ingleichen DFN und AEM verfteht) dazu gerechnet, di 
aus dem Gefagten fehr leicht folgern läßt. 

So einfach indeß und unbeftreitbar gewiß diefe € 
find, fo ſchwer iſt eg doch, fie insgefammt auf ausgem 
geometrifche Wahrheiten zurüdzuführen. Man ift dabe 
Annahmen genöthigt, ‚die zwar an fich betrachtet nid 
rig find, aber doch nicht die Evidenz befigen, die man 
geometrifchen Grundfäßen fordert. In diefer Ruͤckſicht 

die Theorie der Parallellinien immer einen Anſtoß gegı 
und ift bie auf den heutigen Tas noch nicht ganz aufs 
ne gebraiht. Man hat «eine beträchtliche Anzahl von ' 
fuchen darüber, von denen aber feiner für ganz gelu: 
anzufehen ift. Zur Beurtheilung derfelben vergleiche 
Flügels treffliheDifertation ‘Conatuum praecipnorum t 
riam parellelarum demonstrandi recennio. Sirüng. IR, 


I 


ner Voit'é Abh. Percursio conat. demenstr. parallelarım 
theor. de iisque judiciam. Gotting. 1802. 8; Wahl's Dissert. 
mathem. Symbolas ad .epicrisin theoriarum parallelas spectan- 
tiom conjinens. Jen. 1823. 4; Jacobi's afaden. Preis: 
ſchrift: De undecimo Euclidis axiomate judieium. Jen. 1824. 4; 
ingl. Hoffmann's Eritif der Parallel: Theorie, 1. Thl. 
Gen, 1807: 8. on 

1. Zuſ. Wenn zwey gerade Linien, AB und LR, 
die nicht parallel find, von einer dritten, MN, 
Durchfchnitten werden, fo find die innern Winkel, auf der 
Seite, auf welcher die Linien convergiren, zufammen Hei: 
ner als 2 R., und auf der Seite, auf welcher die Linien 
Divergiren, größer ald IR. Ä 

2. Zuſ. Umgekehrt, wenn zwey gerade Linien, AB 
und LK, von einer dritten, MN, durchfchnitten werben, 
und die Innern Winkel auf der einen Seite der fehneiden- 
ben Linie find zufammen — 2R., fo convergiren Die Li⸗ 
nien auf diefer Seite, und divergiren auf der andern, 
auf welcher fie > AR. find. “ 

Dieſer Satz macht Euklids berüchtigten eilften Grunds 

ſatz aus. | 

52. Lehrf. Wenn zwey gerabefinien, AB, 
CD, einerbritten, EF, in derfelben Ebene 
parallel find, fo find fie einander ſelbſt pas 
‚rallel, 
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Bewr Man durchfchneide alle drey Einien dur 


eine vierte, MN, fo ift 
Ä 1) ber Winkel x = y 51.) 
9 der Rinfel x = z (51.) . 
folglich der Winkel y — z (39,8); 
folglich ift AB || CD (50.). | 





Anmerk. Die Linie EF kann aud zwiſchen den kinien 


AB und CD liegen: 


Es ergibt ſich aus diefem Cake, daß, wenn man eine 
noch ſo große Reihe von Linien bat, von denen jede der 
ihr gunächft liegenden parallek ift, fie alle einander parallel 


laufen. 


53. Lehrſ. Die Summe der Winkel inei- 


nem Dreyeck iſt = IN. - 








2 C D 
Bew. Man verlängere in dem Droped A ABC eine 
Site, BC, auf eine unbeflimmte Weite nach D hin, und 
den?e fich durch C eine Parallele CE mit AB gezogen, 
fo ift x der Wechfelöwinkel von A, und o ber torreſpon⸗ 
dirende von B; folglich ift 
A X 
B=o 
.. mnd_ACB = ACB 
folglich A+ B + ACB = x of ACH (39, 9), 
Nunitix+o + ACB—= NR. (42%, 5 Bhf) 
folglich tt AB + ACb = 2: 
1. Zuſ. Da A— x 
und B = 0 iſt, 
ffA+B=x-+o = ACH; 
d. h. der äußere Winkel eined Dieyedd iX (eg 


_umgT 
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groß als die beyden innern gegenuͤberſtehen— 
den zuſammengenommen. 

2. Zuſ. Der aͤußere Winkel eines Dreyecks iſt groͤ⸗ 
ßer, als ein jeder der beyden innern gegenuͤberſtehenden. | 

3. Zuſ. Durch zwey Winkel in einem Dreyeck 
wird auch die Größe des dritten beftimmt. J 

4. Zuſ. Wenn in zwey Dreyecken zwey Winkel 
gleich ſind, ſo iſt es auch der dritte. 

5. Zuſ. In einem Dreyeck kann nicht mehr als ein 
rechter, und nicht mehr als ein ſtumpfer, nie aber ein 
rechter und ein ſtumpfer zugleich enthalten ſeyn. 

6. Zuſ. Wenn alle drey Winkel eines Dreyecks 
einander gleich find, fo iſt jeder = FR. 


— — — — — — 


Zweyter Abfſchnitt. 
Bon der Gleichheit der Dreyecke und einigen da- 
mit verwandten Öegenfländen, 





54. Erklärung. Gleichheit der Dreyede kann in 
mehr als einem Sinn genommen werden: man kann da⸗ 
runter Gleichheit ihrer Größe, d. i. ihres Slächeninhalts 
perftehen, wobey ihre Geſtalt verfchieden feyn kann; oder 
man kann Gleichheit der Beftalt — was fonft Aehnlich⸗ 
Eeit genannt wird — dadurch bezeichnen, wobey bie Größe 
verfchieden feyn kann; oder endlich man kann Gleichheit 
der Größe und Geftalt — Congruenz — dadurch ans 
beuten. Die letztre Art von Gleichheit ift die vollkom⸗ 
menfte. Sie findet nur da flatt, wo die Seiten und Win⸗ 
tel des sinen Dreyecks den Seiten und Winkeln des an: 

dern gleich find. Im dieſem Fall koͤnnen bie Dreyede 
einander beden. 
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| 


Obgleich ein Dreyed! aus drey Seiten und Drey Bits 


keln befteht, fo läßt fich Doch nicht auß jeden drey geraden 
Linien und drey Winkeln ein Dreyeck zufammenfegen; fons 


bern bie Befchaffenheit einiger diefer Stüde zieht Die der | 


andern nah fih, Man nennt aber diejenigen Stüde, 
welche zur Conftruction eined Dreyecks gegeben feyn müs 
fen, und von welchen die Übrigen abhängig find, bes 
-‚flimmende Stüde eines Dreyecks; und dieſe find 
verfchieden, je nachdem man nur die Größe des Dreyecks, 
oder feine Geftalt, oder beydes zugleich beruͤckſichtigt. 

| Wenn zwey oder mehrere Dreyede in ben beftims 
menden Stüden mit einander übereinflimmen, d. h., wenn 
die beftimmenden Stüde des Dreyedes in ihnen glei 
find, ſo find die ganzen Dreyede in der Rüdficht, in 
welcher die Stüde beftimmend find, einander gleich, 


In diefem Abfchnitt ift nur von der vollfommenen 


Gleichheit — der Congruenz — die Rede, die unter allen 
am leichteften zu erfennen ift. Es entfteht daher. die Fra⸗ 
ge, welches die beflimmenden Stüde eines Dreyecks in 
Abficht auf feine Größe und Geftalt find, oder, in web 
henStüden zwey oder mehrere Dreyedemit 
einander übereinffimmen müffen, um an Groͤ⸗ 
‚Be und Geftalt einander gleich zu feyn. Diefe 
Frage wird durch die nachfolgenden Säge beantwortet. 
55. LKehrſ. WenninzweyDreyeden zwey 


— 


Seiten und der von dieſen eingeſchloßneWin⸗ 


kel gleich ſind, ſo ſind die ganzen Dreyecke 
einander gleich. | 

Bew. Es fey in den beyben Dreyeden ABC und 
abc die Seite AB=ab; AC==ac, und ber Binfel A= 
as; man denke fich alsdann, es werde dad Dreyeck abc auf 
ABC gelegt, und zwar fo, daß aauf Aund b aufB fällt, 
fo muß auch ac auf AC fallen, weil ber Winkel a—A 


iſt; und c aufC treffen, will aaa. Bumce - 
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baufB, und c auf C fällt, fo muß auch cb auf CB 
fallen (39, 1.). Alſo decken beyde Dreyede einander, 


und find folglich einander gleich und aͤhnlich. 


N uhr me 2. 55 - 


eg 


c 


A B « 


deden Fönnen, den gleichen Seiten gleiche Winkel, und 
den gleichen Winfeln gleiche Seiten gegenüber liegen. 
2. Zuſ. Wären die Seiten AB, AG, ab und ac 
alle unter. einander gleich, folglich die Dreyede gleich: 
ſchenklig, fo würden die Dreyede auch einander deden, 


. wenn man fie ſo auf einander Iegte, daß ac auf AB. und 


ab auf AC fiele — welches möglich ift, weil der Winkel a 


ſich immer gleich bleibt, von welcher Seite man ihn auch 


betrachtet. — Alddann würde der Winkel c den Winkel B, 
und b den Winkel C deden. Da aber auh — C, ımd 
b=B if, fo folgt, daß die Winfelander Grund⸗ 
Linieeines gleichfihenkligen Dreyeds einan⸗ 
der gleich find. 

3. Zuſ. In einem gleichſeitigen Dreyede find alle 
drey Winkel einander gleich. 

Wenn in zwey Dreyeden zwey Seiten gleich, der eins 
gefchloffene Winkel aber ungleich ift, fo fünnen zwar die 
Dreyecke nicht congruent, wohlaber an Größe einander gleich 
feyn. Vergl. 77, 1. Zuf. 

56. Anmerfung. Hierher gehört auch der obige 
Lehrſatz, daß Dreyede einander gleich find, wenn eine 
Seite und die daran liegenden Winfel einander gleich 
find (49.). Det aber. Iäßt fic noch. hinyuktigen, Vak in 


N, 


e u wu 
IN; 


2. Zuſ. Auch, hier zeigt ſich, was fihon oben (49,' 
Zuf.) gefolgert wurde,. daß in Dreyeden, bie einander 


N 
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Dreyede auch alsdann noch‘ gleich find, wenn, anffatt | 
des. einen an der gleichen Seite liegenden Winkels, in 
beyden Dreyeden der ihr gegenüberfiehende Winkel 
geſetzt wird. Denn es folgt alsdann ſchon, daß auch der - 
dritte, nehmlich der anliegende, Winkel in beyben Drey⸗ 
ecken gleich ſeyn muß (53, 4. Zuſ.). 

Haben die gleichen Winkel in beyden Dreyecken nicht ei⸗ 


nerley Lage gegen die gleiche Seite ‚ fo find auch die Drey⸗ 
ede einander nicht gleich. 


57. Lehrf. Wenn in zwey Dreyeden alle 
drey Seiten bed einen den drey Geiten des 


andern gleich find, fo find big ganzen Drey 
ede einander gleich 





Bew. Es ſey in den beyden Dreyecken ABC und 
abe (man ſ. die Figur zu 55.) AB=ab, AC=ac und 
BC=be; man denke fi) die Dreyede fo an einan 
ber gelegt, daß ab genau an AB liegt, mie in beyfte: 
bender Figur, und siehe Cc , ſo find die Dreyecke CAc 


ı-y 


.5=2[65, 2. 3uf) 
folglich x xfo o=y-'u, di der Winfel 
 ACB=acb. Da nun auch die dieſe Winkel einſchlie⸗ 
ßenden Seiten, der Annahme zufolge, gleich ſind, ſo find 
bie ganzen Dreyecke, ABC und abc, einander gleich (55.). 
Werden die. Dreyeke mirigrer. ardaten Seite an 


\ 


⁊ 
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ander gelegt, fo fallt Ce immer innerhalb derſelben, wie 
r, Sonſt kann diefe Linie. bisweilen auch in die Seiten 
Preyede ſeibſt, oder außerhalb derſelben fallen. Die 
weiſe fuͤr dieſe Falle laſſen ſich leicht von dieſem ableiten. 

58.Lehrf. Von zwey Winkeln eines Drey⸗ 
8 iſt derjenige ber größte, welcher der 
dften von ben beyden gegenüberliegenden 
eiten gegenüberfteht. 


C 


Bew. Es fey in dem Dreyed ABC bie Seite 
B->BC, fo muß. auch der Winkel ACB>A feyn. 
enn man mache BD=BC und ziehe CD, fo iſt x —y 
5, 2. Zuſ.). Kerner ft y>A (53, 2. Zuſ. 5 folg: 
h auch x>A. Da nun ACB>x iſt (39, 6.), fo 

um fo mehr ACB>A. 

Zuf. Der’ größte Winkel in einem Dreyeck über: 
upt fleht der größten Seite deſſelben gegenüber. 
59, Lehrſ. Von zwey Seiten eines Drey- 
ks ift diejenige Die größte, welche dem größ- 
n der beyden gegenüberliegenden Winkel 
egemüberfteht. 

Bew. Es fey in dem Dreyel ABC (vergl. die 
rhergehende Fig.) der Winkel C>A, fo muß aud 
e Seite AB>>BC feyn. Denn gefest, es wäre AB 
:BC, fo müßte au) C=A feyn (55, 2: Zuſ.); und 
are BC>>AB, fo müßte A>C feyn (58.); beydes 
er ift gegen die Vorauöfegung, daß CA feyn folle; 
Iglih muß AB>> BC ſeyn. 

1. Buf.- Die größte Seite in einem Drryede üher- 
upt flebt dem größten Winkel defielben gegenüber, 
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alfo au) AC4CE-HEB>AD-+DB 
d. i. ACHCB>AD-}DB. 

63. Lehrſ. Das Perpendikel ABifk unter 
alten Linien, die von Anach ber fnie MN ges 
zogen werden Bönnen, die kleinſte. 

Bew. Dan ziehe irgend eine andere Linie von A 
nach MN, z. B. AC, fo ift ABC ein rechtwinkliges Dreye 
und der rechte Winkel in B, folglich AC> AB (59,2. Zuſ) 
Alſo ift AB kleiner ald jede andere Linie von A nach. MN. 


A 


‚ne * 


4 . 
N d BECDE Y 


1. 3uf. Dad Perpendifel AB mißt ben Ab ſtand 
des Punktes A von der Linie MN. 

2.3uf. Gift AD>AC; AE>ADu.f.w.d.h. 
je weiter fi} Die Linien, die von A nach MN gezogen wer: 
ben fünnen, von dem Perpendikel AB entfernen, deſto 
größer werten fie. Denn die Winkel o, u, r find ſtum⸗ 
pie Sinkel. felglich find die Eeiten, die ihnen gegenäber: 
ſteden, größer, als bie, welde ihren Nebenwinkeln ges 
genüberlicgen. 

3. 3ui. Auch die Winkel o, a, r werben immer 
größer, und idre Nebenreinfel immer Meiner, je weiter 
Vie Linie, an weicher fie liegen, fi} von dem Perpenbi: 
fa entferat G3. 2. Juin. 

4. Iul. Avi deedea Eciten des Perpenbifels AB 
Far Tergenigen izien von A nat AS daumen ih, die 
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ach gleich entfernten Punkten von B gehen. 3.8. wenn 
3d— BD ift, fo ift Ad=AD (55, 1. Zuf.). 

5. Zuſ. Die Winkel, die auf beyden, Seiten bes 
Derpendikels AB an gleichen Linien liegen, ſind einans 
yer gleich. 

6. Buf. Tür jede Linie von beftimmter Größe, die 
jedoch größer als AB feyn muß, gibt es auf jeder Seite 
bes Perpendikels AB nur einen einzigen Punft in der Lis 
nie MN, nach welchem fie, von A aus gelegt, hinpaßt. 

7. Zuf. Auch für jeden MWinfel von beftimmter 
Bröße gibt eö auf jeder Seife de3 Perpendikeld AB nur 
inen einzigen Punkt in der Linie MN, in welchem er 
urch die Linie von A aus gebildet wird. 

64. Lehrſ. Wenn in zwey Dreyeden zwey 
Seiten und der Winkel, welcher der größten 
‚on biefen beyden.gegenüberliegt, gleich ſind, 
o find die ganzen Dreyecke einander gleich. 





B DE — 


Bew. Man ſetze, es ſey von dem Dreyeck ABC. 
ie Seite AC, AB und der Winkel B, ald der größern 
Seite ACT gegenüberliegenb, gegeben, fo ift das ganze 
Dreyeck dadurch befliimmt. Denn 1) ift durch den 
Binfel B die Lage der Seiten AB und BC gegeneinander 
eflimmt; 2) ift durch Die Länge von AB der Abftand des 
Punktes A von det Linie BC beftimmt: . Man denke ſich 
rauf das Perpendikel AD auf BC oder die Verlängerung 
Kefer Linie gefaͤllt — (demn es fällt entweder innerhalh, 
‚er außerhalb; oder in die Seite des Dieyeta \clıt, 
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je nachdem ber Winkel B ein ſpitzer, oder ſtumpfer, ober 
rechter ift) — fo gibt es für eine Linie = AC auf jeder 
Seite ded Perpendikels nur einen einzigen Punkt in, der 
Linie BC, in welchen jene Einie fallen fann (63, 6. Zuf.). 
Alſo ift 3) hurch die Länge von AC auch der Punkt C in 
der Linie BC, und folglich BC felbft, beftimmt. Auf die 
andere Seite bes Perpendikels kann AC hier nicht fallen, 
weil es ald die größre Seite fich weiter ald AB vom Pers 
pendikel entfernen müßte (63, 2. Zuf.), und dann Idge 
der Winkel B außerhalb ded Dreyedd, gegen die Vor⸗ 
ausfeßung. Iſt aber dad Dreyeck ABC durch die drey 
genannten Stuͤcke beftimmt, jo müffen alle Dreyede 
einander gleich feyn, in welchen dieſe Stüde einander 
gleich find. 

1. Zu ſ. Wenn ein Kathete und die Hupotenufe 
eines rechtipinkligen. Dreyedd einem Katheten und ber | 
Hypotenufe: eined andern glei find, fo find die ganzen 
Dreyecke einander gleich. 

2, Zuſ. Wenn zwey Seiten AC, AB und be 
Winkel C, als ber Eleinern Seite gegenüber, 
liegend, gegeben find, fo laffen fih zwey verſchie⸗ 
dene Dreyede, aber auch nicht mehr, daraus’ conflruis 
ven, nehrnlich: 1) dad Dreyed ABC; 2) dad Dreyed 
AEC, in weldem AE = AB ift. Daß dieſes letztre, 
und ſonſt keines, moͤglich ſey, erhellet aus 63. 6. Zuſ. 

65. Lehrſ. Wenn in zwey Dreyecken zwey 
»Seiten gleich, der von dieſen eingeſchloßne 
Winkel aber in dem einen Dreyeck größer 
als indem andernift, fo ift auch die dritte 
Seite in jenem Dreyecke groͤßer als in 
dieſem. J 


‘ 
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Bew. Es ſey in den Dreyecken ABC und. abc 
AB=ab, AC = ac und ber Winfel BAC > bac. 
Man nehme an, der Winkel BAD fey = bac, made 
AD=AC = ac und ziehe BD, fo ift das Dreyed 
BAD = bac (55.), folglid BD= bc. Ferner ziehe 
man DC, fo ift 

der Winfel ADC = ACD (55, 2. Zuf.) 


Auch ift— —_ACD > BCD (39, 6.) 
folgid — — ADC > BCD 
Nun it— — BDC> ADC (39, 6.) 


alfo ift um ſo mebt— BDC > BCD,. Folglich ift 
BC>>BD (59,) und da BD — be ift, fo ift BC>bc. 


656. Lehrſ. Wennin zwey Dreyeden zwey 
Seiten gleich, die dritte aber ungleich iſt, 
fo ifl auch der ihr gegenüber fiehende Wins 
kel ungleich, und zwar ift er in demjenigen 
Dreyedeamgrößten, in welchem dieſe Seite 
am größten iſt. 

Bew. Es fey in den Dreyeden ABC und abe 
(m. fe die Fig. zum vorhergehenden Sag) AB = .ab, 
AC = ac und BE > bc, fo muß auch der Winkel 
BAC > bac feyn. Denn wären beyde Winkel einans 
der gleich, fo müßten die ganzen Dreyede einander gleich 
feyn (55.), folglich au BC = be, welches gegen ir 
Borausfegung if. Wäre aber der Wintl BAG —hac, 
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fo müßte BC <bc feyn (65.), ebenfalls gegen bie Vor⸗ 
ausſetzung. Folglich muß BAC > bac feyn. 
Anmert. Man darf aber nicht glauben, daß der Wins 
kel BAC in demſelben VBerhäaltniß größer wäre, als 
bac, in weldhem BC > bc ift. Eben fo wenig ift im vors 
hergehenden Fall die Seite BC in demſelben Verpält- 
niß größer,. als be, in welchem der Winkel BAC > bat iſt. 


67. Aufgabe: Ein gleihfchenkliges Drey: 
ed zu confiruirem 


m C_s 





A B. 


Huflöfung Man nehnie eine beliebige gerade 
Linie, AB, ald Grundlinie an, fehlage über derſelben 
aus Ä mit einer beliebigen Eröffnung des Zirfels, Am, 
die jedoch größer ald 3 AB feyn muß (61.), einen Bo⸗ 
gen, mn, und einen ähnlichen Bogen; rs, aus B mit 
der. Er öffnung des Zirkels Br— Am: Nach dem Punkt 
C, in welchem beyde Bogen einander ſchneiden, ziehe 
man darauf AC und BE, fo erhält man das verlangte 
Dreyeck. 

Bew. Ale geraden Linien von A nach mn find 
einander gleich; eben fo find es alle geraden Linien von. 
B nach rs, (37, 1:); Da nun Br = Am feyn fol, fo 
muß auch AC = BC ſeyn. Beyde Bogen aber müffen 
einander in irgend einem Punkte fchneideh; weit Am> 
2 AB ift: 

1. Zuſ. Sol dad Dreget üher Kunert wie 
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r, Linie errichtet werben, fo ſetze man dieſe an die 
le von AB. 

9, Zuf. Ueber einer gegebenen geraden Linie find 
aͤhlige gleichſchenklige Dreyede moͤglich. 

3. Zuſ. Wird Am AB genommen, ſo wird 
Dreyeck gleichſeitig. | 

68. Aufg. Ein Dreyeck zu verzeihnen, 
3; einem gegebenen Dreyeck, ABC, glei 
). 


Ü\ 





A A, 


Aufldf. Man ziehe ab = AB; befchreibe aus a 

einer Eröffnung des Zirkels — AC einen Bogen über 

und aus b, mit einer Eröffnung des Zirkel — BC, 
m andern. Nakggem Punkt ce, in welchem beyde 
gen einander fchneiden, ziehe man die Linien ac, bc, 
ift abc das verlangte. Dreyed, | 

Bew. Die Seiten ded Dreyecks abe find, zufols 
der Gonftruction, den Seiten des Dreyecks ABC gleich, 
jlich find beybe Dreyede einander gleich (57.). 

Zuf. Anftatt des Dreyecks ABC, können auch drey 
ien gegeben feyn, um ein Dreyeck daraus zu verfers 
em; nur müffen jede zwey berfelben größer feyn als 

dritte (61.). 

69. Aufg. Durch einen Punkt C einer 
taden Linie, MN, von unbeflimmter Groͤ⸗ 
‚eine andere dinie, AB, ſenkrecht zu zie 
n. . 
eries Mathematik 6. Aufl, x 
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r 





.D 





Aufisf. Manrmahe aus C mit einerley Eröf T- 
nung des Zirkeld zu beyden Seiten die Durchfchnitte D 
und E, befchreibe über DE ein gleichfchenkliged Dreyech 
“ DAE, (67, 1. 3uf) und ziehe durch A und C die Lin 
AB, fo ift diefe auf MN ſenkrecht. 

Bew. Die Dreyele ACD und ACE find einans 
der gleich (57.)5 folglich ift auch der Winkel o —=.u 
- 655, 1. 3uf.); folglich iff jeder = 1R.3 alſo AB auf 
MN ſenkrecht. 


1: Zuſ. Ein Perpendikel, aus der Spike eines I: 
gleichſchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie gezogem | 
halbirt nicht nur die Grundlinie, ſondern auch den iht 
gegenuͤberliegenden Winkel und das ganze Dreyeck. 

2. Zuf. Eine gerade Linie aus-der Spitze eines 
gleichfchenktigen Dreyecks auf die Mitte der Grundlinie 
gezogen, fteht fenkrecht auf biefer. 

70. Aufg. Dur einen Punkt c außer 
halb der geraden Linie, MN, ein Perpendp 
kel auf MN zu ziehen. | 
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Aufloͤſ. Man ziehe aus C zwey willkuͤhrliche Li: 
hien, CD und CE, nad) der Linie MN, ſchlage alsdann 
aus D mit einer Eröffnung des Zirkel = DC einen 
Bogen unterhalb MN; ingleichen aus E, mit einer Er- | 
Öffnung des Zirkels — EC, ebendafelbft einen andern 
Bogen. Der Durhfchnittöpuntt, F, beyder Bogen gibt, 
nebft dem. Punkt C, die Richtung des verlangten Per: 
pendifeld CF, 

Bew. Man ziehe DF und.EF, fo find die Drey: 
ede DCE und DFE einander gleich (57.)5 folglich ift 
auch ou (55, 1. Zuſ.). Ferner ift das Dreyeck CDG 
== FDG (55.); folglich ift au) x =y; alfo MN ſenk⸗ 
recht auf CF, und CF fenfreht auf UN. 

Die Nothwendigkeit eines Durchſchnittspunktes 5 
ber Bogen aus D und E ergibt fi daraus, daß DF 
+ EF> DE ift. 

71. Aufg. Eine gerade Linie in zwey glei: 
he Theile zu theilen. 

Aufloͤſ. Man befchreibe uͤber derſelben ein gleich⸗ 
ſchenkliges Dreyeck, und faͤlle aus der Spitze deſſelben 
ein Perpendikel auf die Grundlinie. 

Der Beweis gründet fih auf 69, 1. Zuſ. 

Zuf. Durd) fortgeſetztes Halbiren eines jeden Theils 
der Linie läßt fi biefe i in.d, :8,. 16, x. gleiche Ahele 
theilen. 

Er 
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Anmerk. "Eine gerade Linie in drey oder jede belidbi- 
ge Anzahl gleicher Theite zu theilen, wird im folgenden Ab⸗ 
ſchnitt gelehrt (ſoꝛ.). 

72 Aufg. Einen Winkel, A, in zwey glei 
che Theile zu theilen. 





Auftöf. Man nehme AB willtührlih, made AG 
— AB und ziehe BC, ſo ift BAC ein gleichſchenkliges 
Dreyeck. Alsdann ziehe man aus A die Linie AF fonds 
recht auf BC, fo halbirt diefe den Winkel A. 

Der Beweis ift ebenfalls in 69, 1. Zuſ. ent⸗ 


halten. 


Zu ſ. | Durch fortgefi etztes Halbiren eines jeden Theils 


kann der ganze Winkel auch in 4, 8, 16, x. gleiheXiheile |: 
‘ getheilt werben. 


Anmerk. Einen Winkel ın drey gleiche Theile zu theis 
{en ift ungleich fhwieriger, als eine ‚gerade Linie auf diele 
Art zu theilen. Diefe Aufgabe (problema trisectionis anguli) 
hat daher ſchon die alten Mathematiker viel befchaftint, 


und es ift erweislich, daß fie fich nicht vermitgekft des Kreis . 


fes und der geraden Linie, auf eine-gepmetrifche Weife, aufs 
Löfen lafle. Gleichwohl hat man eine Menge mißlungener 
Verſuche, fie auf diefe Art aufzulöfen. Einer der beiten von 
diefen, d. h. welcher der Wahrheit fehr nahe kommt, ift der 
von Albredt Dürer) den Käftner m feinen Geo 
metr. Abhh. 1fte Samml. ©. 241. ff. befchreibt, wo ev 
jedoch Durch einen Rechnungsfehler bey weitem nicht fo vor⸗ 
theilhaft erfcheint, als er wirklich ift. Uebrigens iſt dieſe 


Aufgabe einerley mit der Aufgabe: einen Bogen in. 


drey gleiche Theile zu rgeiten, Man vergleiche das 
Ber unten $. 142. Unmat, 


»> 
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73. Aufg. Einen gegebenen Winkel, a, 
an eine gerade Linie, AB, in dem Punkt A 
zu. tragen. 





7 AD RB 


Aufldf. Man- ziehe. zwiſchen den Schenkeln des 
Winkels a die beliebige gerade Linie be, mache darauf 
AD = ab, ſchlage aus A mit einer Eröffnung des Zir: 
feld —.ac einen Bogen: tiber. AD, und aus D mit ei: 
wer Eröffnung. deö Zirkels — be einen andern Bogen, 
ber jenen in C durchfehneidet, endlich ziehe. man, eine. ges 
rabe Linie dusch A und. C,. fo iſt DAG der. verlangte 
Winkel. 
Bew. Man. ziehe CD;,.fv. iſt das Dreyeck ADC 
==. abe (68..und 57.), und der Winkel A 65 
1. Zuſ. * | 
Buf. Um ein Perpendifel auf‘ das Ende. einer ge⸗ 
raden ‚Linie. zu errichten, kann man erſt ein Perpendifel 
in.emem beliebigen Punkt einer andern Einte- errichten, 
und dann den rechten Winkel an das Ende der erftern Li⸗ 
nie, übertragen. (Bergl. unten 154). 

Anmerk. Da das Uebertragen der Winkel fo Häufig 
nothwendig. wird, fo hat man zur Erleichterung deflelben 
noch eine andere Methode, die fih auf die Lehre vom Kreife 
gründet, und darın befteht; daß man zwifchen- die Schenkel 
des Winfels mit einer beliebigen Eröffnung des Zirfels einen 
Bogen ſchlaͤgt, alsdann aus.A mit derfelben Eröffnung eben⸗ 
fallö einen Bogen von unbeftimmter Größe,. der die Tinie 
AB-trifft, darauf die Sehne der erftern Bogens mißt, und 
fie auf den andern Bogen aus dem Punkte, wo er die. Livie 
AB trifft, überträgt; der andere Punkt, in welhen ie . 
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Sehne mit dem Bogen zuſammenfaͤllt, gibt mit dem Punkt 
A die Richtung für den andern Schenkel des Winkels. — 
Ein mechanifches Hülfsmättel zur Webertragung der Wintel 
ift der Trangporteur. 


74. Aufg Durch einen Punkt C eine ki 
nie mit AB parallek zu ziehen. 


° 


A ce N 
ee \ / 


47 7, B- 


Aufloͤſ. Man ziehe: aus C eine gerade Amie, CD, 7: 
willkuͤhrlich nach AB, und mache den Winkel DCM = |; 
‚CDB, fo iſt CM oder MN || AB, 


Bew. Berlängert man die Linte-CD nach beybeh 
Seiten hin, ‘fo werden die Einien MN und AB fo von 
ihe gefchnitten, daß die Winkel MCD und BDC gleich 
find; folglich find die Linien parallel. (50, 1. Zuf.) 

Anmerf. Man hat auch verfchiedene mechanifche Hülfd« 
mittel, um Yarallellinien zu ziehen; dergleichen find dad 
Parallet:-Lineal, dad Anſchlag⸗Lineal in Ber 
bindung mit einem Reißbret, und das seatwinttige 
Dreyeck nebft einem guten Lineal, 


75. Aufg Wenn zwey gerade Linien, a 
und b, und ein Winfel, c, gegeben find, ein 
Parallelogramm zu verfertigen, das pie ges 
gebenen Stüde enthält. 


Auflöf. Man nehme eine gerade Linie AB'—= a, 
trage an A den gegebenen Winkel c (73.), mache AC 
= b, und ziehe CD || AB, und BD || AC (74,2: ſo 
if AD Das verlangte Parallelogramm. 
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Der Beweis ergibt ſich aus der ; Gonfirction von 
felbſt. 

76. Erklaͤrun g. Eine gerade Linie, die inner⸗ 
halb einer geradlinigen Figur von einem Winkel zum 
andern gezogen wird, ohne mit der Seite der Figur zu⸗ 
ſammen zu fallen, heißt eine Diagonale oder Di a⸗ 
gonallinie. 

77. Lehrſ. Ein Parallelogramm wird, | 
durch die Diagonallinie in zwey, Bleiche 
Drepece getheitt, 


c D 





4 B 


Bew. Man ziehe in dem Parallelogramm A AM. die 
Diagonale BC, fo ift 
BC = BC 
oO — 
= m als Wechfelöwintel . 


folglich das Dreyed BCD — ABC (49.). 
. 1. Inf. Bieht man flatt BC"die Diagonale AD, 
fo ift aud Dr. ABD = ACD; folglich jeved Kal Ver 


x 
ze 
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Hälfte des Parallelogramms, folglich auch dem Dr. ABC 


und BDC an Groͤße gleich, obwohl nicht an Geſtalt. 

2. Zuſ. Da das Dreyeck BED — ABC iſt, fo iſt 
auh BD=AC, und CD= AB (55, 1. 3uf.), d.h. 
Die gegenüberflehbenden Seiten eines Parab 


Jelogrammöd, oder, Parallelen zwifhen Pa | 


Trallelen find einander gleich. 

3. Zuſ. Darom=u 

und.x = y ifl, 
fit audo+x=u-+y (39, 9.) d. CB, 

Und aus der Gleichheit der Dreyede folgt auch, daß 
Az=Dif. Folglich find in einem Paralle 
logramm bie fhräg gegenüberliegenden 
Winkel einander gleid. . — 

4. Zuſ. Durch einen einzigen Winfel eines Pas 
rallelogramms werden alle Winkel deffelben beſtimmt. 

5. Zuſ. Die Summe aller Winkel in einem Po⸗ 
rallelogramm iſt — 4 R. 

6. Zuſ. Die Summe der Winkel. in jedem Bier: 
ed iſt— 4R., da ed dur) die Diagonale in zwey Drey: 
ee getheilt wird. 


78. Erflärung. Wenn in einem Parallelogramm 


alle Seiten einander gleich und alle Winkel rechte find, 


fo heißt e8 ein Quadrat (quadratum); find zwar 
alle Seiten gleich, aber die Winkel fchief, ſo heißt e8 eine 
Raute (rhombus); find die an einander floßenden 
Seiten ungleich, und alle Winkel rechte, fo heißt, es ein 
Rechteck (rectangulum); find endlich, bey ungleichen 
an einander ftoßenden Seiten, die Winkel ſchief, fo heißt 
ed ein Rhombotd (rhoamboides). 


79. Lehrf. Die beyden Diagonalen eis 
ned Parallelogramms halbiren einander ge⸗ 
genſeitig. | 


L ⸗ ” 
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A B 


Bew. In dem SParallelogramm ABCD ift Dr. 
AEB==CED, weil AB=CD (77, 2.3uf.) o=u; x=y, 
als Mechielöw. dolglich iſt auch EB EC; AE=DE 
(49, Zuf) 

1. Zuſ. Eben fo ift au Dr. AEC= BED, 

Aus 109, 1. Zuf. erhellet, daß alle vier Dreyede einan⸗ 
der gleich ſind. 

2. Zuſ. Jede gerade Linie, zwifchen den gegen⸗ 
uͤberſtehenden Seiten eines Parallelogramms, durch die 
Mitte der Diagonalen gezogen, theilt das Parallelogramm 
in zwey gleiche Theile. 

80. Lehrſ. Wenn in einem Viereck die 
beyden Diagonalen einander gegenſeitig 
halbiren, fo iſt es ein Parallelogramm. 

Bew. Es ſey in dem Viereck ABCD (ſ. die vor⸗ 
hergeh. Fig.) AE=DE; BE CE, fo ift.aub Dr, 
AEB— CED; und Dr. AEC— BED (55.)5 folglich 
o=u, und r=a; und daher AB || CD; und. AC || BD 
(50, 1. 3uf.). 

81. Lehrf. Wennin einem Viered die ges 
gehüberftehbenden Seiten einander gleich 
find, fo find fie aud) parallel, und die Fi: 
gurift folglich ein Parallelogramm. 

Bew. Ei ſey AB = ED (m. f. die Fig. zu 77.); 
AC = BD; man ziehe die Diagonale BC; alddann iſt 

das Dr. ABC=BCD (57); folglich der Wirte xy, 


/ 
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beyden einander gleich. Folglich ift die. Summe: aller 
Glieder der.erften Reihe um 2 größer, alö die Summe der 
britten Reihe. Alſo iſt Die Summe der Seiten =p-+-3. 

Die Summe der Dreyede, welche durch die Diago: | 
nalen gebildet werden, ift alfo um 2 Eleiner, als die An- 
zahl der Seiten der Figur. j 

1.3uf. Bezeichnet man die Anzahl der Seiten einer 
geradlinigen Figur durch n, fo ift die Anzahl der Dreyede, 
welche durch die Diagonalen gebildet werden = n— 2. 

2. Zuf. Die Anzahl der Diagonalen in einer Fis 
gur ift, wenn. fie einander nicht fhneiden, um 3 Eleiner, 
als die Anzahl. der Seiten. Iſt dicfe alſo n, fo ift 
die Anzahl der Diagonalen = n. — 3. 

3. Zuf. Hebt man die Einſchraͤnkung auf, daß bie 
Diagonalen einander nicht ſchneiden, fo ift die Anzahl aller 
Diagonalen in einer Figur von n Seiten = 2.0 >» 
Denn man kann von jetem Winkelpunkte aus, wie von A, 
(a — 3) Diagonalen ziehen. Dieß gibt in einem n ed 
n..(n—3) Diagonalen. Von diefen aber fallen je zwey 
zwifchen denfelben Punkten in eine zufammen;. 3. B. bie 
won. A. nach C mit der von C nach Az daher reduzirt fich 


diefe Anzahl auf die Hälfte und wird = N 


4. Zuſ. Rechnet man zu der Anzahl aller Diago- 
nalen noch bie Anzahl der Seiten der Figur felbft hin- 


zu, fo erhält man a —— 


_m—3n42s _nn—n v.— U 

— 2 — 2 So 
groß iſt alſo die Anzahl aller geraden Linien, die zwiſchen 
n Punkten, von denen nicht mehr als zwey in. einer ges . 
raben Linie liegen, möglich find. — Man kann fi auch 
vorfiellen, eö werden von jedem Dt a Punkte na tem 
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übrigen n — 1 Punkten gerade Linien gezogen, d.i.n— 1 
- Rinienz alfo aus allen n Punkten zufammen n .(n—1) 
Linien; und da von biefen wieder je zwey und zwey zus 
fanimenfallen, fo ift ihre Anzahl = Zn 

85. Lehrf. Die Summe aller Winkel in 
einem Viele beträgt noch einmal foviel 
rechte, als die Anzahl der Seiten, weniger 
Avehbten. 

Bew. Es fey die Anzahl der Seiten —n, fo iſt 
die Anzahl der Dreyetke, in welche das Viele durch 
Diagonalen, die fi nicht fchneiden, zertheilt werben 
kann, = n — 2 (84.), und die Summe der Winkel in 
jevem derfelben = 2 R.; folglich die Summe aller = 
IM YdR=IUR—AN Ä 

1. 3uf.. So wie die Summe der Winkel in allen 
Dreyeden einander gleich iſt, fo if fie e8 auch in alten 
‚geradlinigen Figuren von gleichvielen Seiten, fo 
ungleich übrigens die Figuren ſelbſt und ihre Winkel ſeyn 
moͤgen. 

2. Zuf. In einem tegelmäßigen Vieleck von 


n Seiten iſt die Größe eines jeden Winkels RAR nÄ.—AR 


—28.— —* 


Wie groß in die Summe aller äußern Winkel eines 
Vieles, die dadurch entftehen, daß die Seiten nach einer» 
len Richtung hin verlängert werden, nehmlich AB über * | 
hinaus, BC über C hinaus, CD über D hinaus u. f. w.? 

86. Aufg Ein Vieled zu verzeihnen, 
das einem gegebenen gleich fe». 

Auflöf. Man fol z. 8. ein Fünfed = ABCDE 
verzeichnen, fo mache man ab = AB, trage an b einen 
Winkel = B, mache be = BC; trage an c men win 
BI cCuf.w. E 
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3. Zuſ. Es bedeute m irgend eine ganze Zahl, ſo 
iſt wp: mp AM: AN, d.h. gleiche Mengen der gleichen 
Theile beyder Linien, AM und AN, verhalten fich zu eins 
ander wie bie ganzen Linien. 

4. Zuf. Gleiche Mengen der gleichen Theile von 
AM und AN fallen zwifchen einerley Parallellinien. Da⸗ 
‚ber verhalten fihb auch ſolche Stüde der ki 
nienAM und AN, die zwifchen einerley Pas 
rallellinien fallen, wie die ganzen Linien. 

88. Lehrf. Wenn ineinem Dreyed,. ABC, 
eine Linie, DE, parallel mit der Grundlinie, 
BC, gezogen wird, fo verhalten ſich fowopl 
die bern Abfchnitte, AD und AE, ald die um 
tern, DB und EC, zu einander wie die gam. 
zen Seiten, AB: AC. 





24 . 

Bew. Man denke fich die Einte AB in n gleiche 
heile getheilt, und nehme an, ein Zheilungspunft falle 
in D; alsdann denke man fich durch alle Theilungspunkte 
von AB Parallelen mit BC nach AC gezogen: fo wird 
auch AC dadurch in n gleiche Theile getheilt (87... Eine 
der Parallelen ift DE; es liegen daher fowohl über als 
unter derfelben eben fo viele der gleichen Theile von AB, 
als der gleichen Theile von AC; folglih ift AD: AE—= 
AB: AC; ingleihen DB: EC—=AB:AC (87, 4. Zuſ. ). 

Anmerk. Die Annahme, dab ein Theilungspunkt in 


D falle, fann in aller Scharfe nur dann Kate finden, wenn 
das Berhältniß der Linien AB: AD tatianot iu AU 


- 


\ 
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gegen ixxſAtional, fo; haben die Linien ‚fein gemein⸗ 


aftliches Maaß, und heißen deßhalb incommenfur.as, 


le Indeſſen da n eine jede.npch fo große Baht bedeuten 
m, fo fann ein Theil von AB fo flein werden, als man 
cinimer wiliz fotglich kann hian Auch kinen Theilungs⸗ 
akt dem! Punkte D, durch eine ins Unendliche fortgefetzte 
rkleinccung der Theile von ‘AB, fo nahe. bringen, daß 
er Unterfchied ſo gut als verſchwindet; und da. der obige 
itz, unter der angenommenen Vorausſetzung, bey keiner 
ch fo weit gehenden Theilund von AB aufhört ‚ wahr zu 
n, fo gilt er auch für den Fall, da AB : AD wirklich irs 
tonal find, indem diefer' Fall nur ald das letzte Glied 
der unendlichen Reihe von Fällen, wodurch man fidh dem 
inkte D immer mehr und mehr nähert, au betrachten ift. 
1. Zuſ. Au8 AD : AE = AB ; AC 

md DB: EC=AB:AC 

folgt AD : AE = DB : EC (Ar. 345.). 

2. Zuf. " Betrachtet man AC als Grundlinie und 
ht DE || AC, fo it AB: BC = AD:FC; oder, da 
3==DE ift, (77, 1. 3uf.), AB:BC==AD:DE, d.h. in 
eziehung auf die Grundlinie BC, ed verhält fich bie 
eite des Dreyeckes zur Grundlinie, wie ber 


yereAbfchnitt der Seite zur Parallellinie. —, 


eht man durch E eine Parallele mit AB, fd findet ſich 
if ähnliche Art: AC:BC=AE:DE: ' 

3. Zuſ. Wenn man aus A ein Perpendikel AH 
ıf BC fällt, welches von DE in h gefchnitten wird, fo 
AH: Ah AB: AD, folglich auch = BG: DEr 


A 
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Anmert. Das Perpendifel aus der Spike eines Drey⸗ 


etö- Auf: die gegenüberliegende Grundlinie oder deren. Der: 
| 


tangerung beftimmt die Höhe des Dreyedd., 

.89. Lehrſ. Umgekehrt, wenn in einem 
Dreyeck, ABC, eine Linie DE die Seiten AB, 
AC fo ſchneidet, daß die obern, oder bie un 
tern, Abfchnitte derfelben fih fo zu einander 
verhalten,wiedieganzenÖeiten,foiftDE || BC. 


N 


Bew. Geſetzt es fey DE nicht |] BC, fo fey Del] 
BC. Alsdann wäre. AB: AC == AD: Ae (88.). De 
Vorausſetzung zufolge aber iſt auh AB: AC==AD: AL 
Folglich wäre Ae = AE (Ur. 343,), welches unmoͤglich 
iſt. Alſo muß DE || BC ſeyn. 

90. Erflärung, Gerablinige Figuren find ein: 
ander ähnlich, wenn fie 1) eine gleiche Anzahl Seiten 
haben; 2) wenn bie Winkel der einen den Winkeln der 
andern gleich find, und in gleicher Ordnung auf einander 
folgen; 3) wenn die Seiten, welche die gleichen Winkel 
einfchließen, in allen einerley Verhältniß haben. 

91. Erklärung. Diejenigen Seiten ähnlicher $is 
guren , "welche zwifchen glaͤchen Winkeln liegen, heißen 
gleihnamige Seiten. In dhnlihen Dreyeden 
kann man ihre Lage auch durch die gleichen Winkel, de 
nen fie gegenüberliegen, beflimmen. 

92. Lehrf. Wennineinem Dreyed, ABC, 

eine Linie, DE, parallel mit einer Seite, BC, 
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ezogen wird, fo ift das Dreyeck ADE dem 


Rreyeck ABC ähnlid, 





Bew. 1) Was die Winkel betrifft, fo iſt A bey: 
en Dreyeden gemein, o—=B, und x=C (51.). 2) In 
nfehung: der Seiten ift ADt AE== AB: AC (88.); fer: 
er AD:DE=zAB:BC5 und AE:ED==AC:BC (88, 

.Zuſ.) Folglich ift dad Dreyeck ADE W ABC. 
Daß Zeichen ww bedeutet aͤhnlich. 

Zufe Denkt man fih aud A ein Perpendikel auf 

'C oder deren Verlaͤngerung, wie in ber Figur zu 88, 
.Zuſ., fo fteht e8 auch auf DE oder deren Verlaͤnge⸗ 


ung ſenkrecht, und bezeichnet folglich die Hoͤhe des Drey⸗ 


cks ADE; da nun AH: Ah==BC:DE ift (88, 3. Zuſ.), 
o verhalten ſich die Höhen aͤhnlicher Drey— 
cke, wie die Grundlinien derſelben. 

93. Anmerk. So wie bie Congruenz zweyer 
Reyecke aus der Gleichheit derjenigen Theile erkannt 
ed, von welchen die Größe und Geſtalt eines Dreyecks 
bhängen; fo läßt fich die Aehnlichkeit derfelben auß der 
zleichheit derjenigen Stüde in ihnen folgern, durch welche 
ie Seftalt eines Dreyecks beflimmt wird, Drey Stüde 
yaren jedesmal zur Beftimmung ber Geftalt und Größe 
mes Dreyecks erforderlich, und es ließen fich im Allge⸗ 
seinen drey Falle unterfcheiden, in welchen eine Com 
ruenz flatt findet. Eben fo hängt auch die GeſtoK vi 


es Dreved8 von je brey Stuͤcken befjelben ab, und «% 


Y2 


% 


L 
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laſſen fich in Abſicht auf die Aehnlichkeit der Drepede 
eben fu viele Falle unterfcheiden. 

94. Lehrſ. Dreyede find einander aͤhn⸗ 
lich, wenn die Winkel des einen den Winkeln 
des andern gleich ſind. 





ur. 
Bew. Es fey in den Dreyeden, ABC und abe, 
der Winkel A=a, B=b, E=c. Man made AD= 
ab, AE==ac, und ziehe DE, fo ift das Dr. ADEM abe 
(55.)5 folglich der Winkel D=b. Danun auch B=b 
ift, fo muß D=Bfeyn; folglid ift DE || BC (50.); 
alfo dad Dr. ADE V ABC (92). Es war aber aub 
ADE & abc; folglich ift ABC V abc. 

1. Anmerf. Das Zeichen & bedeutet gleich und Ah 
Lich oder congruent, 

2. Anmerk. Da aus der Gleichheit zweyer Winfel | 
in zweyen Dreyecken die Gleichheit des dritten folgt, fo if 1: 
ed für diefen Sa hinreichend, nur zwey Winkel in beyden I: 
als gleich vorauszufeken. 

95. Lehrſ. Dreyecke, in denen ein Bir 
kel gleich ift,.und die dieſen Winkel einſchlie— 
Benden Seifen einerley Verhaͤltniß haben, 
find einander ähnlid. 

Bew. Es ſey in den Dreyecken ABC und abc (m. 
T. die vorhergeh. Fig.) ber Winkel A—a, und AB: AC 
—ab:ac. Man mahe AD=ab, und ziehe DE || BC, 

fo ift das Dr. ADE m ABC (MN. Aemer R 
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AB: AC=AD: AE 
u. (per hypoth.) AF AB : AC = ab : ac 
folglich AD : AE ==: ab : ac (An 35 
Da nun AD = ab ifl, 
fo ift auch AE == ac x 
Ferner war A = a 
folglich ift Dr. ADED abe 
Und da Dr. ADE vw ABC ift, 
fo iſt auch Dr. "ABC W abc. | 
96. Lehrſ. Dreyecke, deren Seiten einer: 
ley VBerhältniß unter einander haben, find 








" einander dhnlid, 


—X 


Bew. Es ſey in den Dreyecken ABC und abc 

(m. ' die Figur zu 94.) N 

J 4) AB;AC ab: ac 

2) AB: BC = ab: be, woraus von 
ſelbſt ſchon folgt: 3) AaAc: BE zu ac ;.bc. 

Man mache wieberum AD — ab und ziehe DE || BC, - 
fo iſt das Dr. ADE V ABC (9.), . Ferner ift AB : AC 
== AD:AE (88). Dieß mit ber erften der angenom= 
menen Proportionen verglichen, da AD = ab ift, gibt 
AE==ac. Eben fo iſt AB:BC=AD:DE (88, 2. 3uf.), 
woraus, in DVergleihung mit der zweyten der obigen 
Proportionen, folgt, Daß PE be iſt. 

Folglich ift das Dr, ADE & abc 
und da das Dr. ADE v ABC war, 
fo ift auch dad Dr. ABC AV ab. 

97. Lehrſ. Dreyecke find aud einander 
ahnlich, wenn zwey Seiten einerley Berhälts 
nißhaben, und der Windel, welcher der groͤ— 
ßern von dieſen Seiten gegenüber liegt, in 
ihnen gleich ift. 

©. die Figg. bey 9. ' 

Bew. Es fen in ben Dreyeden ABC wid dıc 
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AB: AC ab: ac, und der Winkel B=b; ACabe 
> AB, folglich auch ac> ab. Man mache AD = == ab 
und ziehe DE ||LBC, fo iſt das Dr. ADE ABC. Fer⸗ 
ner ft AB: AC=AD:AE. Die, verglichen mit der 
angenommenen Proportion, gibt 
AE =ac | 
Da nun auch AD — ab (per construct.) . 
und D b iſt, weil beybe = = B find, 
fo ift das Dr. ADE I abc (64.)_ 
Nun if Dr. ADE mv ABC 
alfo ift da8 Dr, ABC VW abc. 
Zuf. Wenn in rechtwinfligen Dreyeden ein Kas 
ı thete und die Hypotenufe einerley Verhältniß haben, fo 
find die Dreyecke einander ähnlich. Ä 


98. Lehrf. Wennin einem rechtwinkligen 
Dreyecke ein Perpendikel aus der Spitze des 
rechten Winkels auf die Hypotenufe gefällt 
wird, fo entſtehen zwey Dreyede, von denen 
jedesdem ganzen, und bad eine bem andern 
ahnlich ift, 


A 


B D ce 


Bew. Es fey das Dr. ABC in A rechtwintiig, 
und AD fenfrecht auf BC, fo ift 
I, der Winkel ADB = BAC— N, 
ingleiche — — B=B 
folgl.aub — — BAD — C (53, 4. Zuf.) ° 
alfo das Dr. ABD u RC ON). 


Don. der Aehnlichkeit der Dreyecke. 343 


IE. Es if der Winkel ADC —= AE— NR. 
- ingleichen — — 20 
felgůch auch — CAD=B (53, 4. Zuſ. ) 
| ifo dad Dr. Ach vw ABC (94.). 
u. & ift der Winkel ADB —= ADC — R. 
‚fm — — BAD=C (N.L) 
und — — CAD=B (N. IL) 
alfo das Dr. ABD v ACD. | | 
1.3uf. Aus ABDVAC) folgt BD: AD=wAD: - 
- DC (90.), d. b. das Perpendikel ift bie mitte _ 
lere Proportionalskinie zwiſchen ben -bey: 
den Abfchnitten Der Hypotenufe, 

2. Zuſ. Aus ABD v ABC folgt BD: AB—AB: 
BC,.und aus ACD v ABC folgt DC : AC == 40: BC, 
d. b. ein jeder Kathete des Dreyels ABC iſt 
die mittlere Proportionalskinie zwifhen 
dem Abfihnitt der Hypotenufe, der mit ihm; 
zufammenfiößt, und der ganzen Hypotenufe 

3.3uf. Aus den beyden Proportionen im 2. Zuſ. folgt 

AB? —=BD.,BC (Ar. 331.) 
und AC?= DC, BC . 
folgt. it AB? + AC?—= BD. BC-+-DC, Be (39, 9.) 
= (BD + DC). BC (Ar. 162.) 
= BC.BC=BC$, 
Dieß ift ein arithmetifch = geometrifcher Beweis des py⸗ 
thbagoräifhen Lehrſatzes, von welchem im fol⸗ 
genden Abſchnitt ein mehreres (132.). 
4. Zuſ. Aus AB® = BD. BC 
und AC? = DC „BC: 
folgt au AB? : AC®— BD. BC :DC. BC (Ar. 34.) 
== BD :DEC 
d. h. die Quadrate der beyben Katheten vew 
halten fih wie bie Abſchnitte der Hypote 
nufe, 
5. Buf. Auf ähnliche Weiſe ergibt fd oh var | 


2 
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Quadrat eines jeden Katheten fih zu dem Quadrat der 
Hypotenuſe, wie der angrenzende Abfchnitt berfelben zus 
ganzen Hypotenufe verhalte. | 
9, Lehrf. Wenn in einem Dreyech ABC, 
ber Winkel BAc durch AD halbirt’wird, fo 
it CD:DB=AC:AB, d. h. die’ Abfchnitte 
ber Seite BC verhalten fich wie'die beyben 
andern Seiten 
Bew. Man verlängre AC, fo daß AE = AB wer: 
be, und ziehe EB, fo iſt x=y(55, 2. Zuſ.). Femer 
iſt der Winkel BAC—=x + y (53, 1. Zuſ.) ober ==2y. 
Folglich ift die Hälfte des Winkels BAC, d. i. — 3 
alfo AD {| EB (50, 1. Zuſ.); folglid CD: DB = CA: 
AE (88, 1, Zuſ.); und da AE == AB ift, fo iſt auch 
en; DB = AC; AB: 


EP 





3 D ec 

109. Lehrf. Umgelehrt, wenn in einem 
Dreyer, ABC, (m. f, die vorhergeh. Fig.) eine Li⸗ 
nie AD aus der Spike des Winkels BAC nad) 
ber gegenüberliegenden Seite, BC, fo ge 
zogen wird, beß CD:DB=AC:ABift, fo 
iß der Winkel BAC dur AD halbirt. 

Bew. Dur B ziehe man BE || AD, und vers 
längere AC bis es BE in E fchneibet, fo iſt 

CD: DB=AC:AE . 
Es iſt aber au CD : DR — AC : AB (per hyp.) 
gg = | 
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| und daher x = y (55, 2. Zuf.) 
Ferner iffo=y (al Werhfelöw.) | 
alle 0. — x (89, 8.) .:: 
Endlich ift auch u=x (als correſp. W.) 
folglich o — 
Alſo iſt der Winkel BAC durch Er halbirt. 

101. Lehrſ. Wenn zwey Dreyecke, ABC 
undabc, gleiche Grundlinien, AB=ab, aber 
ungleihe Höhen, CH > ch, haben, fo find 
die mit den Grundlinien parallelen Durch⸗ 
fohnitte in beydben Dreyeden, wie DE und 
de, einander gleih, wenn die Abflände der 
Durchſchnitte von der Spitze fih wie die 
Höhen der Dreyede verhalten, dv. ı wenn 
CF :cf=CH:chif. 


. 
Ad . r - 
oa . DZ 

. 





‚4 HB 
Bew, Es it CH: CF = AB:DE 

und ch : cf = ab : de (88, 3. Zuf.) 
Nun iſt au CH: CF =ch: cf — wie aus der ange: 
nommenen Proportion fich leicht ergibt, folglich: ift AB: 
DE = ab: de (Xr. 345.), und ba AB ab iſt, fo iſt 
auch DE = de. ( Ar. 339.). 
Es ſey alfo bie Höhe ded Dreyecks ABC: voch \o Tu 


” 
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ſo iſt es nicht möglich in ihm eine Parallele mit der Gruͤnd⸗ 
linie zu ziehen, die man nicht auch in dem andern Dreyek, 
abc, haben fonnte. 


102. Aufg. Eine gerade Linie in eine be 
liebige Anzahl gleicher Theile zu theilen. 


ABS . _ 
a Sr Zr \ 





Aufisl. SET HB. AB in 5 gleiche Theile ges 
theilt werben; man lege eine andere gerabe Linie, AM, 
unter einem beliebigen Winfel an A, mache auf berfel: 
ben von A aus 5 Yleiche Abfchnitte, Ab, be u. f. w. von 
beliebiger Größe, durch den legten Theilungspunkt £ jies 
be man eine gerade Linie nad) B, und durch die übrigen 
Zheilungöpunfte lauter arallelen mit Bf; dieſe theilen 
AB in 5 gleiche T 

Der Bew'eis erheilet aus 87. 

103. Aufg. Eine gerade kinie fo zu theis 
len, daß die Theile fi wie die Abfchnitte 
einer andern gegebenen Linie verhalten. 

Auflöf. & s fol z. 8. AB in drey Theile getheilt 
werben, bie fich wie die Abfchnitte, AE, EG, GE de 
Linie AC verhälten; man lege beyde Linien unter einem 
beliebigen Winfel, A, an einander, ziehe BC, und burd | 
G und E die Parallelen GF und ED mit BC; dadurch 
wird AB auf die verlangte Wehe WWökK. 


Sn 





Ya -" 
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RB " ‘ 

Bew. In dem Dreyed AFG ift 1) AD: DF= 
: EG (88, 1. 3uf.), ingleihen-2) AD:AE=AF: 
(88.). In dem Dreyed ABC aber iſt 3) FB : GC 
AF : AG; folglid) (aus Nr. 2. und 3.) ift 4) AD x” 
= FB : GC oder AD:FB=ABE; GC (Ar. 342, 4.) 
‚lich (aus Nr. 1. und 4.) ergibt ſich DF: FB== EG: 

Alſo it AD: DF: FB= AE.: EG : GC. 
Anmert, Eine arithmetiſche Groͤße fo zu thdilen, daß 

Theile ein beftimmtes Verhältniß unter einander haben, 
ht den Gegenftand der fogenannten Gef ell ſchaft s⸗ 
nung aus (Ar. 368.). Dieſer Satz zeigt, wie ſolche 
gaben geometriſch aufgeloͤſt werden koͤnnen. 

104. Aufg. Zu drey gegebenen Linien ei⸗ 
vierte Proportionalskinie zu finden. 
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Aufloͤſ. Es feyen die Linien a, b, c gegeben, 

‚und dazu werde eine vierte, x, gefucht, Die mit jenen 

- die Proportion a:b=c:x gibt; man lege zwey ges 
rade Linien, AM, AN, unter einem beliebigen Winkel, 
A, an einander, mache darauf AB== a, AD=b, AC 
= c; ziehe BC und dur) D DE ||BC, Die Linie AE 
ift die gefuchte Linie, 

Der Beweis erhellet aus 88. 

Anmerk. Diefer Sab zeigt,, wie fi eine Aufgabe 
der Regel de tri geometrifch auflöfen Laffe. 

105. Aufg. Ein Dreyed zu verzeichnen, 
das einem gegebenen aͤhnlich ſey. 

. die Sigg. zu 94. 
| —— Ein jeder der obigen Saͤtze (92. 94. 95. 
und 96.) gibt ein Verfahren zur Aufloͤſung dieſer Aufgabe. 
1) Das gegebene Dreyeck ſey ABC; man nehme in 
einer feiner Seiten einen beliebigen Punkt, D, und ziehe 
Durch denfelben DE || BC; fo ift ADE u ABC (92.) 

2) Man nehme eine beliebige Linie, be, als gleich: 
namige Seite von BC an, trage an b einen Winfel =B, 
und an c einen Winkel =C, fo ift Dr. abe m ABC (94.). 

3) Man nehme wieder be ald gleichnamige Seite 

‚von BC, trage an b einen Winfel B, ſuche alddann 
zu BC, AB und be die vierte Proportional = Linie, mache 
ab diefer gleich und ziehe ac, foift Dr. abe ABC (95.). 
4) Man ſuche zu BC, AB und der willführlich ans 
genommenen bc eine vierte Proportional= Linie, und be: 
ſchreibe mit diefer aus b über be einen Bogen; alddann 
nehme man die vierte Proportional=®inie zu BC, AC 
und be, und befchreibe damit aus c einen Bogen, ber 
den erften fchneide: fo erhält man den Punkt: a des 
Dreyecks abe, welches dem Dr. ABC aͤhnlich ift (96.). 


Der Beweis für ein jedes Verfahren ift in bem 
bey ‚jeder Nr. angeführten 5. enigalten. 
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Aum exrk. Diefe Aufgabe gehört in die Klaſſe der un: 
beftimmten., indem einem gegebenen Dreyecke unzählige 
andere aͤhnlich ſeyn koͤnnen. Iſt noch die gleichnamige Beite 
von einer der Selten des Dreyecks ABC ‚gegeben , io wird | 
die Aufgabe beſtimmt: 

106. Aufg. Ein Vieleck zu vberzeichnen, 
das einem gegebenen aͤhnlich ſey. 





Auflöſ. 1) Es ſey das gegebene Vieled ABCDE; 
man nehme ab willführlihz; trage. an b einen Winkel ' 
= R,, mashe ‘be. der vierten Proportional: ⸗Linie zu AB, 
BC ui ab’ gleich; ; trage an c einen Winkel = T, mache 
cd der vierten Proportionaf= Linie zu BC, CD, bc gleich 
u. f. w.: fo wird abede m ABCDE (90.). 





2) Man fann aud) das gegebene Viele! ABCDE 
Durch Diagonalen oder auf andere Art in Dreyede zer: 
theilen, und durch Parallellinien, bc, cd u. f. w. mit 
den Seiten des Vielecks, wie beyftehende Figuren es zei: 
gen, ein ähnliches Vieleck erhälten. 


gr 


de 
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hen Grunbdlinien und gleicher Hoͤbe einen: 
ber gleich. 

2. Zuf. Unter. allen Serallelogrammen von glei. 
chen Grundlinien und gleicher Hoͤhe hat das rechtwink⸗ 
lige den kleinſten Umfang (63.). . 

Anmerk. Hieraus erhellet, wie mangelhaft es iſt, 
die Groͤße einer Flaͤche, z. B. eines Landes, eines Sees, 
einer Stadt, bloß nach ihrem Unifänge zu beftimmen. 

109. Lehrſ. Dreyede über einerley Grund: 
linie und zwiſchen denſelben Parallellinien 


ſind einander gleich. 





Bew. Es ſtelle ABC und ABE zwey ſelche Drey⸗ 
ecke vor; man ziehe durch BBD||AC, und BFIAE, 
fo ift ABDC == ABFE (108.). Es ift aber Dr, ABC= 
4 ABCD (77.), und Dr. ABE == 4 ABFE. Da nun 
die ganzen Parallelogramme einander gleich find, fo find 
es auch ihre Hälften, alfo.Dr. ABC = ABE, 

1. Zuf. Aus ähnlichen Gründen, wie in 108. 
1. Zuf. läßt fich fchließen, daB Dreyede von gleis 
hen Grundlinien und gleicher Höhe einan- 
ber gleich find. 

2. Zuſ. Ein Dreyed ift halb fo groß als ein Na: 
rallelogramm, das mit ihm gleiche Grundlinie und glei⸗ 
che Hoͤhe hat. 

110. Lehrſ. Unter allen Dreyecken von 
gleidhen Srundlinien und gleiher Höhe hat 
das gleichfchentlige den tirinten Umfang, 


\ 
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Bew. Es fen ABC gleichfchenklig, und über der 
tundlinie deffelben, AB, und zwifchen den Parallelen 
3 und CD nod) irgend ein andres Dreyeck ABD errich⸗ 
, fo bat dieſes einen groͤßern Umfang als jenes, wenn 
4DB * Ac 4 6B iſt. 

Man verlaͤngre alſo AC, ſo daß CE = = CB werde, 
d ziehe ED, fo ift | 

tE=(CB 
CD=(CD ' . 
und o=u (meilo=y, y=x, x=iu iſt) 
(glich ift Dr. CDE=CDB; alfo aud) DE —= DB, Es 
‘aber AD-- DE>> AE 6195 folglich ift auh AD+ 
B—> AC- CB, 

Zuf. Die Summe ber Seiten AD -F DB witd des 
» größer, je weiter ſich D von der Spike C de6 gleich⸗ 
yenkligen Dreyecks entfernt (62. u. 63.). 

111: Aufg. Ein Parallelogramm in eine 
eliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

Aufldf. Man theile die Grundlinie in eine eben . 
große Anzahl gleicher Theile, und ziehe durch die Thei⸗ 
ngöpunkte Parallelen mit den Seiten des Parallelo⸗ 
zamms, fo ift die verlangte Zheilung gefchehen, 


Bew. Man erhält auf diefe Act \auter Pualie- 
Srled Mathematik 6. Auf. | 2 
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gramme von gleichen Grundlinien und gleicher Höhe, folg⸗ 
lich ſind ſie einander gleich. (108, 1. Zuſ.) 

‚„Zuſ. Auch ein Dreyeck wird. in gleiche Theile ge: 
theilt, wenn man feine Grundlinie in gleiche Theile theilt, 
und nach der gegenüberliegenden Spiße aus den Theis 
lungspunkten gerade Linien zieht. (109, 4. Zuf.). 

112. Aufg. Ein Parallelogramm zu ver 
fertigen, das einem gegebenen Dreyed 


gleich fey. 


Aufldf. Es ſey ABC das gegebene Dreyeck; man Ä 


halbire die Grundlinie BC inD, ziehe DE unter einem 
beliebigen Winkel, ferner AF || BC, und CF || DE, fo if 
DCFE dad verlangte Parallelogramm. 


B 

Bew. Dan ziehe AD und DF, fo if das Dr. 
ABD = ADC (111, Zuſ.); folglich iſt 

Dr. ADC = } ABC 
Serner ift Dr. DCF = } DCFE (77.) 
ingleihen Dr. ADC = DCF (109.) 
Folglich ift 4 ABC — 4 DEE 
alfo au) ABC = DCFE, \ 

1 Zuf. Man Eönnte eben fo gut das Parallelos 
gramm über der ganzen Grundlinie BC conflruiren, aber 
ed nur halb fo hoch als das Dreyeck machen. 

2. Zuſ. Ein Dreyed ift einem Parallelogramme 
gleich, das entweder eine gleiche Höhe, aber nur eine 





halb fo große Srundlinie; oder eine gleiche Grundlinie, 


‚aber nur eine halb ſo große Höhe ot, 
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3 Zuſ. Iſt ein Winkel des Parallelogramms ges 
geben, fo ziehe man DE unter dem gegebenen Winkel; 
übrigens bleibt die Gonftruction wie oben. 

a 4 Zuſ. Aus dem 3. Zuſ. zeigt fi fih, wie ein Pa 
rallelogramm in ein anderes von einem gegebenen 

" Winkel zu verwandeln ſey. — Daffelbe ergibt fich 

“ auch fhon aus 108. ; 

" 5. Zuſ. Aus dem 2. Zuf. ergibt fih, wie ein 

. Dreyed zu verfertigen ift, das einem gege 
benen Parallelogramme gleich fey. 


113. Aufg. Ein Dreyeck in ein anderes 
von einer gegebenen Seite zu. verwandeln. 





4 BDA * B 
Auf (8 ſ. Es ſey ABC das zu verwandelnde Drey⸗ 
eck, und AD bie gegebene Seite. Man ziehe DC und 
durch B bie Linie BE || DC — wobey in Fig. 2. bie Seite, 
Ah verlängert. werben muß —; darauf ziehe man n DE, 
fo ift ADE das verlangte Dreyed. 

Bew. Es iſt Dr. ABC=-ABE-L-BEC ( chig. 1.) 
und Dr. BEC = BED (109.) Solglich if Dr, ABC= 
ABE 4 BED == ADE, 

Sn Fig. 2. iſt Dr. ABC = ABE — BEC, und 
Dr. BEC=BED; folglid) ift Dr, ABCZS ABE— BED 
' z= ÄDE. 

114. Aufg Ein Dreyes zu verzihnen. 
32 | 


— 
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dad zweyen gegebenen Dreyeden an Inhalt: 
gleich ſey. 





Aufloͤſ. Es ſeyen ABC und BDE die beyden Drey⸗ 
ecke; man lege beyde auf einer geraden Linie, AD, an 
einander, ziehe CF || AD, 'verlängere BE bi& F, ziehe 
FD, und durch E die Linie EG || FD; endlich ziehe man 
CG, fo ift ACG das verlangte Dreyed. 

Bew. Es ift nur zu beweifen nöthig, daß De. 
BGC—=BDE iſt. Es ift aber Dr. BDE=B6E-H GED; 
und Dr, GED= GEF (109.); folglih Dr. BBE=BGE 
-+ GEF = BGF; und Dr. BGF = BGC (109.) folgl 
auch Dr. BDE = BGC, 


1. Zuſ. Anftatt der Linie GC Tann man au AF . 


ziehen, und dann ift AFG dad verlangte Dreyed. 


2. Zuf. Man kann auch anftatt CF die Linie EL 


I| AB ziehen; alsdann AL und durch C die Parallele CH 
mit AL; endlich HE, fo ifl Dr. HED — ABC + BDE, 

3. Zuf. Mit dem gefundenen Dr. ACG könnte 
man ein drittes gegebened vereinigen ; alddann ‚ein viers 
tes u. ſ. fe — fo daß man nad) diefem-DVerfahren ein 
Dreyed finden Tann, das mehrern andern zufammenges 
nommen an Inhalt gleich if. 


115. Aufg. Ein Dreyed aud einem in eie 
ner Seite gegebenen Punkt durch eine geras 
be Linie in zwey gleiche Zheile zu theilen. 


L. 
Bon der Ausmeflung. der Dreyede. 357 


1 





772 

Auflöſ. Es fey dad Dr. ABC; und D-der.geges 
ne Punkt; man halbire die Grundlinie AB in E, ziehe 
E, und aus C bie. Parallele CF mit DE; alsdann iſt 
E. die geſuchte Linie. 

Bew, Man ziehe CE,.fo iſt Dis BEC— yABE 
11, Zuſ.). Es iſt aber BEC = BED +4 EDC; und 
DC—= EDF;- folglih BEC = BED +4 EDE.= BDF; 
fo Dr, BVF 4 ABC; folglich ift aud) ACDF—=$ARC; 
fo. Dr. ABC durch DE in zwey gleiche Theile, getheilt. 

1. Zu ſ. Faͤllt die Parallele EF außerhatb.des 
reyecks, fo muß die Grundlinie A«B nach F hin verläns 
rt, außer DF, noch. DA, und durch F die Parallele 
3.mit DA gezagen werben; alöbann-ift.DG.bie gefuchte 
sie. — Denn es iſt wieder Dr. BDF— 3 ABC; und 
YF= BDA -HADF; ADF aber — ADG (109.); folg-⸗ 

» BDF = BDA APG.— ABDG, und daher ABDG 
AABC, 
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2. Zuf. - Liegt der Punkt D gerabe in ber Mitte 
ber Seite BC, ſo geht die Theilungslinie nach A, und 
bie Parallele CF fält mit der Seite AC zufammen, 

116. Lehrf. Parallelogramme von glei 
her Höhe verhalten fih wie ihre Grundii 


nien, x 








A BE Fr 


Bew. Es feyen ABCD und EFGH zwey Paralle 
logramme von gleicher Höhe; man theile beyde Grunbs 
linien in gleich große Theile, AB z. B. in3, EFin 
4 ſolche Theile — ein folder Theil ſey = p — fo iſt 

AB=3p ' u 
EF p 
folglid AB ; EF p:4p (Ar. 341.) 
= 3:4 (Ur. 42, 3.) 
Ferner ziehe man durch die Theilungspunkte der Grunds 
linien Parallelen mit den Seiten der Parallelogramme, 
fo. erhält man in jedem Patallelogramm fo viel kleinere 
Parallelogramme, als feine Srundlinie Theile = p hat, 
und alle biefe Parallelogramme find einander gleich (111.). 
Es fey eines derfelben = p, fo ift 
ABCD — 3p 





folglich ABCD : Ti . 
Es war aber 





IF (At. 345.). 
. Unmert, Anſtatt AB in 3 und ER IM ATHUR qutheile, 


folglic ift ABCh : EFGH = AB: 


=. 
is 
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anzunehmen, fann man die Anzahl der Theile allgemein m 


» und n feßen; fo wird AB: EF= m :n; ingleidhen ABCD ; 


EFGH = m : n; alfp ebenfalld ABCD ; EFGH = AB: EF.. 
Sind AB und EF incommenfurabel, fo fann man 


. auf ähnliche Art, wie in 88., durch eine ins Unendliche forts 


gefeßte Verkleinerung des gemeinfchaftlihen Maaßes einen 
genauen Meffung beyder Linien fo nahe fommen, ale ınan 


will,. „ohne. daß der Satz je aufhörte, richtig zu ſeyn; alſo 


iſt er. als allgemein gültig zu betrachten. 

\ Zuf. Auh Dreyede, ald die Hälften von Pa⸗ 
rallelogrammen gleicher Srundlinien und Höhe, verhals 
ten fich, bey gleicher Höhe, wie ihre Grund⸗ 
linien, 

117. Lehrſ. Parallelogramme von. gleis 
hen Grundlinien verhalten fih wie ihre 
Höhen. 

Bew. Man denke fich die beyden Parallelogramme 
der vorigen Figur in Rechtecke verwandelt (112, 4. Zuf.), 
und betrachte den Abſtand der Parallelen AF und: DG als 
ihre Grundlinien, fo find ihre Grundlinten gleich, und 


AB und EF ihre Höhen. Nun verhalten ſich jene Pas 


rallelogramme, wie AB -EE, alfo verhalten ſich auch 


die ihnen gleichen-Rechtedle, wie AB : EF, d. i. wie ihre 


Hoͤhen. Ein.Rechted aber ift jedem andern Parallelos. 
gramme. voft gleicher Grundlinie und Höhe gleich; ſetzt 
man daher. an die Stelle diefer Rechtede irgend ein Paar 
andere Parallelogramme, die mit ihnen gleiche Grund» 
tinie und Höhe haben, fo. haben diefe unter fich gleiche 


© Grundlinien und verhalten fich auch wie AB : EF, d. i. 


wie ihre Höhen. Alfo verhalten fich Parallelogramme 
von gleichen Grundlinien wie ihre Höhen. , 
Zuf. Dreyedlevon gleihen Grundlinien 
verhalten fih wie ihre Höhen. 
118, Lehrſ. Prarallelogramme von uns 
gleihen Grundlinien und ungleiher Höde 


\ 
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ſind in zufammengeſetztem Verhaͤltniß ihrer 
Grundlinien und Höhen, oder verhalten fid 
wie die Grundlinien multiplizirt mit ben 
Höhen, | .. 


Bew, Man bezeichne drey verſchiedene Parallelo⸗ 
gramme durch P, = und p, die Grundlinien derſelben 
durch G, g und g, und ihre Höhen dur) H, H und h. 
Die zufammengehörigen Größen ordne man in eine Rei 
be, fo erhält.man ' 


)PCH 
ng H 
3) p 8 Äh 


Hier druͤcken P und m zwey Yarallelogramme von gleis 
cher Höhe, aber verfchiedenen Grundlmien aus; x und 
p zwey Parallelogramme von gleichen Grunbdlinien, aber 
verfchiebener Höhez endlich P und p zwey Parallelos 
gramme von ungleichen Grundlinien und ungleicher Hoͤ⸗ 
be. Run iſt 
P:n=G:g (116) 

:p=H:h (117. 

Folglich 5 :p =GH: gh (Ar, 349.). 

Anmert, Um zu verftehen, was das Produft einer 
Grundlinie und Höhe eigentlich fagen wolle, muß man fi 
erinnern, daß man überhaupt bey Zufammenfehung von 
Verhältniffen nie die benannten Größen felbft, welche die 
Glieder der einzelnen Verhältniffe ausmachen mögen, ger 
brauchen fann — ‚weil zwey benannte Zahlen fih nicht zus 
ſammen multipfiziren laſſen — fondern daß man ſtatt ihrer 
eö mit den unbenannten Zahlen zu tbun hat, 
die Das Verhältniß jener Größen auddrüden. 
Daſſelbe ift auch ſchon bey jeder Rechnung der Megel de tri 
der Fall Ar. 338, 2.) Man muß fi alfo auch Hier an die 
Stelle ſowohl der Grundlinien ald der Höhen unbenanns 
te Zablen denken, die fih fo zu einander verhalten, wie 
diefe Groͤßen. Und foldhe Zahlen erlangt man, wenn man 
die Linien mit einerley Moohe mit. Die Neadufte 
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dieſer Zahlen, die alſo ſelbſt wiederum unbe⸗ 
nannt find, drüudendann das Verhältniß der 
Parallelogramme gegen einander aus. 

1. 3uf. Dreyecke von ungleihen Grund⸗ 
Linien und ungleiher Höhe verhalten fich wie 
die Probufteihrer Grundlinien und. Höhen. 

2. 3uf. Parallelögramme fowohl ald Dreyede find 
gleih, wenn bie Produfte ihrer Grundlinien 
und Höhen gleich find; und bieß Äft der Fall, 
wenn ihre Höhen fich umgekehrt wie ihre Grunblis 
nien verhalten. 


Anmerk. Diefer Zufaß, verbunden mit 109, 1. Zuf., 
beſtimmt die dritte Art der Gleichheit der Dreyecke, nehms 
lich die ihrer Größe ohne Rüdfiht auf ihre Geftalt (54.). 
Die Größe eines Dreyecks hängt Lediglich von feiner Grunds 
linie und Höhe ab, und die Beſchaffenheit der Winkel hat 
feinen Einfluß darauf. 


3. Zuſ. Umgekehrt, wenn Parallelogramme eins 
ander gleich find, fo find auch die Produfte ihrer Grunds 
linien und Höhen gleih. Daſſelbe gilt von gleichen. 
Dreyeden. 

4. Zuf. Ein Parallelogramm ift einem Dreyede 
gleich, .deffen Grundlinie mit der Höhe multiplizirt ein 
noch einmal fo großes Produkt gibt, ald dad Produkt 
der Grundlinie und Höhe des Parallelogramms. 

119. Erklaͤrung. Der vorhergehende Sag macht 
die Grundlage für die Ausmeſſung der Parallelogramme, 
und aller Flächen überhaupt, aus. Zur Ausmeffung ir 
gend einer Größe wird eine andere ihr gleichartige erfor⸗ 
dert, und jene wird durch dieſe gemeffen, wenn ihr geo> 
metrifches Verhältniß zu diefer beftimmt wird. Wird 
biefe == 1 gefegt, fo drüdt die Zahl, welche das Ver: 
hältniß der andern Größe zu diefer bezeichnet, zugleich 
die Größe des Verhältniffes aus, oder zeigt unmittelbar 
an, wie vielmal bie eine Größe in der andern enthalten 
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iſt; und das iſt unftreitig die bequemfte Art der Meffung. 
Die zur Einheit angenommene Größe heißt der Maaß—⸗ 
fiab oder das Maaß. 

Der Maaßſtab einer Fläche konn nur wieberum eine 
Flaͤche ſeyn. Man hat zum allgemeinen Flaͤchenmaaß 

das Duadrat angenommen, und man nennt. e8 einen. 

QDuadratzoll, einen Quadratfuß, eine Qua 
bratmeile ıc., je nachdem bie Seite beffelben ein Boll, 
oder ein Fuß, ober eine Meile ꝛc. ift. 

120. Aufg. Ein Parallelogramm aus zu⸗ 
meſſen. 

Aufloͤſ. Man meſſe die Grundlinie und Hoͤhe des 
Parallelogramms mit der Seite desjenigen Quadrats, 
das zum Maaßſtabe dienen ſoll, und multiplizire die Zah: 
len, welche man durch die Meſſung beyder Linien erhält, 
zufammen, fo gibt das Produft die Anzahl der Quadra⸗ 
te, welche den Inhalt des Parallelogrammd ausmachen. 

Bew. Das Quadrat, welches zum Maaßſtabe deö 
Parallelogramms angenommen wird, ift ebenfalls ein 
Narallelogramm, folglich verhält .es fi) zu dem audzus 
mefjenden, wie dad Produft feiner Grundlinie und Höhe 
zu dem Produkt der Grundlinie und Höhe von dieſem. 
Um dieſe Produkte zu erhalten, müffen die VBerhälts 
niffe der Grundlinien und Höhen beyder Parallelos 
gramme gefucht, folglich diefe Linien mit einerley Maaße 
gemefjen werden (118. Anmerk.). Dieſes Maaß ift hier - 
die Seite des Quadrats felbft, die alfo = 1 zu feßen iſt, 
und da fie mit der Grundlinie und Höhe deſſelben einer: 
ley ift, fo ift das Produft diefer beyden = 1.11. 

Es fey nun die Grundlinie des Parallelogramms (P) 
mmal und feine Höhe nmal. fo groß ald die Seite bed 
Quadrats (Q): fo ift | 

0:P = -4: mu 
folglich P= m dd MI, UNE N mnwal 
fo groß als Q. 
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Anmerk. Zu diefer Art von Meffung braucht man 
nicht das Quadrat felbft, welches das eigentlihe Maaß des 
Parallelogrammes ift, fondern nur die Seite deffelben. 
Man findet aber auch durch diefe nicht den Inhalt des Pas 
ralfelogrammes felbft, fondern nur Die Data zur Des 
rechnung deffelben. Das ganze Verfahren ift alſo kei⸗ 
ne unmittelbare, fonderh eine mittelbare Meſſung. Eine 
unmittelbare würde große Schwierigkeiten haben, ja in vie⸗ 
len Fällen gar nicht auszuführen feyn. Es ift daher auch 
gar nicht gewöhnlih, die Duadratmaaße felbft zu verfertis 
gen, fondern man begnügt fih mit den Seiten derfelben, 
welches die gewöhnlichen Längenmaaße find. 

1. Zuſ. Iſt das auszumeffende Parallelogramm 
felbft wieder einQQuadrat, fu ift feine Höhe der Grund: 
linie gleih. Man kann alödann in der angegebenen For⸗ 
mel für Pn==m feßen, und es wird P=m?Q. Folgs: 
ich it Q:P=1:m?, d. h. die Quadrate Q uhd P ver: 
halten fich zu einander wie die arithmetifchen Quadrate 
derjenigen Zahlen, welche dad Verhältniß ihrer Seiten 
ausdrüden. Umgekehrt alfo verhalten fich die Seiten von 
Q und P wie die Quadratwurgeln ber Zahlen, welche 
das Verhältniß der Quadrate felbft ausdrüden. 

Hieraus erklärt fih, warum in der Arithmetik die zwey⸗ 
ten Potenzen der Zahlen Quadrate genannt werden. 

2.3uf Was die Unterabtheilungen der Quadrate 
maaße anbetrifft, fo ergibt fich als 1. Zuf., daB man 
von den Eleinern Maaßen fo viel auf ein größres rechnen 
müffe, als das arithmetifhe Duadrat der Zahl 
ausmacht, welche anzeigt, wie vielmal die Seite des 
Fleinern in der Seite des größern enthalten if. Wenn 
3. B. die Ruthe 12 Fuß hält, fo halt die Quabratruthe 
12.12, d. i. 144 Quadratfuß. 

Hierauf hat man auch bey der Reduktion irgend einer 
Anzahl von Quadratmaaßen einer Art in eine andere von 
gleicher Benennung, aber verfhiedener Groͤße au achten, 3.8. 
pariſer Quadratfuße in rheinlandifche. Wenn nehmlich die 
Laͤngenmaaße ih wie m : n verhalten , fo verhalten Ady in 
davon benannten Quadratmaafe wie m? ; m?. \ 


— 


deſſelben mit einerley Laͤngenmaaß, ‚multiplizire Die das 
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121. Aufs. Ein Oreyeck auszumeffen. 
Aufloͤſ. Man meſſe die Grundlinie und Hoͤhe 


durch. erhaltenen Zahlen zuſammen, und halbire das Pros 
dukt, fo gibt der Quotient den Inhält des Dreyeds in 
Duadraten de gebrauchten Laͤngenmaaßes. 

Bew. Da ein Dreyeck halb ſo groß als ein Pa⸗ 
rallelogramm von gleicher Grundlinie und Hoͤhe iſt (109, . 
2. Zuſ.), und das Produkt der-Grundlinie und Höhe den 
Inhalt: des. Parallelogrammd in Quadratmaaßen auds 
druͤckt (120.), fo muß dad Dreyedl-der Hälfte dieſes 

Produktes gleich ſeyn. J 
| Zuf. Es fey bie Grundlinie eines Dropds = = 


feine Höhe — ——h, fo iſt der Inhalt. deffelben — z 8, wo⸗ 





fuͤr auch geſetzt werden kann h 7 &: oder & u d.h. der 


Inhalt eines Dreyecks wird aud durch das 
Produkt feiner Höhe mit der halben Grund 
linie, oder feiner Grundlinie mit der hal⸗ 
ben Höhe ausgedruͤckt. 

122. Aufg. Ein Zrapezium, ABCD, and: 
zumeſſen. 


— —“ 





4 42 


Aufloͤſ. Man addire die parallelen Seiten, AB 
und CD, und multiplizire ihre Summe mit der Haͤlfte 
ihres Abſtandes d. 1. des Peryendikels zwiſchen ihnen. 

Bew. Man ziehe die Diagonale BD, un heyfiiien 


en ur . \ 
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den Abſtand ber Parallelen AB und CD durch h, ſe er 
Dr. ABD = AB. 


und Dr. CDB=TCD. 





Slerlols ie - 


folgli ABD + CDB= AB. 2 + CD. 


oa wir 


oder ABCD—= AB 4 CD). 5 


Es verſteht fich, dab das Produkt bey alfen —* Si 
chen «- Ausmeflungen in Quadraten des gebraudten Yan» 
genmaaßes auszudriden ift. 


1. Zuſ. Ein Zrapezium kann in zwey gleiche Theike 
getheilt werben, wenn man jebe der parallelen Seiten hals 
birt, und durch die Theilungspunfte eine gerabe Linie zieht. 

2. Zuſ. Auf ähnliche Weife kann es auch in drey 
oder mehrere gleiche Theile gefheilt werben. 

3. Zuſ. Zrapezien find einander gleich, wenn bie 
Summen ihrer parallelen Seiten, und die Abftände 
derfelben von einander gleich find; eben fo auch, wenn 
die Produkte der Summe ber parallelen Seiten, mit 
ihrem Abflande multipliziert, gleich find. 

123, Eine gerade Linie EF, die ineinem 
Trapezium ABCD mitten zwifchen den pa— 
rallelen Seiten deffelben, ihnen parallel, 
gezogen wird, iftderhalben Summe der pas 
rallelen Seiten gleich 
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Seiten einander gleich ſind, ſo ſind die ganzen Paralle⸗ 
logramme einander gleich; und verhalten ſich dieſe Pro⸗ 
dukte, wie men, fo haben auch die Parallelogramme 
daſſelbe Verhaͤltniß. 

6. Zuſ. Auch Dreyecke, die einen gleichen Winkel 
haben, verhalten ſich wie die Produkte der Seiten, die 
dieſe Winkel einſchließen, und find folglich einander gleich, 
wenn diefe Produkte gleich find. (118, 1. Zuf.). 

126. Aufg. Ein Parallelogramm von eb 
nem gegebenen Winkel und einer gegebenen. 
Seite zu verfertigen, das einem gegebenen 
Dreyed gleich fey. 


A EP H 





Aufloͤſ. Es fey ABC das Dreyeck, a bie Seite, 
und b der Winkel, die gegeben find. Man mache zuerft 
das Parallelogramm DCFE — ABC und darin den Wins 
kel EDC=b (112, 3. Zuſ.). Alsdann verlängere man 
EF, fo daß EH a werde, vollende das Parallelo: 

.gramm DEHG (75.), ziehe die Diagonale DH, und durch 
ben Punkt J, in: weldem fie die Seite CF fchneibet, 
KL]|DG, fo ift DKLG das verlangte Parallelogramm. 

Bew. Es ift das Parallelogramm DCFE —=DCIK 
+ KIFE; KJFE = CGLJ (125.)5 folglihd DCFE = 
DCJK -+ CGLJ = DGLK; und da DCFE = ABC ifl, 
fo ift auch DGLK —= ABC. 

Es ift ferner DE—=EH= a; und Winkel EDG 
—=b; folglich enthält das Parallelogramm DGLK bie 

gegebene Seite ımd den gegebenen Weko. 
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2. 3uf. Hieraus ergibt fich auch, wie: ein Paral: 

(vogramım von einem gegebenen Winkel und .einer gege⸗ 
enen Seite zu verfertigen ift, das einem gegebenen Pa⸗ 
allelogramme gleich fey. 
2. Zuſ. Jede gerablinige Figur in ein Parallelo: 
ramm zu verwandeln, zertheile man fie in Dreyecke, 
mb vermandle diefe in Parallelogramme von derſelhen 
Seite und demſelben Winkel. Alsdann fönnen alle Pa⸗ 
:allelogeamme mit den gleichen Seiten fo an einander 
jefügt werden, daß fie zufammen nur ein einziges Pa⸗ 
tallelogramm ausmachen. Gergl. die folgende Aufgabe 
in 127.). 

127. Aufg. Ein Fünfed, ABCDE, in ein 
Dreyed zu verwandeln, 

Auf loͤſ. Man ziehe die Diagonalen AD und BD; 
ferner EF || AD, und CG || BD — wobey AB nad bey: 
den Seiten verlängert werben muß —; eublich ziehe 
man FD und GD, fo iſt F FGD das verlangte Dreyed. 





Pa B G 


Bew. Es ift Dr, ADE = ADF; und De, BDC . " 


= BDG (109.); folglid ift Dr. FGD— ADE + ABD 
+ BDC = ABCDE. 

Auf diefe Art Laßt fich jedes Vieleck nach und nach auf 
ein Dreyeck zurückbringen; dieſes kann alsdann in ein Pa⸗ 
rallelogramm verwandelt werden (126) — wodurch gleich⸗ 
falls die Aufgabe 126, 2. Zuf. aufgelöft wird. | 

18. Aufg. Ein beliebigesBiered, KBCD, 
Kries Mathematik 6, Auf. \ An 
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dur eine gerade Linie aus einem Bink 
punkt in zwey gleiche Theile zu:theilem 





"Fu 

Auflöf. Mat ziehe DE || CB, halbire TB in 
DE in b; ziehe Aa, und durch b die Linie bF || A 
endlich ziehe man AF, fo halbirt diefe das Viereck. 

.. Bew. Dan ziehe Ab und ab, fo ift ABab | 
Hälfte des Vieredd ABCD glei (111, Zuſ. und 1: 
1. Zuſ.). Es ift aber ABab— ABa 4 Aab; und A 
— AaF} folgli) ABab == ABa +} AaF == ABF5 fo 
lic) ift ABF der Hälfte des Vieredö gleich. 

1239. Aufg. In einem Dreyed ABCH 
Punkt O zu finden, von welchem brey gera 
£inien, OA, OB, 0C, nad den Binkelng 
zogen, bad Dreyed in drey gleihe Tpei 
theilen. 





1 
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Auf Iöf. Man:theile die Seite AB in drey gleiche 
yeile, ziehe durch D eine Parallele DF mit BC, und 
rch E eine Parallele EG mit AC. Der Durchſchnitts⸗ 
inkt O iſt der geſuchte Punkt. 


Bew. Da der Abſtand der Linie DF von BC dem 
itten Theil der Höhe deö Dr. ABC gleich ift, fo iſt jez 
8 Dreyeck über BC, deſſen Spige inDF fällt, =} ABC 
17, Zuſ.); alfo au Dr. BOC. Eben fo ift Dr. AOC 
=4 ABC; folglid) muß auch Dr. AOB = % ABC feyn. 
fo iſt das Dreyeck ABC dur) OA, OB, oc in brey 
leiche Theile getheilt. | 


1 Zuf. Verlängert man AO bis BC, fo wird dieſe 
Seite dadurch halbirt. Denn ed it in dem Dr. ADF 
E => AE (per constr.) folglih au DO = OF (88, 

Zuſ. ). Ferner iſt 
AO: DO =AH: BH 
und AO ; OF = AH : HC 
folgih DO :OF—=BH: HG . 
ya nun DO = "OF ift, ſo iſt au BH —= Hc. 


2. Zuſ. Auf gleiche Weiſe werden auch die Sei⸗ 
m AB und AC durch Verlängerung der Linien CO und 
O halbirt. 


3.3uf. Man Fann daher auch den Punkt O fin: 
en, wenn man das Dreyed durch eine Linie aus dem 
Binfel, wie AH, halbirt, und von dieſer HO — } AH 
immt. 

130. Lehrſ. Wenn manin einem gleidhfei- 
igenDreyed,ABC,audirgend einem Punkt a 
derpendikel auf die drey Seiten fällt, fo 
ind diefe sufammen ber Höhe des ganzen 
Dreyedö.gleid, d. i. ab Tr actad=AD. 

' . %42 


N 
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— F 


v . 

Bew. Man ziehe aA, aB, aC, wodurd Das ganze 
„ Dreyed in die Dreyede ABa, BCa und ACa getheilt 
"wid. Nunift Dr. ABa — J AB. ab; Dr. Ba 
1-BC ‚ac; und Dr. ACa—} AC .. ad (121. Zuf.) und 
da AB = BC = Ac ift, fo find alle drey zufommem 
—=4BC.(ab-+ac-}+ ad). Es ift aber auch De. ABC 
—=4BC,.AD;5 folglich iſ AD— ab 4 ac + ad. 

131. Lehrf. Wenn man in einem Dreyeck ABC" 
durch irgend einen Punkt a innerhalb deſſelben, die Linien 
Ab, Be und Cd zieht, fo hat ab zu Ab, ac zu Be, adzu 


ca ein ſolches Berhältniß, daß 224 2° 47% = 1 if 





Bew. Es ift Dr. BCa: ABC = ab : Abz ingleis 
den Dr. ACa : ABC =ac: Be; und Dr. ABa : ABC 
= ad : Cd (wie aud 88. und 117, Vol. —XR Woheert 


A 
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° 


wird, wenn man aus A, B und C Perpendikel auf die 


zegenüberftehenden Seiten. fällt, und durch a Parallelen 
BCa __ab, ACa 


mit den Seiten zieht). Folglich iſt 36 in ABC 


ae, ABa ad. BCa ACa ABa 


= 40 = 1 if, ſo it auch +5 +. =1. 
132. Zehrf.. DasQuadrat der Hypotenuſe 
eines rechtwinkligen Dreyedsift fo groß, als 
bie Quadrate der beyden Katheten zufam: 
mengenommen. 


Bew: Es fey ABC das. rechtwinflige Dreyed, 


BCDE das Quadrat: der Hypotenuſe, ACFG und ABHJ 
die Quadrate der beyden-Katheten. Man ziehe AK |] 
BE, made AL= BE, und ziehe EL und LD. _ 





Da BE.H AL, und AL H# CD, fo ift fowohl ABEL, 
ils ACDL ein Parallelogramm (83.). 


. . 
* 
/ n 
. FR 


u 


= 50° A560 ca md ba ac + anc F Anc | 
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Man fälle ferner aus C das Perpendikel CN .auf 
LD, fo ift das Dr. CND —= ABC (49.); folglid CN 
= AC= CH oo 

Es ift daher das Quadrat ACFG — ACDL, da |P 
beyde einerley Grundlinie, AC, und gleiche-Höhe, CR }r 
und CN, haben. Das Parallelogramm ACDL aber if 
— CDKM (108.); folglich ift CDKM = ACFG. . . 

Man fälle endlich aus L das Perpendikel LO auf 
die verlängerte Seite AB, fo ift dad Dr. AOL — ABC 
(49.); folglid LO — AB—= A. 

Es ift daher dad Quadrat ABHJ — ABEL, da 
beyde einerley Grundlinie, AB, und gleihe Höhe, AJ 
und LO, haben. Das Parallelogramm ABEL “aber iſt 
— BEKM (108.); folglich iſt BEKM= ABHJ. 

Aus CDKM — ACFG 
und BEKM — ABHJ 
folgt CDAM + BEKRM = ACFG + ABHIJ 
d.i. BCDE — ACFG + ABHI. 
Anmerk. Bon diefen, nah feinem Erfinder, dem 
Pythagoras, benannten Lehrfaße hat man eine Menge 
von Beweiſen. Den Euklidiſchen, der gewöhnlich in Lehr 
büchern angetroffen wird, findet man auch in meiner Ans 
weif. Ei Rechenk. ıc. Geom. 73. — Bergl. auch oden |: 
‚3 Zul. 

1.3uf. Iſt das rechtwinklige Dreyeck gleich: 
ſchenklig, fo wird dad Quadrat der Hypotenufe nod 
einmal fo groß als dad Quadrat eines Katheten. 
. Die Diagonale eines Quadrats aber macht mit zweyen 
Seiten befjelben ein gleichfchenkliges rechtwinfliges Dreys 
ed; daher gibt die Diagonale eines Quadrates bie Seite 
zu einem noch einmal fo großen Quadrat. 

2. Zuſ. Die Seite eined Quadrats, bad drey 
mal fo groß als ein gegebenes ift, wird gefunden, 
wenn manıdie Seite des doppelten und des eimfachen 
rechtwinklig an einander (eat und Tier Kaguteanfe zieht, 
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Die Seite des vierf ach en Quadrate if noch eins 
il fo.groß ald die Seite des einfachen. 

Die Seite des fünffachen wird aus der recht⸗ 
nkligen Zufammenfegung der Seiten des. doppelten 
d des dreyfachen Quadrats gefunden u. ſ. w. 


3. Zuſ. Die Seite eines Quadrats, das ſo groß 
als mehrere andere zuüfammengenommen,. wirh gefun⸗ 
A, wenn man bie Seite bed erſten und des zweyten 
uadrats rechtivinklig zufammenfeßt, und. die Hypote⸗ 
fe zieht; an diefe die Seite des dritten Quadrats recht: 
nklig feat, und wieder die Hnpotenufe zieht; an diefe 
} Seite des bierten. Quadrats rechtwinklig fest u. |. w. 


4. Zu ſ. Aus BC? — AC? + AB? folgt, AC®— 
22 — ABa; alfo AC—v (B6*— AB). Hieraus 
zibt fich, wie man ben einen. Katheten aus der Hypo: 
fe und dem andern Katheten beflimmen, oder, wie 
ın bie. Seite eined Quadrats finden könne, welches 
2 Differenz zweyer gegebenen Quadrate 
‚eich tft. 

Anmerk. Die Seite eines Quadrats zu finden, wel⸗ 
:$ einem Theile eines gegebenen. Quadrats, der durch ir⸗ 
nd. einen Bruch ausgedrüdt wird, glei ſey, wird weiter 
sen gelehrt (155, 3 Zul.) 

5.3uf. Wenn bie Seite des einfachen Quadrats 
1 geſetzt wird, fo iſt die des doppelten =v 25 die 
8 dreyfachen — V 3 u. ſ. w. So ſtellt alſo die Geo: 
etiie irrationale Verhaͤltniſſe vollkommen ge⸗ 
u dar. 

6. Zuſ. Die Seite eines Quadrate verhält ſich 
r Diagonale deſſelben = 1: V 2. 

7. Zuſ. Die Diagonale eines Quadrats ik bie 
ittlere Proportionallinie zwifchen der einfachen und dop⸗ 
ten Seite Defjelben; ingleichen zwiſcher un Keygen 


‘ 
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Katheten desjenigen rechtwinkligen Dreyecks, melde 
dem Quadrat an Inhalt gleich if. u | 

8 Zuſ. Die Seiten ber meiften rechtwinkligen 
Dreyecke ſtehen in einem irrationalen Verhaͤltniß unter 
einander. 

133. Erklärung, Rechtwinklige Dreyecke, deren 
Seiten in einem rationalen Verhaͤltniſſe unter einander 
ſtehen, heißen pythagoraͤiſche Dreyede- 

134. Aufg. Ein pythagoraͤiſches Dreyed 
zu verfertigen. 
Aufloͤſ. Die Aufloͤſung dieſer Aufgabe laͤuft da⸗ 
rauf hinaus: ein Paar Zahlen zu finden, deren Qua⸗ 
drate zufammenabdirt wieberum ein Quadrat geben, 
eine rationale Wurzel hat. Denk ob ein Paar Linien in 
"einem rationalen oder irrationalen Verhaͤltniſſe ſtehen, 
läßt fich nur aus der Befchaffenheit ver Zahlen, durch 
die ihr Verhaͤltniß ausgedruͤckt wird, erkennen. 
Man nehme alfo irgend ein Paar ganze Zahlen a 
und b, wo ab iſt, und leite daraus zwey andre ber, 
nehmlich: 1) a? — b23 2) 2 ab, fo haben Diefe bie 
. verlangte Eigenfhaft. . 
Zwey Linien alfo, die fich wie diefe Zahlen verbal: 
ten, rechtwinklig zufammengefeßt, geben, nebft der Hy: 
potenufe, ein pythagoräifches Dreyeck. 


Bew. Es iſt 
(a? — be)y — a8 — 2a2 b2b4 
(2 ab)? — 4a2b?2 


folglich (a? — p2)2 + (2 ab)? — a* +2a?b? + bt 
und hiervon ift die Quadratwurzel — a? + b?, alfo 
eine rationale Zahl, welcher die Hypotenufe glei zu 
fegen iſt. 
Anmert, Nimmt man für a und b die zwer kleinſten 
ganzen Zahlen, 2 und 1, fo wird a2 — b? = 3, 2ab u 4, 
und ab? = 5, Dah aber Drey Scten , Tr Ag wir 8, 





v 
y 
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nd 5 verhalten, ein rechtwinfliges Dreyed machen, foll 
n Pythagoras entdedt haben. - 
Der Unterfehied zwifchen dem einen Katheten und der 
potenufe kann 1, 2, 3, m ſ. w. jede ganze'Zahl feyn, 
) für jeden Unterfchied kann man. eine unendliche Reihe 
fhiedener pythagor. Dreyecke erhalten; ſo find alfo uns 
lich viele Reihen unendlich vieler pythagor. Dreyede mögs 
. Zür jeden beftimmten Unterfchied läßt ſich eine allges 
ine Formel für jede Seite geben, die man leicht auß fol⸗ 
den ganz allgemeinen Ausdruͤcken erhaͤlt: man ſetze nehm⸗ 
den einen Katheten =a, und den Unterfgied zwiſchen 
n andern und der Hppotenuſe —d,„ 
— d?2 . 
2d 
. q 7 ” 
und die Hppotenufe = Ft oo \ 


I 2 





fo ıft der andre = 





135. Lehrf. In einem jeden Parallelo: 
ammift die Summe ber Quadrate der bey: 
n Diagonalen der Summe ber Quadrate 
r vier Seiten glei. . 

Bew. Ben einem Quadrat und bey einem Rechteck 
ellet der Satz unmittelbar aus dem pythagoriſchen 


yrſatze (132.). 





MM 


d B 


Bey einem fchiefminkligen Parallelogramm, ‚wie 
BCD, verlängere man AB nach E hin, und ziehe fo> 
ohl CE fenfrecht auf AE, als BF ſenkrecht auf CD — 
odurch CE — BF, und CF— BE wird KL — * 
sdann iſt 
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| ssat (40 -a9)=z34 + sıaa =sad 
9ataa aystsav>=s19 + sag tag avo + edv 
39 ts aa -99 * 30 23V = dV 


im 


sateav tem tstVsdas td traV = rad + dr the 
sa9=s31 + 39 + 39° a9 — «AD. 


9g+ 30'090 — 


) » " 
Denn bie Produfte 2 AB. BE und 2CD.C 
gleich, und heben fich, bey entgegengefegten Zeiche 
und-AD ift — BC, folglich auch AD® — BC, 
136. Lehrſ. Aehnliche Dreyede vi 
ten fih zu einander wie bie Ouadrate 
gleihnamigen Seiten BONN. 


\# . 
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AT B 


Bew. Es fey dad Dr. ABC ww abc, man fälle 
je Perpendifel CD und cd, foift aB: ah - CD: cd 
92, Zuf.). Nun ift Di. ABC abe = AB. CD:ab 
cd (118, 1. Zuſ.); und vertaufht man in dem letztern 
3erhältniß die Sactoren GD und cd mit AB und ab, 
ie baffelbe Verhältniß haben (Ar. 355.), fo erhält man 

Dr. ABC : abe — AB? : ab?. 
ts verhalten fi) aber AB : ab wie jede andere zwey gleich 
amige Seiten beyder Dreyecke, folglich auch AB® !ab2 
yie die Quadrate zweyer andern gleichnamigen Seiten; 
olglich verhalten fich überhaupt beyde Dreyede wie bie 
Yuadrate gleichnamiger Seiten in ihnen. 


1. Zuſ. Setzt man in die Proportion ABC : abc 
=AB.CD:ab.cd anftatt der Factoren AB, ab die 
jactoren CD, cd, welche daſſelbe Verhältniß haben (92, 
tuf.), fo erhält man ABC ; abc — CD®: cd?, d.h. 
ie ähnlichen Dreyecke verhalten fi wie bie 
Auadrate ihrer Höhen. 


2. Zuſ. Gleichnamige Seiten, ingleichen bie 56: 
ven ähnlicher Dreyede verhalten fich wie die Duadrats 
vurzeln ber Zahlen, welche dad Verhaͤttniß ihres In⸗ 
alts ausdruͤcken. 


137. Lehrſ. Aehnliche Vielecke verhaften 
ich wie die Quadrate: gleignamiger Seiten 
n r ipnen, 


\ 
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Es fey ABODE nv abcdes; man zerfaͤlle 
heyde auf eine aͤhnliche Art in Dreyecke, ſo iſt Dr. ABC 
vv abc (95.), folglich ft auch d — u. Da nun =c 
iſt, ſo iſt auch C—o—=c—u, d. i. a— n. u 

Serner it BC: AC—= be: ac 

und BC : CD= bc: cd 
alfo AC:CD=ac:cd 
folglich ift Dr. ACD vv acd (95). 
Diefe Art zu fchließen Fann man auf jedes Paar ber 


folgenden Dreyede in beyden Figuren anwenden, und 


) 


zeigen, daß fie einander ähnlich find. x 

Es ift aber ° | 

Dr. ABC: abe = AC2: ac⸗ 136). 
‚und Dr. ACD : acd — AC2 : ac? 
Holglih Dr. ABC : abe — ACD: acd. 

Eben fo läßt fich erweifen, daß ACD:acd=— ADE 
:ade ift. Folglich haben bie ähnlichen Dreyede einerley 
Derhältniß gegen einander, 

Nun ift 

Dr. ABC’: abc = AB?®.: ab? (136.) 
alfo auch Dr, ACD : acd — AB? : ab? 

und Dr. ADE : ade — AB? : ab? 
folglih ABC ACD + ADE : abet acd+ ade = 

| 3AB® : 3ab? (Hr. 344.) 
d. 1, ABCDE : abcde — 3AB? . %ahı? 
— AD? x 2. j \ \ 


Ve 
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d da AB : ab wie. jede zwey andere gleichnamige Sei⸗ 
ſich verhalten, folglich auch AB” : abꝰ wie die Qua⸗ 
1fezweyer andern gleichnamigen Seiten, fo verhalten 
y. überhaupt die beyden Vielecke wie. die Quadrate | 
ichnamiger Seiten in ihnen 

Zuſ. Gleichnamige Seiten ähnlicher Vielecke v ver⸗ 
lten ſich wie die Quadratwurzeln aus den Zah⸗ 
2 welche bad Verhaltniß b der Bielede ſelbſt ausbrüden. 


Fünfter Afänite. Ba 
Vom zu rei ii e. 





138. Lehrſ. Wenn man aus dem m Mittel 

inkt eines Kreiſes ein Perpendikel auf eine 

ehne deſſelben fällt, ſo wird dieſe dadurch 
iUbirt. 


A B 


:Bew Es fey CG.der Mittelpunkt eines Kreifes, 
d CD ſenkrecht auf AB... Man’ ziehe CA und GB, ſo 
ABG ein gleichſchenkliges Dreyeck, und daher AB 
wch CD halbirt (69,1. Zuſ.). 

1. Zuſ. Eine gerade Linie. aus dem Mittelpunkt 
r Kieifes auf die Mitte der Sehne gezogen; fieht 
akrecht auf ihr (69, 2, auf. ) Ks 


\ - 
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Sm. Es fey ABCDE m adcdes nian zerfälle 
beyde auf eine ähnliche Art in Dreyede, fo ifl Dr. ABC 
Vabc (95.), folglich iſt augo—=u DanınE =c 
fu C—o—c—u, bim=n. . 

Serner ift BC : AC — be : ac 

und BC: CD—= bc: cd 
alfo AG : CD= ac: cd 
- folglich ift Dr. ‘ACD vw acd (95.). 

Diefe Art zu (hießen kann man auf jeded Paar der » 
folgenden Dreyede in beyden Figuren anwenden, und 
zeigen, daß fie einander ähnlich find. 

Es ift aber 

Dr. ABC’: abe = AC? : ac? (136). 

‚und Dr. ACD:: acd — AC2 : ac? 
Holglih Dr. ABC : abe = ACD: acd. 

g Eben fo laßt fich erweifen, daß ACD:acd—ADE 
: ade ift. Folglich haben die ähnlichen Dreyede einerley 
Derhältniß gegen - einander. 

Nun ift 

Dr. ABC’: abe = AB? : ab? (136.) 
alfo au Dr. ACD : acd —= AB? : ab? 

und Dr, ADE : ade — AB? : ab? 
folglihd ABC + ACD + ADE : abc+ acd+ ade = 

3AB? : 3ab? (Ar, 344.) 
d. 1. ABCDE : abcde — 3AB? « Yah? 
— AB sd. 0 ., 


[4 


x 





* 


Vom Kreiſe.. 381 


Und va AB : ab wie. jede zwey andere gleichnamige Sei⸗ 
ten ſich verhalten, folglich auch AB? : abꝰ wie die Qua- 
drate zweyer andern gleichnamigen Seiten, ſo verhalten 
ſich uͤberhaupt die beyden Vielecke wie die Quadrate 
gleichnamiger Seiten in ihnen. 
Zuf, . Gleichnamige Seiten. ähnlicher Bielede.v ver⸗ 
halten ſich wie die Quadratwurzeln aus ben Zah⸗ 
len, welche das Verhuͤltniß der Vielecke ſelbſt ausdruͤcken. 


| Sänfter Abſchnitt. u | 
Soo m u rei BE e. 





138. Lehrſ. Wenn man aus dem Ritter: 
punkt eines Kreifes einPerpendifelauf eine 
Sehne deffelben fällt, fo wird dieſe dadurch 
halbirt. 


Bew. Es ſey G.der Mittelpunkt eines Kreiſes, 
und CD fentrecht auf AR... Man ziehe CA und CB, fo 
ift ABC ein gleichſchenkliges Dreyed, unb daher AB 
durch CD halbirt (69,1. Zuſ.). 
1. Zuſ. Eine gerade Linie aus dem Mittelpunkt 
des Kreiſes guf die Mitte der Sehne gezogen ſteht 
ſenkrecht auf ihr (69, 2 8ul·. | 
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2 Zuſ. Ein Perpendifel, durch die Mitte: einer 
Sehne gezogen, geht durch den Mittelpunkt des Kreifes. 

3. Zuſ. Zwey Perpendikel, durch die Dlitte zweyer 
Sehnen gezogen, treffen, wenn fie einander ſchneiden, 
im Mittelpunkte des Kreiſes zuſammen. 

4. Zuſ. Der Mittelpunkt eines Kreiſes kann bs 
her hurch zwey ſolche Perpendikel gefunden, werhem.: 
5 Zuſ. Zwey Sehnen, wofern nicht beyde durch 
den Mittelpunkt gehen, koͤnnen einander nicht gegenſeitig 
‚halbiten; weil ſonſt eine gerade Linie aus dem Mittels 
‚punkte des Kreifes nad) dem Durchſchnittspunkte der 
Sehnen gezogen, auf beyden zugleich ſenkrecht ſtehen 

müßte, welches unmöglich iſt. 
| 139. Aufg. Dur drey Punkte, A, B, C, 
die nicht in einer geraden Linie liegen, einen 
Kreis zu ziehen, 





Aufisf. Man ziehl AB und BC und burdh bie 
Mitte einer jeden dieſer Kinien ein Perpenbifel EF, GH, 
der Punft D, in welchem biefe' einander fchneiden, iſt 
der Mittelpunft ded Kreifes. | 

Bew. AB und BG Eönnen als Sehnen des Kreis 
ſes betrachtet werden; fchneiden alfo die Perpenditel GH 
und EF einander, fo ift ihr Durchfchnittöpunft der Mits 
telpunkt des Kreifed (AI8, 3. 30\). 
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Die Perpendikel aber muͤſſen einander auf der Seite 

n D fchneiden; denn man ziehe KL, fit ERL—+ 

AIR, folglid, divgrgiren EF und GH auf dies 

Seite, und convergiren mithin auf der andern Gh 
Zuſ.) | | “ 





Zuſ. Zieht man durch die Mitte einer. geraden Li⸗ 
e, AB, ein Perpendikel EF, fo Eann jeder Punkt des 
erpendikels der Mittelpunft eined Kreifes werben; tm 
elchem AB eine Sehne ausmacht. Daffelbe gilt von. 
len Punkten des Perpendikels GH in Bezug auf die Li⸗ 
e MC. Schneiden beyde Perpendikel einander in:D, 
it D fowohl der Mittelpunkt eines Kreifes, -der Durch 
e Punkte A, B, als eines Kreifes, der durch bie Punkte 
[, G geht; aber diefe Kreife find verſchieden, 
enn DB und DM ungleidh find Daher kam 
an nicht durch jede vier Punkte einen Kreis ziehen. 
allen aber B und M in einen Punkt zufammen, fo 
ird? DB == DM, und man hat die obige Aufgabe. 

Anmerk. Diefe Aufgabe macht eigentlich einen beſon⸗ 
m Fall einer andern, viel allgemeinern und fchwerern 
ufgabe, des berühmten Apollonianifhen Problems 
167 das feinen Namen von Apollonius aRL Dderaa 
‚ Einleit. 13.) bat, der es in einer befondern Seit, ur 


\ 
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Zrapav (de tactionibus), behandelt hat, Dieſe Schrift iſt 
leider verloren „gegangen, Indeſſen hat und Pappus von 
Alefandrien eine nähere Anzeige davon aufbewahrt, und zus 
gleich Lemmata dazu aufgefekt, die fih erhalten Haben. 
Dieſe hat Camerer zuerft griehifh, zugleich mit einer 
Latein. Weberfegung, Erläuterungen und Zufähen — nebſt 
einer Gefchichte des Problems felbft, und der Wiederherftels 
Lung der Apollonianifchen Schrift von Vieta — unter dem 
Zitel: Apollonii de tactionibus quae supersunt etc. Gothae et 
‚ Amstel. 1795. 8. herausgegeben. Seitdem haben wir eine aus⸗ 
führlichere gefihicte Bearbeitung des Problems von €. ©. 
Haumann (Berfuh einer Wiederherftellung 
der Bücher des Apollonius von Perga von den 
Berührungen. Brest. 1817. 8.) — und eine noch allge 
meinere, obwohl nicht im Geift des Apollonius abgefaßte, 
von W. Eh. Chriſtmann (Apollonius Suevus, sive tactio- 
num problema nunc demum restitutum. 'Tubing. 1821. 8.) er: 
halten. Eine vollftändige Aufzählung der zahlreichen Zalle, 
welde das Problem in fih faßt, gibt ©. U. U. Vieth in 
in einer befondern Schrift: Leitfaden zur vollſtaͤn⸗ 
digen Bearbeitung des wiederhergefteliten 
‚ Apolloniuß, von Franziſc. Vieta. Deffau 18%. 
4 — Das Apollon. Problem läßt fich auf folgende Art an 

-drüden: 
Wenn von Punkten, geraden Linien, oder 
Kreifen je drey Stüde in einer Ebene gegeben 
find, einen Kreis Zu ziehen, der dDurd die 
Punkte, wenn weldhe gegeben find, hindurch 
gehe, und die gegebenen Linien oder Kreife 

beruͤhre. 

140. Lehrſ. Gleiche Sehnen eines Kreis 


ſes haben gleiche Bogen. 

Bew. Ed fy AB — DE, und GC der Mittel 
punkt; man ziehe CA, CB, CD und CE, fo iſt Dr. 
ABC=DCE. Man denke fich nun den Ausfchnitt DCE 
auf den Ausfchnitt ACB gelegt, fo daß die Dreyecke AGB 
und DCE einander deden, fo muß auch jeder Punkt des 
Bogend DE mit einem Punkt des Bogend AB zuſam⸗ 
menfallen, und umgetehtt, Denn atyihe doä uicht, ſo 
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müßte ein ſolcher Punkt entweder näher bey C Tiegen 
oder weiter davon abftehen, als die Größe des Halbmef- 
ſers beträgt; welches nicht feyn kann. Folglich deden 
‚die Ausfchnitte Linanider / und alſo iſt der t Bogen DE — 
bem Bogen. AB:. 





1: Zuf. Gleiche Bogen eines Kreifes haben bleiche 
Sehnen. 

2. Zuf:‘ Gleichen Sehnen und Bogen eines Kreis 
ſes liegen gleiche Winkel am Mittelpunft gegenüber; und 
umgefehrt gehören in einem Kteife zu gleichen Winkeln 
am Mittelpunft gleiche Sehnen und gleihe Bogen: 

Anmerk. Hierauf gründet fi das oben befchriebene 
Berfähren, einen Winkel überzutragen (73, Anmerf:). 

3. Zuf; Der größern Sehne eines Kreifes gehört 
ein größrer Bogen und ein groͤßrer Winfel am Mittel: 
punkte zu; und umgekehrt: % | 

Anmerk. Hierbey tft jedoch gu erinnern, daß eigent- 
ih zu jeder Sehne 2 Bogen gehören, die zuſammen den 
ganzen Kreis ausmachen, hier aber jedesmal nur von dem 
fleinetn diefer beyden Bogen die Rede ift, d. i. von demje⸗ 
nigen, deffen Größe den Halbkreis nıcht Übers 
trifft; fo wie unter dam Winfel, der 3. B. der Sehne 
AB zugehört, der fpike Winfel ACB, nicht der uͤberſtumpfe, 
deſſen Maaß der Bogen ADEB iſt, verſtanden wird. 

4. Zuſ. Unter allen Sehnen im Kreiſe iſt der 
Durchmeſſer die groͤßte, weil er dem größten Bogen im 
Dalb£reife, dem Halbkreiſe felbft , zugehürt. 

Krıed Mathematitk 6, Aufl. BV% 


\ 
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5. Zuſ. Was hier von Sehnen, Bogen und Win 
fein deffelben Kreifes gefagt ift, gilt auch von Sehnen, 
Bogen und Winkeln verfchiedener, aber gleicher Kreife. 

141. Lebrf. Gleiche Sehnen eines Kress 
feö haben gleichen Abfland vom Mittelpunft. 





Bew. Es fey die Sehne AB= DE; man fäle 
die Perpendifel CF und CG, und ziehe CA und CD; 
alsdann iſt AF = DG (138.) und, Dr, ACF = DC6 

(64, 1. Zuſ.), folglid CF = CG. 

Ä 1. Zuſ. Sehnen eines Kreifes, die gleichen Ab⸗ 
ſnd vom Mittelpunkt haben, ſind einander gleich. 

2. Zuſ. Je groͤßer die Sehne eines Kreiſes, deſto 
kleiner iſt ihr Abſtand vom Mittelpunkt, und je kleiner 
jene, deſto groͤßer dieſer. Denn da AF?—AC®_—— CF? 
iſt (132, 4. Zuſ.), fo wird AF®, und folglich auch AF, 
defto größer oder Peiner, je Bleiner oder größer CF’, 
und daher auch CF, ift. 

3. Zuſ. Umgekehrt, je Heiner der Abſtand ber 
Sehne eines Kreifes vom Mittelpunkt iſt, deſto größer 
ift Die Sehne, und je größer jener, defto Kleiner dieſe. 

4. Zuf. Auch hieraus folgt, daß die Sehne durch 
den Mittelpunkt, d. i. der Durchmeſſer, am größten if, 
weil fein Abftand vom Mittelpunkt — Nul. if. 

‚Anmerf, Die Größe der Sehnen nimmt nicht in 
denfelben Verhättnis u vdee a6, als ihr Abftand 
rom Mittelpuntt ab s oder zunimmt, 
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142. Aufg. Einen Bogen zu halbiren. 


Aufloͤſ. Es ſey ACB der zu theilende Bogen; 
san ziehe die Sehne. AB, und durch die Mitte derfelben 
a8 Perpendikel CD, fo halbirt diefes auch den Bogen. 

Bew. Man ziehe AC und BC, fo ift Dr. ADC 
— BDC (55.); folglid AC= BC; alſo auch der Bo: 

en AC — dem Bogen BC. (140.). . 

Zuſ. Durch fortgefegtes Halbiren eines jeden 
kheils wird der ganze Bogen in 4, 8 16 u. ſ. w. gleiche 
Eheile eingetheilt. 

Anmerk. Die Theilung eines Bogens in drey gleiche 


Sheile hat diefelbe Schwierigkeit, als die Theilung emes 
Binfeld in fo viel gleiche Theile. Wolkte man die Sehne 


n drey gleiche Theile theilen, fo läßt fih leicht zeigen, daß. 


nan weder durch Perpendikel, noch durch Halbmeſſer die 
nan durch die Theilungspunkte zoͤge, den Bogen 'in drey 
leiche Theile theilen würde. Im erftern Fall wuͤrde der 
nittlere Bogen zu flein, und im leßtern zu groß werden. — 
kin artiged Verfahren, die Aufgabe bermittelft des Kreifes 
ind der geraden Linie, unter einer gewiſſen Vorausſetzung 
u löfen, findet fih frhon im Archimedes (©. deffen lem- 
nata, Propos. VII). Es fey nehmlich AB der Bogen, oder 
ACB der Winfel, welcher getheilt werden foll, fo verlängere 
man AC nach F hin,_und ziehe BF, fo dab EF == CD werde: 
ilsdann ift ED — 4 AB oder ECD — 4 ACB, Dieß iſt, wie 
nan leiht wahrnimmt, vollfonmen richtig; aber die 
Schwierigkeit ift, .den Punft E oder F geometrifch zu be- 
timmen. Mecanifch oder durch Probiren läßt er td leicht 


finden. ) St 2 


A 
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Uebrigens verdient nody bemerft gu werden, dab ge 
wiffe Bogen, 3. B. der Halbireis oder ein Quadrant, 
ſich ohne Schwierigkeit in drey gleiche Theile theilen laſſen; 
aber nicht eben fo ein jeder beliebiger Bogen. Ä 

143. Lehrſ. In einem Kreife verhalten fi 
fich die Winfel am Mittelpunfte wie die ik | 
nen gegenüberfiehbenden Bogen. 





Bew. Man vergleiche die Winkel ACB ımb BCD, 
und ihre Bogen AB und BD gegen einander. Die letz⸗ 
tern theile man zu diefem Ende mit irgend einem Maaße 

— Am, das fo Hein feyn kann als man will, in lauter 
gleiche Theile, z. B. A»in 3, BDin7 ſolche Theile, 
pfitAB: BDD=3:7. 

Alsdann ziehe man durch jeden Theilungspunft der 
Bogen eine Linie nach C, fo werden auch die Winkel ACB 
und BCD in lauter gleiche Winkel getheilt (140, 2..3uf.), 
und zwat ACB in 3, und BCD in 7. Folglich ift 

ACB : BED = 3:7. Es war aber au 
AB:BD =3:7. 
Daher. ift ACB : BGD = AB. ID. 
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Anmerk. Die Zahlen 3 und 7 find.hier nur in Ber’ 
hung auf eine Figur gefeht, in der eine beftummte Ein 
eilung ftatt finden muß. "Man fann aber dafür allgemein 
und n feßen, ohne daß der Bang des Beweifes fih im 
eringften andert, und fi darunter fo große Zahlen den= 
n, als man nur immer will. Da ed-auch nicht darauf 
Kommt, daß die Bogen wirklich in irgend eine beliebige 
1301 gleicher Theile getheilt werden, fondern daß fie mit 
zend einem, gleich viel welchem, gemeinfchaftlichen Maaße 
meſſen werden, fo ift es fein- Sehler gegen die Methode, 
8 die Theilung eines Bogens in irgend eine beftimmte 
ızahl gleicher Theile nicht vorher gezeigt tvorden iſt. Es 

hier genug, fid) die Möglichkeit einer Theilung beyder 
ogen in lauter gleiche Theile vorzuftellen, wobey ed ganz ˖ 
ıerley ift, wie groß die Menge der Theile fey, ‚die dabey 
rausfommt. Man geht: bier alfo von der Annahme eines 
aaßes aus, deſſen Größe nıan fo fange abändern kann — 
: auf ihre abfotute Beſchaffenheit nichts anfommt — bis 
für beyde Bogen paflend wird. Selbſt in dem Fall alfo, 
6 das Verhaͤltniß der Bogen irrational ift, fann inan, 
ie in 88. und 116., durch Annahme eines unendlich Fleinen 
aaßes machen, dab der Ueberreſt des Bogens für fo gut 
s nichts zu achten iſt. 

1. Zuſ. Wird die Peripherie eines Kreiſes in irgend 
e Anzahl gleicher Theile getheilt, fo kann fie zu einer 
quemen Beſtimmung der Groͤße der Winkel gebraucht | 
erden. 

2. Zuf. Da die Winkel um den Mittelpunkt eines 
reifes zufammen 4 R. ausmachen, und fie die ganze 
efipherie zwifchen ihre Schenkel faffen, fo ift der Bd⸗ 
n, welcher 1 R. zugehört, dem vierten Theil der Pe⸗ 
sherie gleich, und der Halbkreis umfaßt die Summe 
n2R. | 

144. Erklaͤr. Aehnliche Bogen heißen Bogen 
rſchiedener Kreife, Die zu ihren Peripherieen einerley 
erhaͤltniß haben, oder einen gleich. großen Theil ihrer 
eripherieen ausmachen. | 

145. Lehrſ. Gleihe Winkel am —R 
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punkte verſchiedener ungleicher Kreiſe fa 
fen ähnliche Bogen zwiſchen ihre Schenkel. 


[4 





A JS) j 
SR 


Bew. Es fey der Winkel ACB = acb; man er⸗ 
‚richte aus G ein Perpendifel CD auf AC, ingleichen aus 
c ein Perpenditel cd auf ac, fo iſt 

ACB : ACD = AB: 
und acb : acd — ab : an 4 (143.) 

folglich AB: AD= ab : ad (Ar. 345.) 
Nun ift AD — dem vierten Theil der Peripherie (143, 
2. Zuf.), die durch P bezeichnet werde; und ad — dem 
vierten Theil der Peripherie des andern Kreifes, Die — p 
gefegt werde. Folglich ift 

AB:4P=ab:4p 

Alfo auch AB: Pzab: 

Zuf. Wenn die Peripherieen ungleicher Kreiſe in 
eine gleiche Anzahl unter fich gleicher Theile getheilt wer: 
den, fo fchneiden gleiche Winkel, in den Mittelpunkt 
diefer Kreife gebracht, gleiche Mengen von Zheilen dee 
Peripherie ab. 

Anmert. Wirklich bedient man fich daher der Kreife 
zur Beflimmung -der Größe der Winfel. Zu dieſem Ende 
theilt man die Peripherie eines jeden Kreifes in 360 gleiche 
Theile ein, die man Grade nennt, und beftimmt die Größe 

‚eines Winkels nach der Menge von Graden, die er zwifchen 
feine Schenfel faßt, wenn (eine Syitze im Mittelpunfe des 
Sereifes liegt. Auf die Größe des Tree Tamımıt Vohey ak 
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; denn von dieſer hängt zwar die GSroͤße der Grade ab, 
r nicht die Menge derfelben, die irgend einem Winkel 
ommt. Wintel von verfchiedener Größe ſchneiden auch 
fchiedene Mengen von Graden ab, und die Anzahl der 
ade beftimmt unmittelbar dag Verhältniß der Winkel ges 
ı einander felbft (143.). 6 

Die Eintheilung in 360 Grade iſt ſehr alt, und grüns 

ſich vermuthlich auf eine alte Eintheilung-der Sonnen 
yn.in fo viel gleiche Theile, die wiederum darin ihren 
und hatte, daß es. fehien, ale ob die Sonne jeden Tag 

einen ſolchen Theil in ihrer Bahn fortrüdte. 

Zur genauern Meffung der Winfel wird der Grad noch 
60 Minuten, und die Minute in 60 Sekunden getheilt, 
) man bezeichnet diefe Größen, wie Ruthen, Fuße und 
le durch ° 7.0, 3.3. 120 28’ 36’ heißt 12 Grad 8 Min. 
Gef. 

Nach diefer. Eintheilung kommen auf den Quadranten, 

das Maaß des rechten Winfeld, 90°. 

Neuerlich hatte man in Sranfreih, zur Bequemlichkeit 7 

aftronomifchen Rechnungen, den Quadranten in 100 Gra⸗ 
den Grad in 100 Minuten, und die Minute in, 100 Sek. 
getheilt, aber mit der UmAnderung des politifchen Sy: - 
ns ift man auch hierin. wieder auf das. ‘Alte zurüdges 
igen. | 

146. Lehrf. Der Winkel am Mittelpunft 
noc einmal fo groß als der Winkel ander 
eripherie, der mitihm aufdemfelben Bo: 


n fteht. 


— 


D 


A R 
Bew. I. Es fey ACB der Winkel am Mittelpunft, 


IB der Winkel an der Peripherie, und G falle in ben 
en Schenkel des legtern; fo ift ACB als ein äußerer 
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Winkel des gleichfchenkligen Dreyecks BDC arizufehen, 
- und daher | | | 
\ ACB —= BDC -+ DBC (53, 1. Zuf.)- 
Ferner iff BDC —= DBGC (55, 2. Zuſ.) 
Folglih ACB = LDCG.+ BDC 
00, z= 2 BDG oder = 2 ADB. 











A 


FE. 
II. Es falle © zwifchen die Schenkel des Peripherie: 
winkels; man ziehe durch D und C die Linie DE, fo ift 
o — 9x 
u=9y | (Nr, I.) 
folgich Fu= 2x + 2y= 2x + yY 
d. i. ACB = 2ADR. 


- 
— 
— 
2 
——- 





7 
III. Es falle C außerhalb der Schenkel des Periphe⸗ 
riewinkels; man ziehe durch D und C die Linie DE, ſo iſt 
 ECB=?2EDB 
d.i. ECA-ACB—=2(EDA-+ ADB) 
—9EDA + 2ADB 

Ferner iſt ECA — 2EDA. Diefes ſubtrahirt 

| giit ACB—=YADE. 


Bom Rreife 393 


1. Zuſ. Wenn anftätt eines Peripheriewinkels. 
beren zwey oder mehrere find, welche zufammen auf 
demfelben Bogen ftehen, auf welchem ber Gentriwinfel 
fteht „ fo ift diefer noch einmal fo. groß, als jene zuſam⸗ 
mengenommen? 

a) Es iſt z. B. ACB—= -I(D-LE). Denn mar 
ziehe CF, ſo iſt ACF—=2D; und BCF=2E; folglich 
ACF-H-BCF d.i. ACB=2 D-L2E—2(D-LE). 





man ziehe wiederum CF, fo ift ACF —=2ABF; 
BCF =2BAF; Folglich ACF + BCF d. i. ACB 
2 ABF +2 BAF — 2 (ABF 4 BAF). 


b) Eben fo ift ACB — —2 —X 4 BAF). u 





2. Zuſ. Die Hälfte des Bogend, auf welchem 
ein Peripheriewinkel fteht, ift fein Maaß oder beftimmt 
die Größe deffelben. 

3. Zuſ. Peripheriewinkel, die auf gleichen ober 
ähnlichen Bogen ftehen, find einander gleich. — Auch 
ift ein Peripheriewinfel fo groß, als zwey aber mehrere 


— 
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. € 
andere zufarhmengenommen, wenn biefe zufanimen 


auf einem eben fo großen Bogen ftehen, als jener. 


4. Zuf. Gleiche ‚Peripheriewinfel eines Kreiſes | 


fhließen gleiche Bogen zwiſchen ihre Schenkel. 
5. uf, Alle Winkel in demfelben Abſchnitt (d. i. 
Peripheriewinkel, welche die Sehne des Abfchnitts zwi: 


fhen ihre Schenkel faffen, wie ACB und ADB) ſind 


einander gleich. 


D 
ce 


4 
E R 
6. Zuſ. Zwey Winkel in entgegenftehenden Abs 


— 


ſchnitten, wie ACB und AEB (f. die vorherg. Fig.) find - 


zufammen — 2 R.; denn fie flehen auf dem ganzen 
Umkreiſe, folglich ift der Halbkreis ihr Maaß. 

7. 3uf. Sind die entgegenftehenden Abfchnitte 
einander gleich, fo find auch die Winkel in beyden eins 


ander gleich, folglich jeder — AIR. Mit andern Wor⸗ 


ten: der Winkel im Halbfreifei = AR. 

147. Lehrſ. Wenn zwey Sehnen eines 

- £&reifes, ABund CD, einander parallellaw 

. fen, fo find die zwifhen ihnen liegenden 
Bogen, AG und BD, einander gleid. 
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Bew. Man siehe AD, fito=u (als Wech⸗ 
ſelsw.); folglich BD = AC (146, 4. Zuf.). | 
Zuf. Umgekehrt, find die Bogen gleich, die zwi⸗ 
fhen zweyen Sehnen liegen, fo find die Sehnen parallel. 
148. Lehrſ. In einem Biered, ABCD, 
deffen Spigen in der Peripherie eines Kreis 
fes liegen, find die gegenüberftehenden Win 
Tel, ſowohl A Cals BD, = 28 


⸗ 


A 


D B 


4 
. Bew. Man vente fi eine Diagonale BD gezo— 
gen, fo find A und C Winkel in entgegenftehenden Abs _ 
fhnitten; fg AG = 2R. (146, 6. Zuſ.). 
Daffelbe gilt von B und D, wenn bie e Diagonale AC-. 
gezogen wird, 

149. Lehrf. Umgelehrt, wenn die Sum: 
meder.gegenüberflehbenden Winfelin einem 
Viereck — IR ift, fo laßt fih ein Kreis um 
Das Viered beſchreiben., 

Bew. Es fey in dem Viered ABCD, A+C 
— B 4D2R.; man befhreibe einen Kreid, ber 
durch A, B, und G gehe (139.). Geht diefer nicht zus 
gleich auch durch D, fo gehe er durch einen andern Punkt, " 
d, der inner= oder außerhalb des gegebenen BViereds _ 
liegt. Man ziehe alödann Ad und Cd, fo muß B+ d 
—= IR. feyn (148). Da nun uhB+D—2N. tft 
(per hypoth.), fo wäre B + a—_B-- D, win 


x ; ” v 
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d=D, welches unmöglich ift (62.).. Folglich muß ber 
Kreis > vun D geben. 


\ 





150. Lehrſ. In einem Kreis: Viered, 


ABCD, ift die Summe der Produfte der ge: 


 genüberftehenden Seiten dem Produkte der 
Diagonalen gleih d. i, AB. CD+ AD,BC 
—m AG, BD. | , 





Bew. Man ziehe DE fo, daß der Winkel x 
werde; alddann ift Dr. ADE v BDC — weil auh W. 
o= u iſt (146, 5. uf.) — und Dr. ABD vv CDE— 
weil W. x Ir—y Pru. W. mn iſt — folglich if 

AD: AE BD: BC | 
9)CD:CE =BD: AB 
Aus Nr. 1. folgt AD.BC= AE. BD 
— —2. — AB.CD=CE,BD 
folgl. AD,BC+-AB.CD=AE,. BD-+CE. BD 
— (ME —R D= BU SD, 


J 
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Dieſer Satz wird der Ptolemaͤiſche Lehrſatz ge⸗ 
nannt, weil ihn ſchon Ptolemäns in feinem Almageft 
zur Berechnung der Eehnen im Sreife gebraucht hat. 


| Zuſ. Sind AC und BD Durchmeſſer, fo wird 
das Viere ein Rechte, und man erhält den pytha⸗ 
goraͤiſchen Lehrſatz. 

151. Lehrſ⸗ Durchſchneiden die Diagos 


nalen eines Kreis-Vieredes einander redt: 


winflig, fo ift niht nur die Summe der 
Duadrate der gegenüberftehenden Seiten 
einander glei — d. i. AB? + CD? = AD? 
— BC2 — fondern aud jede diefer Summen. 
dem Quadrate des Durchmeſſers gleich. 
Bew. Es iſt AB2— Af? + Bf2; u. CD? — 
Df? -+ Cf2; folglih AB? -+ CD? — Af? + Bf? + 
Df?2 + Cf?2. Der Summe diefer 4 Quadrate aber ift 
auch AD? + BC? gleih; u. daher AB? *6 CD? — 
AD? +: BC. 





Ferner ziehe man den Durchmeffer BE und die Seh: 
ne AE, fo iſt BE —= AB? + AE2 (146, 7. Zuſ.). Es 
iſt aber W. Pu — xy 1. R. u u=x (146, 
3. Zuf:); folgl. o = y folgl. CD = AE (146, 4. Zuſ. 
u. 140, 1. Buf.); alfd BE? =, AB? + CD2. 

152: Lehrſ. Wenn man aus der Mitte C 
bes Bogend ACDB einen zweyten Bogen 
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AFEB über derfelben Sehne AB befchreibt, 
und aus A oder B irgend eine gerabe Linie, 
wie AE, nach dem äußern Bogen zieht, fo 
ift der Theil DE diefer Linie, welcher zwi. 
Then beyde Bogen fällt, eben fo.groß, als 
die Linie DB, welhevondem Durchſchnitts— 
punfte D nad dem andern Endpunkte der 
Sehne gebt. 





Bew. Man ziehe EB, neigen AC und CB, 
fo ift ver W. ADB = ACB (146, 5. Zuf.); ferner ACB 
—2AEB (146.); folglid ADB—=2AEB. Es ijt aber 
auh ADB—=AEB--DBE (53, 1. 3uf.), folglid) AEB 
oder DEB —= DBE; alfo au) DB = DE (60.). 

1. Zuſ. Iſt AF eine Tangente an den innern 
Bogen An A, und die Sehne AE rüdt derfelben näher, 
fo fallen die Punkte D und A immer näher zufammen; 
kommt AE endlich in die Lage von AF felbft, fo fallt 
D in A, woraus denn folgt, daß AF = AB ifl. 

Die Erklärung einer Tangente f. unten 156. 

2. Zuf. Vollendet man die beyden Kreife, wie in 
nachflehender. Figur, und zieht von A, nad) der andern 
“ Seite von AB, die Sehne AG, welche den Bogen AHB 

in H fchneidet, fo iſt auch hier bie Sehne BG, des Kreis 
ſes ACBG, der Zinie HG, welche zwifchen beybe Kreife ' 
fällt, gleich. 
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Denn man ziehe BH, fo ift 
. bee. Winkel ACB = 2% (BAH + BE) (146. 
1. 3uf. b.). 
— 2 BHG (53, 1. 3uf.) 
Es if "ober auch 
ber Winkel ACB = : ABG Fr BAG (146, 3 . 
Zuſ.). 
= ABH + HBG + BAG 
— HBG + BHG 
Solgih 2 BHG = HBG + 5HG. 
alfo BHG = HBG ' 
folgid BG = HG (60). 





3. Zuſ. Rüdt AG fo weit von AB, daß H und 
A zufammen fallen, fo wird AG eine Zangente in A an 
den Kreis um C, und AG —=BG. Folglich trifft die 
Zangente in die Mitte des Bogend AGB. (140.). 


4. Zuf. Bezeichnet. man die Mitte des Bogens 
.AGB durch K, fo wird die gerade Linie CK ein Durch: 
mefler des Kreifes: und zieht man die Linie AK, fo 
wird CAR ein Winkel im Halbkreife, folglich AK ſenk⸗ 
recht auf CA, woraus gleichfalls folgt, daB AK eine 
Zangente an A iſt. (Vergl. unten $. 157). 


- 
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153. Aufg. Ueber einer gegebenen gera 
den Linie, als Hypotenufe, ein reqh twinkli⸗ 
ges Dreyeck zu befhreiben. 

Auflöf. Es ſey AB die gegebene Linie; man be: 
fchreibe aus der Mitte, C, berfelben, mit "einer Eröfk 
rung des Zirkels — AC, einen Halbkreis, und ziehe nach 
irgend einem Punft, D, deſſelben die Linien AD und BD, 
fo iſt ABD das verlangte Dreyeck. 





Bew. Da der Winkel ADB ein Winkel im Halb: 
freife ift, fo ift er = 1 R. (146, 7. Zuſ.) 

Anmerk. Die Aufgabe gehört in die Klaffe der uns 
beftimmten, inden man in dem Halbfreife unzählig ver: 
fhiedene Punkte, wie D, annehmen fann, von denen jeder 
der Aufgabe Gnüge Leiftet. Allein außer dem Halbkreiſe 
über oder unter AB tft es unmöglich, einen Punkt zu finden, 
von welchem ein Paar Linten nach A und B gezogen einen 
rechten Winkel einfchlöffen. 

Go wie in der. Arithinetit die unbeftimmgen Aufgaben 
durh Bleihungen aufgelöft werden, die alle möglichen 
Fälle der Auflöfung in fich begreifen; fo wird in der Deo 
metrie eine unbeftimmte Aufgabe duch eine Linie — aud 
wohl durch eine Flaͤche — aufgeloͤſt, in welcher jeder Punkt 
‚eine Auflöfung gibt. Die Linie ſelbſt, die zur Auflöfung vis 
‚ner folhen Aufgabe dieht, wird der geometrifhe Drei 
(lotts geometricus) derfelben genanft; und zwar beißen die 
gerade Linie und der Kreis, in diefer Hinficht, ebene Ders 
ter (loca plana); die Kegelfchnitte hingegen koͤrp erlide 
Derter (loca solida). — Apollonius hatte eine eigene 
Schrift über ſolche unbekiiumte Aufgaben , welche Birch did 
gerade Linie und den Kreib anfgelokt werden, vntr tem ti 
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zo) rdnav dnınldav geſchrieben — die zwar verloren 
angen, aber durch Robert Simſon wieder hergeſtellt, 
von Camerer uͤberſetzt iſt. Leipzig 1796. 8. 


1. Zuſ. Unter: allen rechtwinkligen Dreyedlen über 

ift das gleichfchenklige, deffen Spige.in die 
tte des Halbkreifes fallt, dad größte, (117, Zuf.) 

2. Zuſ. Auch hat das gleichfchenklige Dreyeck den 
Ößten Umfang. Denn man fege, es fen der Abs 
aitt ACB in der obigen Figur (152.) ein Halbkreis, 
glich die Dr. ACB und ADB rechtwinklig, und denke 
, eine gerade Linie von C nah E, fo ft AC--CE> 
 (61.) folglid au) AC-+CB > AD--+ DB {152.). 

154. Aufg. Aufdas Ende einer geraden 
nie ein Perpendikel zu errichten, 





Aufloͤſ. Es fol in A auf AB ein Perpendikel er⸗ 
htet werben; man feße den Zirkel in einen beliebigen 
unkt C über AB, eröffne ihn bis A, befchreibe einen 
gen, ber AB in D fchneidet, ziehe durch D und C die 
nie DE, fo ift E der Punkt, durch welpen das vers 
ngte Perpenditel geht. | 

Bew. DE ift ein Durchmeſſer des um C beſchrie— 
men Kreiſes, folglich DAE ein Winkel im Halbkreiſe, 
fo = 1R. (146, 7. Zuſ.). 

155. Aufg. Zu zwey gegebenen Linien, 
und b, die mittlere Proportionallinie us 
ınbem 
Fries Mathematik 6. Auf. | \ St 
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Aufloͤſ. Man mache AB= a, und befchreibe das 
rüber einen Halbkreis. Zerner mache man AD — b, ex⸗ 
richte aus D ein Perpendifel, DE, auf AB, und a 
AE, fo ift dieſes die verlangte Linie. 

Bew. Man ziehe BE, fo ift Dr. AEB rechtwinl⸗ 
lig (146, 7. Zuſ.), ED ein Perpendikel aus der Spige 
bes rechten Winkels auf die Hypotenufe, und daher 

AD : AE = AE : AB (98, 2. Zuf.) 

d. i. b:AE—=AE:Aa 

1. Zuſ. Das Quadrat von AE iſt fo groß, als 
ein Parallelogramm, deſſen Grundlinie a.und Höhe b ifl, 

2. Zuf. Ein Parallelogramm wird in ein Quadrat: 
verwandelt, wenn man zwifchen feiner Srunblinie und 
Höhe die mittlere Proportionallinie ſucht. 

3. Zuſ. Es ſey AB in m gleiche Theile geil, 
und AD enthalte m folcher Theile, fo it AB = — — ABS, 

Dieb lehrt ein Quadrat finden, das irgend einem m Rei 
eines gegebenen Quadrate gleich ift. 

4. Zuſ. Es iſt auch ED die mittlere Proportionals 
linie zwifchen AD und DB (98, 1. uf). 

5. Bug. Zieht man aus A noch irgend eine Sehne 
AF, welche ED in G fihneidet, und hierzu FB, fo iſt Dr. 
ADG- VAFB — wei W.D=F; und ®. bey A beys 
den gemein ift — folglich ft AD:AG=AF: AB — 
Je näher AF nad) AE vodt, vote näher tammen bie 
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unkte G und F einander, und in E fallen beybe zufams 
nm. Es ift daher auh AG : AE=AE:AF, - 
156. Erflär, Eine Zangente ift eine gerade 
ie, die eine krumme berührt, d. i. nur einen eins 
en Punkt mit ihr gemein hat und auch verlängert fie 
ht fchneidet, fondern ganz auf diefelbe Seite. von ihr 
At. — Auch krumme Linien berühren einander, 
an fie, ohne einander zu fchneiden, einen Punkt ges 
in haben, | 
- 457. Lehrſ, Ein Perpendikel auf das Ens 
: eined Durchmeffers errichtet, tft eine Fane 
nte am Kreife 


Bew. Es fen AB der Durchmeffer eines Kreifes, 
nb DE durch A fentrecht auf AB gezogen, fo ift der 
Iunkt A dem Umkreiſe und der Linie DE gemein, jeder 
ndere Punkt diefer Linie aber fat außerhalb des Kreiſes. 

Man nehme 3. B. den Punft F und ziehe aus dem 
Rittelpunft C die Einie CF, fo ift CAF ein rechtwinkliges 
Reyeck und CF die Hypotenuſe; folglich iſt CF > CA, 
IfoCF > ein Halbmeffer. Da nun C im Mittelpunfte E 
egt, fo fallt F außerhalb bed. Kreiſes. | 

Auf ähnliche Art zeigt fih, daß jeder andere Punkt 
er Linie DE außerhalb des Kreifes fällt, den Punkt A 
uögenommen; folglich ift DE eine Tangente. 

.1. Zuſ. Ein Halbmefler. oder Duchmeiler, ander 

6c? 
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Beruͤhrungspunkt einer Tangente gezogen, macht mit ihr 
einen rechten Winkel. 

‚2. Zu ſ. Ein Perpendikel auf die Tangente im Be⸗ 
ruͤhrungspunkt geht durch den Mittelpunkt des Kreiſes. 
138. Lehrſ. Durch den Punkt A, in web 
chem die Tangente DE ben Kreis berührt, 
Bann zwifchen ihr und dem Kreife Feine ge 
rabe Linie gezogen werben, fondern jede on | 
bere gerade Linie, wie CH, ſchneidet den 
Kreis inA und nod einem sweyten Punk: 
te, K 





Z/| |® 


Bew. Da der Halbmeffer CA auf DE ſenkrecht 
ift (157, 1. Zuſ.), fo kann er nicht GH fenkrecht feyn 
(47, 1. Zuſ.); es fey alfo CE fenfreht auf GH3 als⸗ 
bann tft CA >> CF (59), alfo CF <{ ein Halbmeffer 
Da nun C im Mittelpunkte liegt, fo muß F innerhalb 
des Kreifes liegen; folglich hat die Linie GH den Kreiß 
in A gefthnitten. 

Ferner ſey XFE AF, und man ziehe CK; aldbann 
ift das Dr. CFA = CFK (55.), folglih au CK==CA, 
Es ift aber CA ein Halbmeffer, folglich ift e8 auch CK; 
mithin liegt der Punft K in der Peripherie. Hier trifft 
alfo die Linie GH die Peripherie von neuem. 

Jede andere Linie, bie von C nach einem Punkte 
zwiſchen K und G gegpgen wird, CE, U. ul); 
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folgfich faͤllt KE& außerhalb des Kreiſes; alſo iſt der Kreis 


in K. dur HG geſchnitten. 

Anmert,. Die Tangente AD und der daran liegende 
Bogen AK fcheinen etwas ähnliches, wie einen Winkel, zu 
bilden, und wirklich hat man es. den Beerührungsmwins 
tel (angulus contactus) genannt. Da nun zwifchen: die Tan⸗ 
gente und den Bogen feine gerade Linie durch A gelegt wer⸗ 
‚den kann, fo muß der Berührungswinfel kleiner als jeder 
noch fo fleine geradlinige Winfel feyn. Dieb fcheint um fo 
mehr: parador , da, wie fich weiter unten -zeigt, zwifchen die 
Tangente und den Bogen noch unzählige andere. Bogen ges 
apgen werden koͤnnen, es alfo ſcheint, ald ob der Beruͤh⸗ 
rungswinkel ſich nod in unzählige andere Beruͤhrungswin⸗ 
kel zertheilen lafle. Diefer. Gegenftand hat daher mannig⸗ 
faltige Streitigfeiten veranlaßt. Allein ein Mifverftandniß 
liegt hierbey offenbar zum Grunde. Denn die Größe eined 
Winkels hängt von der Neigung eines. Schenfeld gegen den 
andern ab; einen Bogen aber fann überhaupt feine Nei⸗ 
gung gegenleine gerade Linie beygelegt werden, da die Rich⸗ 
tung ſeiner Theile unendlich verſchieden iſt, folglihjes 
des Element deſſelben eine andere Neigung 
gegen die Langente. hat. Man hat alfo mit Unrecht 
die Verbindung einer geraden und krummen Linie einen 
Winkel genannt, und fie mit der Größe eines eigentlichen 
Winkels verglichen. Soll dabey von einem Winkel die Nede 
feun, fo fann nur derjenige verftanden werden, der aus 
der Neigung des unendlich fleinen Elemente 
der frummen Linie, das mit der geraden zus 
fammentriffe, entſteht — wobey der, gange übrige 
Theil der krummen Linie nicht in Betrachtung foınmt, Die 
Richtung eines unendlich kleinen Theils einer Frummen Tinte 
aber erfennen wir eben aus der Lage der Tangente an 
diefem Theil. Zolglich iſt der fogenannte Beruͤhrungswin⸗ 
fel der Winfel, den die Tangente mit dem Elemente des 
Bogens macht‘, durch welches fie geht, und deffen Richtung 
durch fie beſtimmt wird, d.h. es ıftder Winkel, den 
die Tangente mit fie ſelbſt macht — es tft alfo 
gar fein Winfeloderer iſt — O. Kein Wunder alfo, 
daß er kleiner ald jeder noch fo kleine geradlinige Winkel 
iſt, der > 0 ift. 

Durch alle Bogen aber, die man n wwiſchen Die Lonaraie 
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und den Kreis durch den Berlhrungspunft ziehen mag, 
wird der Berührungswinfel nicht zertheitt, ſondern bleibt 
bey allen derſeibe, nehmlich = O, indem die Elemente aller 
diefer Bogen an der Stelle, wo fie aufammentreffen, einers 
ley Richtung, die der Tangente felbft, haben.“ Mur ihre 
„andern Etemente haben, fo wie fie fih von dem Berüßrungss 1 
punfte entfernen, eine verfchiedene Neigung. gegen die Tan⸗ 
gente; und in der Größe diefer Neigung kann allerdings 
eine unendliche Verſchiedenheit ſtatt finden; daher an dies 


‚ felbe Kangente eine unendliche Menge von Bogen gezogen 


werden können. 

1. Zuſ. An einem Punkt, A, ber Veripherie iſt 
nur eine einzige Tangente moͤglich. 

2. Zuſ. Eine gerade Linie kann einen Kreis nur 
in zwey Punkten fchneiden. j 

3:3uf. So wie der Halbmeſſer auf der Tangente im 
Beruͤhrungspunkt ſenkrecht ſteht, ſo kann er auch auf dem 
Element des Bogens, deſſen Richtung durch die Tangen⸗ 
te beſtimmt wird, als ſenkrecht ſtehend angeſehen werben. 

159. Aufg. An einen gegebenen Punkt, 
A, eines Kreifes eine Tangente zu ziehen. 

Anfidf. Man ziehe ben Halbmeſſer CA (f. bie 
vorhergeh. Fig.) und errichte in A ein Perpendikel, DE, 
auf bemfelben, fo ift dieſes die verlangte Tangente. 

Der Beweis erhellet aus 157. . 

160. Lehrſ. Bwey Kreife, bie einander 
ſchneiden, Thneiden fid in zwey Punkten 





Bew. 8 ſey der eine Kred um RL, er sven 
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um B beſchrieben, und fie moͤgen einander in c ſchneiden; 


man ziehe Durch A und B eine gerade Linie AB, und fälle 


Darauf aus € ein Perpendikel CE, verlängere-diefes fo, daß 


ED==CE werde, fo tft D der zweyte Durchſchnittspunkt. 
u Denn manzieheCA, CB, DA und DB, fo iſt Dr. GEA 
==.DEA (55); folglih CA = DA; alfo D ein Punkt in: 

der Peripherie des Kreifes um A. Eben fo iſt Dr. CcEB 


"= DFB; folglich cBBʒ alſo D auch ein Punkt in 


der Peripherie des Kreifes um B. Folglich treffen: beybe 
Kreife in D wieder zufammen. 

Einen dritten gemeinfchaftlichen Punkt beyder Kreiſe 
aber gibt es nicht. Denn geſetzt, F wäre ein ſolcher 
Punkt, fo wäre Dr. ABFOQ ABD; und da alddann 


" BD.== BE wäre, fo müßte der Winkel BAD — BAF 


feyn, welches unmöglich iſt (39, 6.). Folglich Tann F 
fein gemeinfchaftlicher Punkt beyber Kreife feyn.. 

Zuf. Die gerade Linie, AB, die. durch beyder Kreife 
Mittelpuntte geht, ſteht auf der gemeinſchaftlichen Seh⸗ 
ne, CD, ſenkrecht. 

161. Aufg. Von einem Punkt, A, außer⸗ 


halb des Kreifes eine Tangente an den Kreis 


zu ziehen. 

Aufloͤf. Man ziehe von A nach dem Wittelpunkt 
eine gerade Anie AC, um dieſelbe beſchreibe man einen 
Kreis, ABCD, und durch die Punkte B und D, m wels 
chen beyde Kreife einander fchneiden, ziehe man AD und 
AB, fo find dieſes Tangenten. 

2 
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Bew. Man ziehe CB und CD, fo ift ber Winkel 
‚ABC = ADC —= AR, (146, 7. Zuſ.); folglich AB ſenk⸗ 
recht auf GB, AD ſenkrecht auf CD, und GB CD Halb: 
mefler des Kreifes, alfo AB und AD Zangenten an den 
Kreide Gergl. 152, 3. u. 4. Zuſ.) 

Zuſ. Das Dr. ABC ift = ADC (64, 1. auf ), 
md daher AB == AD; ingleichen Winkel BAC DAC. 
Es find alſo von einem Punkt, A, außerhalb des Krei⸗ 

ſes 2 Tangenten an den Kreis moͤglich, die beyde einan⸗ 
der gleich ſind; und der Winkel, den ſie einſchließen, 
wird durch die gerade Linie nach dem Mittelpunkt halbirt. 

162. Lehrſ. Wenn die Mittelpunkte zweyer 
Kreiſe um die Summe ihrer Halbmeſſer von 
einander abſtehen, fo berühren die Kreife 
einander von außen, und wenn fie um bie 
Differenz ihrer Halbmeffer abflehen, fo be 
rührt der eine Kreis den andern von innen 





Bew. I. Der eine Kreis fey um A mit dem Halb» 
meffer AC, der andere um B mit dem Halbmeffer BE 
befchrieben, fo haben beyde Kreife den Punft C gemein, 
und feinen weiter, Denn gefest, ed wäre D ein folcher 
Punft, fo ziehe man AD und BDy alddann wäre AD — 
AC, BD=BC; folgid AD-BD=AC-+BE=AB, 
welches unmöglich ift (61.). Beyde Kreife haben alfo 
nur den Punkt C gemein, und fallen übrigens ganz aus 
Berhalb einander, folglich berühren fi j e einander in biefem 
Punkt von außen. 


ı 
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I. Es fey wiederum AC der Halbmeffer des einen, 
BC der Halbmefjer des andern Kreifes, folglid AB — 
AC— BC, fo haben beyde Kreife nur den Punkt C ges 
mein. Denn gefegt, eö wäre D noch ein gemeinfchaftli- 
her Punkt, fo ziehe man AD und BD; alddann wäre 

\AD=AC, BD=BC; folglich AB + BD=AB-+ 
BE =AC=AD, weldes unmöglich iſt (61.). Beyde 
Kreiſe haben alfo nur den Punkt C gemein, und der eine 
faͤllt ganz innerhalb des andern, alſo beruͤhrt er dieſen 
von innen. 

1. Zuſ. Wenn man in der Linie AC, die man 
über A hin verlängern kann, noch andere Mittelpunfte 
annimmt, und um diefelben mit einer Eröffnung bes Zirs 
feld, die bis C geht, Kreife befchreibt, fo berühren alle 
diefe einander in C. Es koͤnnen daher unzählige Kreife 
einander in demfelben Punkte berühren. — Ein Per: 
pendikel durch C auf .AC ift alddann die gemeinfchaftliche 
Tangente aller. 

2. Zuſ. Wenn Kreife einander i in einem Punfte 
berühren, fo geht die gerade Linie, die Durch ihre Mits 
telpunkte gezogen wird, durch ben Berührungspunft. 

163. Lehrſ. Wenn zwey Kreiſe einander 

berühren, fo theilt jede gerade Linie, die 
durch den Berührungspuntt geht un Vie 


— 
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165, Sehrſ. Wenn von einem Punkt,"A, 
außerhalb beö Kreifed, zwey gerade Linien, 
AB, AC, nad, dem Kreife geben, von wel: 
hen die erfiere ihn berührt und die legtere 
ſchneidet, fo ift die Tangente, AB, die mitt 
lereProportionalltnie zwiſchen der andern 
‚einie, AC, und ihrem äußern Abſchnitt, AD. 


2 A 





Bew. Man ziehe BC und BD, fo iſt das Dr. 
ABC m ABD — weil der Winfel A beyden Dreyeden 
gemein, und Winfel C= ABD (164.) ift. Folglich iſt 
AC : AB— AB: AD (90.). 


1. Zuſ. Umgekehrt, wenn AC: AB= AB: AD 


ift, fo iſt AB eine Tangente. Denn es iſt alsdann Dr. 
ABC ABD (95.), folglich der W. ABD— C, Wäre 
nun AB feine Tangente, fo müßte eine andere Linte an 
B die Tangente feyn, und diefe müßte mit BD einer Wins 
kel machen, der auch = C, und doch von ABD verſchie⸗ 
den wäre, welches unmöglich iſt. 

9. Zuf. Wenn beyde Linien, AC, 4b, den Kreis 
ſchneiden, ſo verhalten ſie ſich umgekehrt wie 
ihre äußern Abſchnitte, d. h. «5 it AB: AC = 
AD :AE. Denn man ziehe eine Zangente AF, fo ift 

. AB: AF=AF:AE 
ingleihen AC : AF = AF : AD 
folglich AB : AC == AD ı ME “ va 








166. Lehrf. Wenn zwey Sehnen, AB, CD, 
einander in E fhneiden, fo ſtehen die abge 
[hnittenen Theile in umgelehrtem Berhälta 
niß, oder ihre Produkte find einander glei, 


b. h.esiftAE: ED EC: EB ober AL. EB= 
ED. EC. 





Bew. Man ziehe AD und CB, ſo iſt FR AED 
rn CEB — weil 1) die Winkel bey E einander gleich 
find, YA=-Cift (146, 3. Zuſ.) — folglich iſt AP: 
ED =: CE : EB; und daher AE. EB = ED,CE. 

1. Zuſ. Wird die eine Sehne halbirt, fo ift ihre 
Hälfte die mittlere Proportionaliinie zwiſchen den beyden 
Theilen der andern Sehne. 


(Man vergleiche hiermit oben 155, 4. Zuſ. ., wo ED auch 
die Hälfte einer Sehne iſt.) 


2%: Zufs Ale Sehnen, die burch den Punkt E ges 
hen, werden durch diefen in zwey Abfehnitte getheilt, de: - 
sen Probufte einander gleich find. \ 


* 


414. Vom Kreife 


* 3. Buf. Wenn daher zwey gleiche Sehnen ein 
ander fchneiden, fo find auch die Theile der einen ben 
heilen der andern gleich. Wäre AB= CD, fo wäre ' 
auch AE=CE; BE=DE. Denn alddann find fowohl 
die Summen ber Theile, als die Produkte berfelben eins 
ander gleich. 

167. Lehrſ. Wenn drey Kreife einander 
ſchneiden, fo durchſchneiden bie drey gemein 
f&aftlihen Sehnen, ab, cd, ef, einander 
in vemfelben Punkt n. 





Bew. Man unterfcheide die Kreife dich 1, 4, 3. 
„Da bie Sehnen ab und cd dem Kreiſe 3 angehören, fo 
‚itan.bn=cn.dn (166.). Es gehört aber bie Sehne 
ab’ auch dem Kreife 1 an; gedenkt man ſich daher in die⸗ 
fem eine zweyte Sehne aus £ durch m gezogen, bie den 
Kreis in e treffe, fo iftan.bn = fn. en; folglich aſt 
auch fn.en—=cn.dn. Die Sehne, die durch £ und 
a geht, gehört aber auch dem Kreife 2 anz gefegt nun, 
fie träfe die Peripherie deffelben in einem Punkt k, fo 
wäre In.kn=cn.dn— da ed auch dem Kreife2 ange 
hört —; folglich wäre fn kn = fn. enz alfoki—enz; 
alfo ift K von e nicht weriäjienen, d. d. Ve Schon duch 
Fund.n trifft in den Duchfögrütäguntt der S&ce Aumı. 


| Vom Kreife 415 


168. Erklaͤr. Ein Kreis iſt um eine gerablis 
ge Figur befchrieben, wenn alle Wintelfpigen im die 
ripherie fallen; ‚hingegen ift er in bie Figur befchries 
, wenn alle Seiten ber Figur ihn berühren. Im ers 
a Sal. ift die Figur in den Kreis, im zweyten ift 

um benfelben befchrieben. | | 

169. Aufg. Um ein Dreyed einen Kreis 

beſchreiben. 

Aufloͤſung und Beweis find wie in 1395 denn 
nn man bafelbft die drey Punkte A, B und C durd) 
ey gerade Linien verbindet, fo erhält man ein Dreyeck. 

170. Aufg. In ein Dreyed, ABC, einen 
veid zu befgreiben. 





Auflöf. Man halbire zwey Winfel des Dreyecks, 
B. A und B; der Punkt D, in welchem die die Wins 
I halbirenden Linien ſich fchneiden, iſt der Mittelpunkt. 

Bew... Man fälle aus D die Perpendikel DE, DF, 
G, fo ift Dr. ADE = ADG — weil AD beyden ges 
ein ift, der Winkel bey E und by G = 1R., md 
—u Folglich it DE=DG. Auf ähnliche Art zeigt 
h, daß auch DF=DE iſt. Alſo find DE, DF, DG 
8 Halbmeffer deffelben Kreifes zu betrachten, und die 
jeiten des Dreyeckes Zangenten an diefem Kreife (157.). 
olglich ift der Kreis in das Dreyed beſchrieben. 

171. Aufg. In einen Kreis ein Dreyeck 
u verzeichnen, das einem gegebenen, ABC, 
onlich iſt. 
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E e F | 
Aufloͤſ. An irgend einen Punkt, c, bes Kreiſes 
ziehe man eine Tangente, EF; aus c ziehe man eine 
Sehne ch, die mit der Tangente cF einen Winkel =A 
mache, und eine andre ca unter einem Winkel —B; 
endlich ziehe man ab, fo ift abc das verlangte Dreyeck. 
Bew. Es ift der Winkel bceF A (per constr.) 
| ingleihen — — beF = a (164.) 
folglich A = a 
Eben fo zeigt fi, daß B=b feyz folglich ift Dr. ABC 
ev abc (94). 
Zuf. Verlangt man ein gleichfeitiges Dreyeck 
‚in einem Kreiſe, fo nehme man ABC ‚gleichfeitig, als⸗ 
dann wird ed auh abc. — Ein Fürzered Verfahren 
lehrt 173, 7. Zuf. 
172. Um einen Kreis ein Dreyed zu vers 
zeichnen, das einem gegebenen, ABC, Abm 


lich iſt. 


Bom Rreife, 417 


Aufloͤſ. Man halbire zwey Winkel des Dreyecks, 
.B. A und B; und aus dem Puñkt D, in welchem AD 


nd BD. fich ſchneiden, fälle man ein Perpendikel DE. 


llsdann ziehe man an einen beliebigen Punkt, e, des 
treifes eine Zangente, ab; aus dem Mittelpunft d ziehe 
aan de; ferner trage man an ed in d auf die eine Seite 
en Winkel eda — EDA, und auf die andere den Win 
el edb — EDB, und ziehe aus a und b die Tangens 
en ac und bc, fo ift abc das verlangte Dreyeck. 


Bew. Es ift ber Winfel DEA—=da=1N; 
erner W. EDA — eda; alſo auch W. EAD — end. 
Esift aber EAD = 3 A (per constr.) und ead== 
161, 3uf.)5 afoyA— a; alfo auch Aa. 

Auf ähnliche Art ergibt ſich, daß B= = bif; folg⸗ 
ich iſt Dr. ABC abe (94.). 


Zuſ. Ein gleichſeitiges Dreyeck um einen 
Kreis zu beſchreiben, nehme man ABC gleichſeitig. — 


Kürzer kann man verfahren, wenn man an irgend einen 


Punkt A eines Kreifes eine Zangente von unbeftimmtet 
Länge zieht, aus dem Beruͤhrungspunkt A ein Perpens> 
dikel AD errichtet, durch die Mitte d des Halbmefferd 
DA eine Parallele bc mit der Zarigente zieht, alsdann 
aus dem Mittelpunft O durch b und c die Linien OB und 
DC. Daducch erhält man BC als die Seite des Drey: 


es; und fcehlägt man aus B mit BE einen Bogen, der .. 


das Pernendikel in D fchneidet, fo ift Dadurch auch der 
pritte Punkt des Dreyecks beftimmt, ‚Der Beweis er: 
gibt fich Teicht aus dem Folgenden, 


‚Sried Dathematif 6. Huf. | Ar 


— 
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473. Lehr. Wenn die Peripherie eine 
Kreifes in irgend eine Anzahl gleicher Theile 


getheiltwird, und man zieht bie Schnendis 


fer Bogen, fo entflegt daraus ein regelmb 
ßiges Viele 





Var 2 

Bew. Es ſey z. B. der Kreis um O in 8 gleiche 
Theile getheilt, und die Schnen berfelben gezogen, fo 
fchließen diefe 1) die zwifchen ihnen enthaltene Fläche von 
allen Seiten ein, weil in jedem Theilungspunkt zwey 
Sehnen zufammentreffen, 2) find alle Seiten einander 
. gleich (140, 1.3uf.); 3) find die Bogen BDF, CEA u 
f. w. einander gleich, weil fre den ganzen Kreis weniger 
zweyer gleichen Abtheilungen ausmachen; mithin find auch 
die Winkel A, B, C u. f.w. einander gleich (146, 3. Zuf.). 
Alſo ift das Sechsec ABCDEF regeimäögig, 
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1. zuſ. Iſt die Peripherie in.n gleiche Theile ge: 
theilt, ſo ift ein jeder berfelben — 360, folglich der 


Bogen, auf welchem ein Winkel des Vieleds ſteht — 


360° —2. nn; ; und daher ber Mintel fe = = (360° 


— -9 * 36%); 2* 180° — — - (146; 2. Zuſ). 
Man vergleiche damit 85, 2. uf, 


9. Zuf. Zieht man aus O nad) jedem Winkelpunft, 
A, Bu. f.w, einen Halbmeffer, fo entftehen Dreyecke, die 
alle einander gleich find (57). Auch die Winkel um den 


" Mittelpunkt find einander glei, und daher jeder = 2 


— 60, und in einem Viele von n Seiten = 3, 


Anmert. Nach diefen allgemeinen Ausdrücken für die 
Größe des Polygon- und Centriwinkels laſſen fich diefe für 
" jedes Viele! von einer beftimmten Anzahl Seiten berechnen. 

3. Zuſ. Der Polygons und Gentriwinkel eines 
regelmäßigen Vieledö machen zufammen 180° aus. 


4. 3uf. In einem regelmäßigen Sechseck find die 
Dreyede, die durch eirie Seite und 2 Halbmeffer. gebil: 
det werben, wie AOB, gleichſeitig — weil der Gen: 
triminfel = 60°, und jeder der Winfel an der Grund: 
linie ebenfalld = 60° ift. 


- 5. Zuſ. Man kann daher ein regelmäßiges . 
Sechseck in einen Kreis verzeichnen, wenn man ver: - 
. mittelft des Halbmefjerd die Peripherie in 6. gleiche 
‚Theile theilt, und die Sehnen derfelben zieht. 

6. Zuſ. Verbindet man je zwey ſolcher Abthei- 
ungen durch eing Sehne, fo erhält man ein regelmä- 
ßiges Dreyed, und durch fortgefegtes Halkiren euer 

' Dd 2 
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jeden Abtheilung kann man ein regelmäßiges Vieleck von 
12, 24, 48 ıc. Seiten zu Stande bringen. 


- 7. Zuſ. Eine Sehne, durch die Mitte eines Halb: 
meffers fenkrecht gezogen, ift gleichfalls die Seite eines 
regelmäßigen Dreyeds. | 

174. Lehrſ. Wenn in einen Kreis zwey 
gleichſeitige Dreyede fd beſchrieben werden, 
daß ihre Spitzen gleich weit von einanderab: 
ftehen, fo werden ihre Seiten gegenfeitigin 
drey gleiche Theile getheilt. 





Bew. Da die Bogen zwifchen ben. Spigen ber 
Dreyecke ehrander gleich find, fo find die gegenüberlie: 
genden Seiten einander parallel, 3. B. BC || ED (147, 
Zuf.); folgl. ift Dr. Apq v ABC (92.) alfo Agq==pg. 
Daffelbe gilt von den übrigen Eleinern Dreyeden, wie 
Eqt. Es ift aber au) Ag.Bq=Eg.Dg; folgt. Aq 
== Eq (166, 3. 3uf.) folgt. find alle die kleinern Drey⸗ 
ecke einander gleich; alfo Ag= —=gt=Bt, 


175. Lehrſ. In einem jeden Vieled, dad 
in einem Kreife befohriebenift, und einege 
trade Anzahl von Seiten bat, iſt die Summe 
des 1ften, 3ten, 5ten Winkels, ww. ber 
Summe bes 2ten, Aten, Stenu.Gw: gleid. 
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Bew. Es ſey ABCDEF ein Sechseck, und P 

bedeute bie Peripherie, fo ift ber Winkel 

A=4(P—arc. FAB) (146, 2.Buf.) 
€C=}(P—arc. BCD) Ä 
: E=}(P—-arc. DEF) 

folglic A+C+E=13P—P)=P 

Ferner ift der. Winkel 
B=3(P—.arc. ABC) 
D=}(P—.arc. CDE) 
F=}(P—-.arc. EFA) 

ii BFDFF=,3P—-P=P 

do A+C+E=BID-+F 

Zuf. In einem Vieled von 2 n Seiten ift bie 
Summe einer jeden der beyden Reihen von Winkeln = 
IGaP—-M = In -VP=40-N)4R = 
Un — 1) R.; unddaher die Summe beyder Reihen, oder 
aller Winkel des Vielecks = 4 n— 1) R.4AnR. 
— AR. (Bergl, oben 85.). 

176. Aufg. Ein regelmäßiges Viereck in 
einen Kreis zu befchreiben. 

Aufloͤſ. Man theile den Kreis durch einen Durch: 
mefler in 2 Halkfreife, halbire jeden Halbfreis und ziehe 
die dazu gehörigen Sehnen. 

Bew. Da auf biefe Art die Peripherie in & Kr 


u 


— 


- 
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Theile getheilt wird, fo-bilden ihre Sehnen‘ ein regel⸗ 
maͤßiges Viereck (113.). 

Zuſ. Durch fortgeſetzte Halbirung eines jeden 
Bogens kann man ein Vieleck von 8, 16 ıc. Seiten zu. 
Stande bringen. 

Anmerk. Wie man ein regelmäßiges Zehneg, und |! 
die aus diefem abzuleitenden Vielefe, im Kreife erhalten ' 
fönne, wird weiter unten (196, 2. u. 3. Zuf.) gezeigt. 

177. Aufg. Um einen Kreid ein regelmd 
Biges Sechseck zu beſchreiben. 

Aufisf, Man befchreibe in den Kreis ein regel 
mäßiges Sechseck (173, 5. Auf), und ziehe durch bie 
Mitte der Bogen ab, bc, etc. Parallelen AB, BC, etc. 

it den Seiten des innern Sechsecks, fo ift ABCDEF 
je verlangte Figur, 





Bew. Man ziehe den Halbmefjer Om ſenkrecht 
durch ab, fo ift m die Mitte des Bogens ab (142.) und 
AB ſenkrecht auf Om, alfo eine. Zangente, Daffelbe 
läßt fich von den übrigen Seiten BC, CD u. ſ. w. barthun. 
Ferner ziehe man den Halbmeffer Oa, und vers 
längre ihn, bis er die Seiten AB und AF trifft. ‘Er 
trifft fie aber in dem Punkt A. Denn gefegt, er träfe 
bie Seite AF in einem andern Punfte A’, fo ziehe man 
Or an die Mitte des Bogens af, Alddann ift der Dos 

gen ar= am, folgih x=y, —XEX 
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= OmA=1R,; und dr = Om; folglich Dr. OrA’ 
= OmA; alfo auch OA’—= OA. Alſo iſt der Punkt 
A non A nicht verſchieden. 

So wie aber Oa verlängert in A trifft, fo. auch Ob 
verlängert in B, Oc verlängert in Cy. ſ. w. Und Dr. 
AOB if = BOC — weil OB beyden gemein ift, Win: 
del AOB==BOC (140, 2. 3uf.), und die Winkel, bey 
B (als cortefpondirende der Winkel bey b) einanber gleich 
find, Folglich ft AB= BC, . 

Auf gleiche Art zeigt fih, daß BC= CD— DE 
etc. iſt. Alſo find ale Seiten einander gleich. 

Endlich ift auch der Winkel A=B=C u. f wm. da 
jeber von dieſen aus 2 Winfeln befteht:, welche die cor: 
tefpondirenden der Winkel find, aus welchen die Wins 
tel a, b, c uf. w. zufammengefebt find; und. da, Diefe 
einander gleich find, fo find es auch jene. | 

Anmert. Es ift nicht nothwendig, das innere Sechs⸗ 
eck zuerft zu: befchreiben , fondern man fann gleich. an die _ 

Mitte der Bogen ab, bo, etc. die Taugenten AB, BC u. f. w. 
ziehen. 

1. Zuſ. Auf ähnliche Art kann man zu jedem in 
dem Kreiſe beſchriebenen regelmäßigen Vieleck ein andes 
res von gleich vielen Seiten um den Kreis befchreiben. 

2. Zuſ. Es verhält ſich ab: AB—= Op: Om (88, 

3. Zuſ); alſe auch n.ab:n.AB=Op:Om, d.h. 
der Umfang ded innern Vielecks von m Seiten verhält 
fi) zum Umfange des äußern, wie die Höhe eines 
Dreyecks der innern Figur zum Halbmeffer. 

- 4178. Aufg. Den Inhatt eines regelmäßi: 
gen Dieleds von n Seiten zu finden, wenn 
eine Seite Ss, und der Halbmeffer des um: 
fopriebenen Kreifes>.r gegeben ift. 

Aufldf. Man zertheile dad Viele durch Linien 

aus dem Mittelpunfte nach den Winkelyuntten i in lauter 


Ka Iν ja RT‘ 


— 
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Dreyede, wie aOb, bOc, etc. (m; f. bie vorhetgehenbe 
Fig.), ſuche den Inhalt eined diefer Dreyede, und mul 
tiplizire ihn mit der aingahl der Seiten. Dieß gibt ben 


Inhalt des Vieleck — — .Y (> —1 82), 


Bew. Die Dreye ze, welche man auf dieſe Art 
erhaͤlt, ſind alle einander gleich (173, 2. Zuſ.), und die 
Anzahl derſelben der Anzahl der Seiten des Vielecks gleich. 

Der Inhalt eines Dreyecks, wie aOb, aber iſt = 
nn (121.). Nun iſt Op=Y (Oa2— ap2) [139, 
4. 3uf.). Set man alfo ab=s, und Oa=r, ſo iſt 
ur = —.V (r?— 482). Folglich der Inhalt von 
n folchen Dreyeden ober dem ganzen Vieleck ⸗ 3. 
v(?—4e). 

1. 3uf. Dans den ganzen Umfang des Vielecks 
ausdrüdt, fo findet fih auch der Inhalt, wenn man ben 
halben Umfang des Vieles mit der ganzen Höhe, ober 
den ganzen Umfang mit der halben Höhe eines feiner 
Dreyece multiplizirt, 

2. Zuſ. Ein regelmaͤßiges Vieleck iſt einem Drey⸗ 
ecke gleich, deſſen Grundlinie dem Umfange des Vielecks, 
und deſſen Hoͤhe der Hoͤhe eines ſeiner Dreyecke gleich iſt. 

3. Zuſ. Druͤckt s die Seite des um den Kreis 
beſchriebenen Vielecks aus, fo wird r = der Höhe eines 
feiner Dreyecke, (wie die vorhergehende Figur zeigt,) und 
daher der Snhalt des ganzen Vieleds — nn d. i. = 
dem Umfange des Vielecs multiplizirt mit 
der Haͤlfte des Halbmeſſers. 

Anmerk. Die Trigonometrie lehrt den Inhalt eines 


regelmaͤßigen Vielecks bloß aus der Anzahl der Seiten und 
dem Halbmeſſer oder einer Sette Anten. 
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© gleich vielen Seiten find ähnliche Figuren. 

A Bew. 1) find ihre Winkel, einander gleich, da die 
Größe eines Polygonwinkels nicht von der Groͤße. der 
Selten, fondern von der Anzahl derfelben abhängt (173, 
1. Zuſ.); 2) da die Seiten eines jeden unter fich gleich 

find, fo haben fie gegen einander einerley Verhaͤltniß; 
folglich find die Figuren einander ähnlich (90.). 

1. Zuſ. Zertheilt man ähnliche regelmäßige DViel- 
ede aus dem Mittelpunfte der in oder um fie befchriebes 
nen Reeife in Dreyede, fo find auch die Dreyede des 
einen den Dreyecken des andern ähnlich, und daher vers 
halten fih die Umfänge folcher Bielede wie 
die Halbmeffer oder Durchmeffer der in oder 
um fie befhriebenen Kreife. | 

2 Zuſ. Der Flächeninhalt regelmäßiger Vielecke 
von gleich vielen Seiten verhaͤlt ſich wie die Qua— 

. drate der Halb- oder Durchmeſſer der in oder 

um ſie beſchriebenen Kreiſe. 

3. Zuſ. Der Flaͤcheninhalt des innern regelmaͤßi⸗ 
gen Vielecks in einem Kreiſe verhaͤlt ſich zu dem Flaͤchen⸗ 
inhalt des aͤußern regelmaͤßigen von gleich vielen Seiten, 
wie Op? : Om? (Fig. zu 177.), oder, allgemeiner aus⸗ 
gedrüdt, wie h?:r?2, wenn h die Höhe eines der in⸗ 
nern Dreyede, und r den Halbmeifer des Kreifes be; 
deutet. (Bergl. 177, 2. Zuf.). 

180. Aufg. Aus der Seite eines regelmä- 
ßigen Vieledd von n Seiten und dem Halb- 
meffer des umfchriebenen Kreifes einen all- 
gemeinen Ausdrud fürdie Seite eines regel: 
mäßigen Vieledö von 2n Seiten zu finden. 

Auflöf. Es fey AB = s hie Seite des n eds, 
und CA=r der Halbmeffer des umfchriebenen Krei- 


179; Lehrſ. Regelmäßige Vielecke von 


ſes; man ziehe CE ſenkrecht duuch AB, lügen 


‘ 
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ſo it dieſes die gefuchte Seite unb ve ft = 
Zr ſr V (i— $82)]. 








Bew. Esift AES—AD®-H DEI & AB)? 
+ (CE — CD? —=4s?+ 12 — 2rCD + CD, 
Nun it CD? = AC® — AD? = r? — 1 82; daher 
CDCV (r? —15%; alſo iſt 

AE?—1 A A ee 

— Ir 9 (a 8?) 
=2r IV —8 
dolglich Bi 

AE=V rl -v Gi, 

4. Zuſ. WBennn=6, und r—1 gefegt wird, fo 
ift auch s— 1 und AE als die Seite deö Zwoͤlfecks — 
V si-vu-d= vV2—-272=V (2—-V3) 
— 0, 5176380 .. +; alfo der ganze Umfang des Zwölf: 
eds — 6,2116560.— Hieraus folgt, daß der Durch⸗ 
meffer des Kreifes fich zum Umfange des in ihm bes 
ſchriebenen Zwoͤlfecks verhält, wie 1 :3,1058280,. 

2. Zuſ. Nah 177, 2. Zuſ. kann man aus dem 
Umfange des in den Kreis befchriebenen Zwoͤlfecks ben 
Umfang bes um ihn befchriebenen finden. 3 finden. Das Pers: 


pendikel aus C auf AE wäre — ve+tv® (2 —— für ben“ 
Halbmefler = 1. Hiernadh der umfan, des umſchrie⸗ 


benen Zwoͤlfecks — 6,4307765 alſo das Verhaͤltniß des 
Durchmeſſers zu dieſem Umfange — 1x 4215388. 
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3. Zuſ. Denkt man ſich noch eine gerade Linie 
. von E nad B gezogen, fo zeigt ſich, daß der Flaͤch en⸗ 
inhalt des Vielecks von 2 m Seiten (p) gleich ift dem 
Diele von n Seiten (p) -+ n mal dem Dreyed AEB, . 
Man feße alſo CD = h, fo iſt 


Peyetgedey: . 


fi p:p =hrr 

4. Zuſ. Nennt man P dad dußere Bieled: von 

na Seiten, ſo iſt 

P: p=n : h?.(179, 3. Zuſ.) 
fmaiftp:p’—=h :r (3. Zuſ.) 
folsih P : p=r :h=p’:p. 

Es ift alfo das innere Bieledvon 9n Seis 
ten bie mittlere Proportionalgröße zwifchen 
bem inneren und dußern Vieleck von n Sei- 
ten, und daher. - 

mV (Ep). 

5. uf. ir endlich das äußere Bieled von 2n 
Seiten satt P’, und. die Höhe: eined der Dreyede von 
p durch h7 bezeichnet, fo if 

p:P’=h?%:r?% (179, 3. 3uf.). 
Es iſt aber bh’? —r2 _JAEI — 3r(-+b) u. daher 
‚P:F=3r6etb: 
=ı (+ bir 
Jerner aigibt ſich aus der Proportion im 4. Zuſ. 

A: p Ar. 342, 5.) 
Folglich ip: F=ylptmM:p 
und daher P=- Ib = 2 TR, 


181. Lehrſ. Ein Kreis kann als ein re 
gelmäßiges Vieleck von unendlich vielen 
Seiten betrachtet werden. 

Bew. Man befchreibe in einen Kreis irgenb ein 


— 
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regelmäßiges Vieleck/ und verbopple darauf: die Anzahl 
der Seiten deſſelben, ſo ſind die Bogen, deren Sehnen 
die Seiten des letztern ausmachen, nur halb fo groß als 
Die Bogen der Seiten des erftern, und daher kommen die . 
Sehnen des lestern ihren Bogen naͤher, und find folg⸗ 
lich an Größe ‚weniger von thnen verſchieden, als die 
Sehnen des erſtern. Durch fortgeſetzte Verdoppelung 
der Anzahl der Seiten hat man es alſo in ſeiner Gewalt, 
die Sehnen ihren Bogen immer naͤher, und folglich ſo 
nahe zu bringen, als man nur will. Wird aber der Un⸗ 
terſchied zwiſchen der Sehne und ihrem Bogen deſto klei⸗ 
ner, je kleiner beyde werben, b. h. je größer. die Anzahl 
‚ber Theile ift, in welche die Peripherie getheilt w wird, fo 
kann man mit Recht ſchließen, daß. wenn. beyde unend⸗ 
lich klein wären, ‚oder wenn bie Peripherie-in unendlich 
viele Theile getheilt würde, der Unterfchied zwifchen ihnen 
noch Feiner als unendlich Hein, d. b. daß er fo gut als 
nichts ſeyn muͤßte. Folglich kann man den Kreis einem 
folchen Viele gleich ſchaͤtzen. | 

1. 3uf. Kreiſe, als regelmäßige Vielecke von un⸗ 
endlich vielen Seiten, find aͤhnliche Figuren (179.). 

2. Zuſ. "Die Peripherieen der Kreife ver: 
baltem BA wie, ihre Halb: oder Durdhmeffer 

3. uf. Die Kreisflädhen verhalten ſich 
wie die Quadrate ihrer Halb- oder Durch⸗ 
meffer; _ 

4. Zuſ. Ein Kreis ift einem Dreyede gleich, dei: 
fen Grundlinie der Peripherie des Kreifes, und beffen 
Höhe feinem Halbmeſſer gleich ift (178, 2. Zuſ.). 

5. Zuf. Der Flächeninhalt eines Kreifes wird da⸗ 
ber, gefunden, wenn man feine Peripherie. mit 
der Hälfte des Halbmeffers multiplizirt. 

6. Zuf. Der Flächeninhalt des Kreifes verhält fich 
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zum Flaͤcheninhalt des umfehriebenen regelmäßigen 
der wie die Peripherie zum Umfange des Vieles 

7. * Man Fönrite daher den Inhalt des Krei⸗ 
fe aus dem des dußern Vieles finden, wenn das Vet: 
haͤltniß der Peripherie zu dem Umfange des Bieleds ber 
kannt wäre. 
482. Anmerk. Dieſes Verhaͤltniß aufzufinden hat 
diefelbe Schwierigkeit, ald dad Verhältniß des 
Durchmeſſers zur Peripherie zu beflimmen, wer 
durch man eben fo gut in den Stand gefegt würde: ben 
Inhalt des Kreifes zu finden. Man hat ſich daher viele 
Mühe gegeben, diefes Verhaͤltniß ausfuͤndig zu machen. 
Man Eennt aber hierzu keinen directen Weg. Indeſſen 
kann man durch mancherley Mittel dem wahren Verhaͤlt⸗ 
niß fo nahe fomimen, ald man nur will. Man Tann ein 
regelmäßiges Bieled in und um den Kreis befchreiben 
und das Verhaͤltniß des Durchmefferd zu dem Umfange . 
beyder berechnen. Darauf muß man die Anzahl ihrer 
Seiten verdoppeln, und (nach 180.) die Größe der. Ums 
fänge und ihr Verhältniß zum Durchmeffer von neuem 
beſtimmen; und fo mit der Verdoppelung der Anzahl ber 
Seiten und der Berechnung ber Umfänge und ded Ver: 
bältniffes derfelben zum Durchmeffer fortfahren, bis man 
beyde Vielecke einander fo fehr genähert hat, daß fie 
nicht mehr merklich von einander abweichen. Alsdann 
ift man ficher, daß das Verhältniß des Durchmeffers zum 
Peripherie mit den Verhältniffen deffelben zu den Umfän- 
gen biefer Vielecke fo weit uͤbereinſtimmend feyn müffe, 
als diefe beyden unter einander felbft Übereinflimmen, 
da bie Peripherie von dem Umfange eines jeden Vielecks 
weniger verfchieden ift, ald beyde von einander felbft ab⸗ 
weichen. . 

Zudolph van Ceulen, gewoͤhnlich von Coͤlln 


BE. Bom Kreiſe. 


3. Zuf.: Wenn der Halbmeffer eines Kreiſes der 
Summe der Haldmeffer zweyer andern Kreife: gleich ift, 
fo ift der Inhalt deſſelben groͤßer alö der Inhalt 
der beyden andern zuſammengenommen. 

Denn man nehme die Halbmeſſer der Kreiſe wie in 183, 

3. Zuſ. fo iſt der Inhalt der beyden letztern = R?z + r?=; 

der Inhalt des erftern "aber = g%7. = (R +» 25. (R?+ 

2Rr + 1?) m, welches offenbar größer als jene Summe ift. 

‚ 185. Aufg. Dietänge eines Bogens von 

n Graben zu finden, wenn ber Halbmeffer 
= r gegeben ift. 

Auflöf. und Bew. Da bie Länge eine fol: 
Gen Bogens fich zur Länge der ganzen Peripherie wie 
: 360 verhält, fo gibt bie Proportion 360: n = 
2 Inn nm, 

2rm : xx. bie: geſuchte Länge x = =n=7 180° 

1. Buf. Umgekehrt. findet fich die Anzahl der Gras 
de, n., die einer Linie von gegebener Länge, f, als Bo: 
gen eines Kreifes, defjen Halbmefjer = r ift, zufommt, 
durch die Proportion 2rm : f= 360:: m. 

2. Zuf. Auf ähnliche Art ergibt ſich der Flächen: 
inhalt eines Ausſchnitts von n Graden = = an 
Aud) kann man ihn durch das Produkt des Bogens 
mit der Haͤlfte des Halbmeſſers ausdruͤcken. 

3 Zuſ. Denn man von dem Ausſchnitt dad Drey⸗ 

eck abzieht, deſſen Srundlinie die Sehne des Bogens iſt, 
ſo erhaͤlt man den Inhalt des Abſchnitts. Aber den 
Inhalt des Dreyecks kann man, ohne Huͤlfe der Trigo⸗ 
nometrie, nicht aus dem bloßen Halbmeſſer und Bogen 
oder Winkel finden. 

186. Exklaͤr. Kreiſe, die aus demſelben Mittel: 
punkt mit verfchtedenen Halbmeffern befchrieben find, hei: 
. Ben concentrifchz und der Flächenraum, der zwiſchen 





ö 
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den Peripherieen zweyer concentrifchen Kreife enthalten 
it, heißt ein Ring (annulus). 

187. Aufg. Den Inhält eines Ringes, 
x, zu finden, wenn die Halbmeffer CA R, 
ud CB = r gegeben find. 





Auflöf. und Bew. Der Inhalt des Ringes ift 
= dem Inhalt des größern Kreiſes weniger dem des 
kleinern; alſo ift x = R?x — r27 — (RR — 12), = 
a+)/a—ı)= 

Zuf. Da AB? = CA? — CB? —=R? — r? iff, 
fo ift AB?2r = (R? — r2) x d, h. der Inhalt des Rin⸗ 
ges ift einem Kreife gleich, deffen Halbmefjer AB, oder, 
dbeffen Durhmeffer diejenige Sehne des 
größern Kreifes ift, welde den innern bes 
rührt. 

188. Aufg. Einen Kreie zu confiruiren, 
beffen Släheninhbalt noch einmal fo groß 
als der eines gegebenen ift. 

Aufldf. Man lege 2 Halbmeffer des gegebenen 
Kreifes rechtwinklig an einander, und ziehe die Sppote⸗ 
nufe, fo ift diefe der Halbmeffer des gefuchten Kreiſes. 

Bew. Man feße die Hypotenufe = und die Flaͤ⸗ 
he des damit befchriebenen Kreifes = Az ferner fey die 
Bäche des gegebenen Kreifes = a und der Halbmeffer 
deſſelben = r, fo ift oo. 

Krieb Mathematik 6. Auf, € 3 
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A:.a = g2: 1? (181, 3. Zuſ.) 
ferner ift 0? = 2r? lt 1. suf ) 
alfo A:rım 2 : 
= 2: 
und daher A = 9a, 
1. Zuſ. Was in den 4 erften Zufägen zu 132 von 
der Vervielfältigung, Summirung ꝛc. der Quadrate ge= 
x fagt ift, läßt fich völlig auf Kreife anwenden, wenn mars 
ftatt Seiten der Quadrate Halbmeffer fegt. 
2. Buf Es fen AEB ein Halbkreid, deſſen Mit- 
telpunkt C ift, CD = AC fenkrecht auf AB, und der Bo: 
gen AFB mit AD befchrieben, fo ift AEBF = Dr. ABD 
== AC?, 
Denn ber Punkt D liegf in ber Peripherie des Krei⸗ 
ſes um C, und daher iſt der Winkel ADB — 1R. (146, 
7. Zuſ.); folglich der Bogen AFB ein Quadrant. Fer⸗ 
ner ift die Fläche des Kreifes mit AD noch einmal fo groß 
als die des Kreifes mit AC (188.). Folglich ift die Flaͤ⸗ 
“he des Quadranten ADBF der Fläche des Halbfrei- 
ſes AEBC; zieht man baher von beyden dad gemeins 
ſchaftliche Stud AFBC ab, fo bleibt AEBF = Dr. ABD, 
Es ift aber Dr. ABD = AC. CD = AC®, 


\ 
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Anmert. Die Erfindung diefed letztern Satzes wird 
dem Dippofrates aus Chios beygelegt, und da die zwi⸗ 
ſchen dem Bogen AEB und AFB eingefchloflene Figur der Ges 
ſtalt det Mondes beym Zus oder Abnehnien ahnlich iſt, ſo 
heißt fie die Lula Hippocrasis. 


Sechſter Abſchnitt. 
Planimetriſche Aufgaben verſchiedener Art. 





1489 Erſte Aufg. In ein beliebiges Bier- 
eck ABCD ein Parallelogramm su vers 
zeichnen. 

Aufloͤſ. Man halbire jede Seite und ziehe durch 
die Theilungspunkte je zweyer zuſammenſtoßenden Sei⸗ 
ten eine gerade Linie, ſo entſteht ein Parallelogramm abed. 





Bew. Man ziehe die Diagonale BD. Alsdann iſt 
in dem Dreyed ABD, weil AB und AD halbirt find, 
AB:AD= Aa:Ad; folglid) ad || BD (89.). Eben fo 
ift in dem Dreyeck BCD CB: CD=Cb: Cc; folglich 
bc || BD und daher ad || be (52.). Auf ähnliche Art laͤßt 
fih erweifen, daß, wenn man die Diagonale AC zieht, 
ab fowohl als de] AC iſt, folglich ab ſ de. Alſo ift 
abcd ein Parallelogramm. . 

1. Buf. Der Umfang des Parallelogramms abed 
iſt der Summe ber Diagonalen BD und AC gleich. 

Ee 2 
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2. uf. Der Inhalt des Parallelogramms 
ift der Hälfte des ganzen Vierecks ABCD gleich, 

3. 3uf. Anftatt die Seiten des Viereds zu 
‚ren, Tann man jede berfelben in n ‚gleiche Theile th 
nimmt man dann auf AB und AD den mten Theil 
punkt, von A an gerechnetz und eben fo auf CB ur 
von .C an gerechnet, und zieht durch diefe Punkte 
Linien, zwifchen den zufammenftoßenden Seiten, f 
fieht ebenfalls ein Parallelogramm, Auf diefi 
koͤnnen unzählige Parallelogramme ir 
Viereck befchrieben werden. _ 

Anmerk. Es iſt indeflen zu bemerken, daß d 
ſchriebene Verfahren nicht das einzig moͤgliche iſt, u 
rallelogramme in ein Viereck zu verzeichnen; und iſt 
ſelbſt ein Parallelogramm, ſo iſt es leicht, noch ein a 
Verfahren dafür zu finden, 

190. Zweyre Aufg Weber einer ge 
nen geraden Linie, AB, einen Kreis:Abfd 
zu befhreiben, in welchem alle Wink 
nem gegebenen Winkel a gleich find, 





Aufloͤſ. 1) Es fey der Winkel MON =»; 
made aus einem beliebigen Punkt, M, des einen € 
kels, mit einer Eröffnung des Zirfeld — AB einen I 
fhnitt in N auf dem andern Schenkel, ziehe MA 
befchreibe einen Kreis um dad Dreyed MON (169. 
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hait man den verlangten Abſchnitt über AN AB. 
iefer Tann alddann auf AB übergetragen werden. 
9) Soll der Abfchnitt unmittelbar. über AB. verzeich- 

t werden, ſo lege man. eine. Linie AD von beliebiger 
nge an AB. in A, unter einem -Winfel BAD =r a; ers 
yte aus A ein Perpenbitel AF auf AD, und aus E, der 
itte Von AB, ein Perpenditel EC auf AB; der Durchs 
nittspunft C beyder Perpendikel iſt der "Mittelpunkt 
3 Kreifes, der den gefuchten Abfchnitt AFB gibt. 

Bew. Für Nr. 1. ergibt fi der Bemeis unmits 
bar aus dev Conſtruction. — Nr. 2. betreffend, fo 
AD. eine Tangente des Kreifes in A (157.), folglich 
ı Winkel BAD den Winkeln deg Abfchnittes AEB gleich 
64.). - E3 ift aber W. BAD — a (per constr.), folge 
) find die Winkel des Abfchnittes AFB == a. , 

191. Dritte Aufg. Weber einer gegebes 
9 geraden Linie AB, ein Dreyed zu bes 
weiben, wenn die Summe der beyden an- 
rn Seiten = s, und ber von ihnen einge 
offene Winkel a. gegeben ift. 





RB | W 
Auflöf. Man beſchreibe über AB einen Kreis⸗Ab⸗ 

mitt ADCB, in welchem die Winkel — a find (190.)' 
ıd aus der Mitte, D, des Bogend ADCB befchreibe 
an über AB einen zweyten Abfchnitt MEB; alddann 
wchfchneide man aus A, mit einer Eröffnung des Zir- 
BAE—Ss, den äußern Bogen inE, ziehe die Linie - 
E, und aus dem Durchſchnittspunkt derſelben mit bem 
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innern Bogen, aus C, die einie CB, fo it ABC das vers - 


langte Dreyeck. 

Bew. Da der Winkel ACB ein Winkel des Abſchnit⸗ 
tes ADCB iſt, fo iſt er (per constr.)= a; ferner iſt CE=CB 

(I152), und Ac CEs, alſo iſt auch AC-H-CB==s, 

Anmerk. Wäre s dem Durchmeſſer des Kreiſes um D 


gleich, ſo würde das Dreyeck gleichſchenklig und dab 


möglich größte über AB bey dem Winkel a ſeyn. Wenn 
alfo a größer als diefer Durchmefler wäre, fo würde das 
Droyed unmöglich feyn. 


1. Zuſ. Kommt ed nur darauf an, über AB ein 
gleichſchenkliges Dreyed, beffen Winkel in der Spi⸗ 
ge = a fey, zu befchreiben, fo braucht man nur in dem 

Abſchnitte ADCB nach der Mitte feines Bogens, D, aus 
A und B gerade Linten zu ziehen. ' 
2. Buf. Wäre anftatt des Winkels ACB ber ins 


— 


kel BAC gegeben, fo lege man AE = s an AB unter 


einem Winfel = BAC, ziehe eine gerade Linie von B 
nad E, und lege BC. unter einem Winkel = BEC an 
BE. Alddann tft da8 Dreyeck BEC gleichſchenklig, und 
daher BE=EC, folglib ACO--BC=AC+EC=—=s, 

192. Bierte Aufg. Ueber einer gegebe: 
nen geraden Linie AB ein Dreyed zu befchreis 
ben, wenn die Differenz der beyden andern 
Seiten = d, und der von ihnen eingefchlofs 
fene Winkel = a gegeben ift. 
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Aufidf. Man befchreide über AB einen Kreis: 
Abfchnitt.ACB, in welchem alle Winfel —= a find (190.), 
und vollende den Kreis. Aus der Mitte D des entge- 
genflehenden Bogend ADB fchlage man, mit.einer Eroͤff⸗ 
nung des Zirkels —= AB, einen Bogen AEB, und aus 
A mache man mit dem Halbmeffer AE—d einen Durch⸗ 
fchnitt in E; darauf ziehe man durch A und E die Linie 
AC, und von B nach C bie Linie BC, fo ift ABC das 
verlangte Dreyed. 

Bew. Da alle Winkel des Abfchnittes ACB (per 
constr.) gleich a find, fo iſt auch C=a Ferner ift BC 
== EC (152, 2. 3uf.), und AE=d; alfo ift AC — 
BC = AC — EC=AbE S. 

1. Zuſ. Für d — Null kann man fich vorftellen, 
ed falle der Punft E mit dem Punkt A zufammen; folg: 
lich wird AC zur Zangente in A, ingleihen BE zur Tan⸗ 
gente in B, und dad Dreyeck ABE gleichfchenklig. 
2. Zuf. Wäre anflatt des Winkels ACB der Win: 
tel BAC gegeben, fo lege man AE — d unter einem 
Winkel = BAE an AB in A, und ziehe eine Linie von . 
B nad E; alödann verlängere mar AE umd befchreibe 
über BE das gleichfchenktige Dreyeck BCE; deflen Wins 
fel an der Grundlinie durch die verlängerte AR bes 
ſtimmt tft. N | 

3. Zuf. Wenn dagegen ber W. ABC gegeben wä- 
re, fo brauchte man nur eine Pinte BC von unbeftimm- 
ter Känge-unter diefem Winkel an AB inB zu legen; diefe 
unterhalb B um ein Stud — AE =d zu verlängern; 
von dem untern Ende derfelberr nach A eine gerade Linie 
zu ziehen, und über diefer ein gleichfchenkliges Dreycck, 
deſſen Winkel durch Die Lage der ruͤckwaͤrts verlängerten 
BC gegen die Grundlinie beflimmt ift, zu befchreiben. 
Daturd würde man den Punft C und zugleich das ganze 
Dreyel erhalten. 


-_ 
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193. Fünfte Aufg. Ein Dreyeck BMN zu 
verzeihnen, das einem gegebenen, ABC, gleich, 


und einem andern gegebenen, BDE, aͤhnlich 


fey. 





AHUOBRDE N 
Geometr. Aufldf. Man fege beyde Dreyecke, 
ABC und BDE, auf gie gerade Linie neben einander, 
mache darauf BE — — AB, ziehe FG || DE und verlängere 
BE bi8 G; alsdann fälle man aus C und © die Perpen: 


dikel CH und GK auf AF und fuche zwifchen beyden Pers 


pendifeln die mittlere Proportionallinie. Diefer mache 
man LH gleich; durch L ziehe man LM || AF und ver: 
längere BG biö M; endlich ziehe man MN||ED, fo iſt 
"BMN das verlangte Dreyed. | 

Bew. 1) DaMN || ED if, fo iſt Dr. BMN v 


' BDE (92.) 


2) Es ift Dr. ABC : BFG = CH: GK 
(117, 3uf.)- 
- ferner Dr. BFG :; BMN = GK?: LH2 
(136, 1. Zuf.) 
. folglib Dr. ABC : BMN = CH , GK : LH? 
Nun ift (per constr.) CH: LH =LH:GK; folgs 
lich CH.GK=LAH?, alſo iſt auch Dr. ABC —= 'BMN. 
Anmerk. 8 ift leicht zu ſehen, daß es nicht gerade 
nothoeuti iſt, die Dreyecke auf eine gerade Linie neben 


‚einander zu ſtellen; man erhält nur dadurch ein bequemes 
Mittel, den Punkt M zu beftimmen. 


* nalyt. Auf df. Es ſey die Grundlinie des Drey⸗ 
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ds. KRC == a, feine Höhe — b5- bie Grundlinie des Dr. 
BDE= c, und feine Höhe = d; die Örundlinie des geſuch⸗ 
ten Dreyecks hingegen ſey Sx, und feine Höhe=y:: ſo iſt 

W b=syunme:d=x:y 

folglich = (ab) : x 


ingleichen . y=(de):c: 

alfo (ab) © x = (dx) :c 
folglich abc == dx? 

und daher | x? = 2 .c 


Um hiernach x durch Eonftruction zu finden, ſuche man 
zud, a und b bie vierte Proportionallinie (104.)5 fie 
heiße m, fo it x? = me, folglih ft mıx=x:c 
d.h. x iſt aldbann die mittlere Proportionalli | 
nie-zwifchen: m und c. | 


Ehen fo findet fich y? = = d, woraus many burd 


eine ähnliche Conftruction erhält. 

Durch x und y aber ift nur die Größe, nicht die ' 
Geftalt des Dreyeds beftimmt. Diefe wuͤrde fich finden, 
wenn man an x die Winkel an ber Grunblinie des Dr. 
BDE trüge, wobey die Höhe — y werden müßte. 

Zuſ. Hiernach ift ed leicht, ein ungleichfeitiges 
Dreyeck in ein gleichfeitiges zu verwandeln. | 

194. Sechſte Aufg. Ausdemjenigen Theis: 
le der Diagonale eines Nuadrats, um wels 
hen fie die Seite deffelben übertrifft, die 
"Tegtre zu finden. 


Analyt. Aufläf. Es fey der gegebene Theil der 


Diagonale = a, die Seite = x, alfo die ganze Dia: 
gonae =x-t a, fo if 
(x 4 a)? == 2x? (132, 1. Zuſ.) 
db. i. x? + 2ax + a? = 2x? 
folglih x? — 2ax = a?, 


⸗ 


442 Planimetriſche Aufgaben. 


Ergänzt man dieſe Gleichung s 518. £), ſo eilt man 


3 — Yax' + a? = 2a2 
monon. die Wurzel ift 
zsmuevam=ırı 
dox=a-tar‘ 
Da nun die Seite eines Quadrats ſich zu feiner Diego⸗ 


nale verhält wie 1:12 (13%, 6. Zuſ.), ſo ix=a-+ : 


ber Diagonale des Quadrats von a. 
Geometr. Auflöf. Es fey AB das gegebene 
Stüd der Diagonale; man lege BC = AB rechtwinklig 


% 


daran, ziehe AC und verlängere diefe Linie fp, daß CD 


== AB werde; alsdann erichte man DE.in D ſenkrecht 


‚auf AD, verlängere AB fo weit, daß fie DE in E.fchnei: 


det, und vollende das Parallelogramm ADEF, ſo iſt es 
das geſuchte Quadrat. 





Bew. Es iſt das Dr. ABC ADE, (ba beyde 
den Winkel bey A gemein haben, und ihre Winkel bey 
B und D rechte find.) Da nun ABC per constr. gleich- 
ſchenklig ift, fo iſt es auch ADE; folglih ADEF ein 
Quadrat. 

Ferner ziehe man BD, fo iſt Dr. BDC gleichſchenk⸗ 
lig; folgih W. r = u; alfo auch W. x — y und daher 


.BE=ED; alſo it AB der Üeberihuß ber Diagonale 


über die Seite des Duadrat®. 


Planimetriſche Aufgaben. 443 


Anm erk. Aus der Conſtruction zeigt ſich auch, daß 
die Seite aDd - ACHCD=- ay2-+ a iſt, wie es die 
obige Rechnung erfordert. 


195. Siebente Aufg. Eine gegebene ge 
rade Linie, AB, in zwey Theile zu theilen, 
fo daß der eine berfelben bie mittlere. Pros 
portionallinie zwifchen dem andern und ber 
ganzen Linie fey. 

Analyt. Auflöf.. Die gegebene Linie fey = a, 
und ber eine Theil = x, alfo der nd =a — x, 


fo ift 
a, xm x a — x 
folglich x? = a? — ax 
ferner x? +4 ax = a? 
und durch Ergänzung - 
. .x2 + ax + 2a? = a? 4 12? 
fogih x av (a? + 32°) 
alfox = V (a? 4 Ja?) — Ya 
Um dieſes geometrifch zu conftruiren, lege man AD = 
4 AB rechtwinklig an AB in A und ziehe DB, fo ift dieſe 
Linie V (a? + 4a?) Man ſchneide alſo DE = ya 
bon ihr ab, fit BE= x, 


4 ec B 





D | | ' 
Schlägt man baher aus B mit einer Eröffnung des 
Zirkels — BE einen Bogen nad) AB inC, fo wirb AB 
Dadurch auf die verlangte Art getheilt, und es ift AC : 
BC == BC : AB, 
196. Achte Aufg.. Ein gleihfchenttliges 
Dreye zu conflruiren, deifen Wintel an 


u _ 
.... 


444 Planimeteifche Aufgaben. 


ber Spitze halb fo. groß, als. jeber an ber 
Grundlinie fey. 

Aufloͤſ. Man theile eine beliebige Linie AC fo, 
bag AB: BE= BC : AC fey (195.), und conftruite über 
einer Linie — BC ein gleichfchenkliges Dreyeck, deſſen 
gleiche Seiten = Ac ſi nd, fo iſt ſolches das verlangte 
Dreyeck. 


c 





Bew. Es fey in dem Dreyeck ACD die Seite DC 
— AC und AD==BC3; man ziehe BD, fo ftx=—=o-+u. 
(53, 1. Zuf.). Ferner wenn man einen Kreis um DBC 
befchriebe, fo würde AD. eine Zangente an demfelben in 
D feyn (165, 1. Zuſ.); folglich iſt = u (164.)5 alfo 
xz=o-r=A; folgid BD—=AD=BC; alfo au 
ou; folglih x—=2u und daher auch A=2u, Alſo 
iſt ACD das verlangte Dreyeck. 
Anmerk. Auch in dem Dreyed ABD iſt A, und 12r. 
1. Zuſ. Der Winkel u in der Spitze des Dreyecks, 
ADe iſt - LEN = 360. 
2. Zuſ. Da der Centriwinkel des regelmaͤßigen 
‚ Behneds = 36° iſt (173, 2. Zuſ.), fo iſt AD die Seite 
des Zehnedd, wenn AC ber Halbmeffer des Kreifes ift, 
und ed ergibt fich hieraus, wie ein folches Zehned in eis 
nem jeden Kreife verzeichnet werden koͤnne. 
3. Zuf. Aus dem regelmäßigen Zehneck kann leicht 
das regelmäßige Fuͤnfeck, ingfeichen das Swanziged, 
Vierziged u. f. w. abgeleitet werben, 


' 
— * 
‘ 7 
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197.-Neunte Aufg Einegegebene gerade 
inie AB indrey Theile zu theilen, fo daß 
der xweyte die mittlere Proportionallinie 
zwiſchen dem erſten und dritten iſt. 
Geometr. Aufloͤſ. Man nehme MN A, 
ſchneide davon ein beliebiges Stuͤck MO ab, das je: 
doch nicht größer als ein Drittel von MN 
feyn darf, und befchreibe über dem übrigen Theil der 
kinie ON einen Halbkreis. Alsdann errichte man MP 
=MO ſenkrecht auf MN, ziehe PR 1 MN, und RS 
; fenfrecht auf MN, fo find OS, RS und SN die 3 ger 
fuchten Theile. Man mache alfo AC= Os und CD 
ı =RS, it AC:CD=CD:DE, | 


— nn mm 





M oo %S N 
1 c D B 
Bew. DaRSs—=MP—=MDO if, ſo it 0S-+ 
‚RS+SN=MN=AB; ferner da (per constr.) AG 
—=05; CD=BRS if, fo ft DB=SN, Nun iſt OS: 
RS= RS: SN (142, 4. 3uf.), alfo iſt auch AC: CD 
— UD: DB. 
1. Anmerk. Wird Mo — 3 MN genommen, ſo trifft 
R in die Mitte des Halbkreiſes; daher auch die andern bey⸗ 
den Theile = 4 MN werden. ft aber MO>ıMN, fo 
trifft die Parallele PR den Halbfreis nicht, folglich ift die 
Auflöfung alsdann unmöglich. 
2. Anmerk. Die Aufgabe gehört in die Klaſſe der - 
unbeffimmten, d. h. folder, welche unzählige Auflöfuns 
gen zulaſſen. 


Analyt. Aufloͤſ. Man nehme drey beliebige 
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N 


Zahlen, die eine ſtetige geometrifche Proportion bildern 


fo zeigt die Summe berfelben, in wie viel gleiche TheiK 


bie ganze Linie getheilt werden müfjfe, und die einzelne 


‚Zahlen beflimmen:, wie viel diefer Theile zu jedem be 


gefuchten Stüde gehören. 
Es iſt z. B. 1: 22 2:4; man theile daher die ganze 


Linie in 7 gleiche Theile, und nehme auf das erfte Stüd 4, 
"auf das zweyte 2, und auf das dritte 4 folcher Theile, . 


Zuſ. Wenn nicht nur die ganze Linie, fondemn 
auch der erfte Theil ald gegeben angefehen wird, fo wird 
die Aufgabe dadurch beflimmt. 

ı Man feße die ganze Linie = a, ben erften Theil 
—=b, ben zweyten = x und den dritten—=y, fo ift 
)b:x=x:ıy Yx-+ty=a—b 
Aus Nr. 1. erhält man y=x?:b 
— NM... — — — ymıa—b—x 
folgli x? = ab — b? — bx 
ferner x? + bx = ab — b? 
ergänzt : x? + bx + 4b? = ab— b?-+- 4b? (Ar. 
519.) 
— ab — be 
folglih x + 4b=V (ab - 41629) 2 VY(a—}b)b 
alſo x=V(a—3b)b— 366. 
Dieſer Ausdruck laͤßt ſich leicht conſtruiren: man 
braucht nur zwiſchen (a — 2b) und b die mittlere Pros 
portionallinie zu ſuchen, und von diefer 4 b abzuziehen, 
fo erhält man x. 
198. Zehnte Aufg. IneinQuadrat ABCD 
ein gleichſeitiges Dreyeck AFE zu beſchrei⸗ 
ben, ſo daß die eine Spitze deſſelben in den 


einen Winkel des Quadrats, die andern bey 


den aber in bie Seiten’beffelben fallen. 


\ > 
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Beometr Aufldf. Man ziehe die Diagonale 
- AC und befchreibe aus A mit einer beliebigen Eroͤffnung 
des Zirkel den Bogen HR von unbeflimmter Größe; 
barauf ſchneide man aus a mit derfelben Eröff: 
nung des Zirkels den Bogen ab ab, und made cd : 
=cb, fo ift d der Punft, durch welchen bie Seite des 
Deeyecko AF, gezogen werben muß. Ä 
-Bew. Es ift leicht zu fehen, daß bie Diagonale 
AC das Dr. AFE und den Winkel EAF halbiren muͤſſe; 
folglich ift der W. u — 300 und x— 1505 der Bogen 
- ab aber, deffen Sehne dem Halbmeſſer gleich ift, beträgt 
.60° (173, 4. Zuſ.), und da ac, ald dad Maaß eines 
halben rechten W., = 45° ift, fo it cb=15°. Wenn 
fo cA= ch gemacht wird, fo ift auch cA— 15°, alfo 
das Maaß des Winkels, welchem x gleich feyn foll, und 
daher d der Punkt, durch welchen AF gehen muß, 
Analyt. Aufldf. Man fege die Seite des Qua⸗ 
drats — u, die Seite ded Dreyecks — x, und CF — 
CE=y, fo ift 
EF?= EC? -+- CF?d.i, x? = = 9y2 Ä 
AF2— AB® + BF? b. i. x2 a2 + (a y)2 
folglich 27? = a? a? — 2ay-+y2 
folglich y? + 2ay=2a? 
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ergänzt: y? + QJay-+ aA= 3a? (Ar. 519.) 
ferne y a=v (322) 
ao. y —=v.(32?)—a 

Es findet fich alfo y, wenn'man von der S 
nes Quadrats, das dreymal fo groß als das gegeb 
(13T, 2% Zuf.) die Seite des gegebenen felbft a 
Durch y aber wird der Punft F, folglich die Se 
und das ganze Dreyed beftimmt. 2 

1. Zuſ. Dax?=2y?; filgih x=yYV 
ſo iſt 1: 2=y:x, und daher x-die Diagon« 
Quaͤdrats von y (132, 6. Zuf.), wie man aud a 
Figur fehen kann; ferner ift - 
xy). vaa)—ay2=arı.v3—aı 
ayıv 3—N. 

Es ift aber a 2 ber Diagonale des Du 
von a (132, 6. Zuf.), folglich ergibt fich aus dem 
denen Ausdruck für x das Verhaͤltniß der Seite des 
eds ſowohl zur Seite des Quadrats, als zur Dia, 
beffelben. 

2. Zuſ. € BF=a—yda—a 


flgih ,BF= a — =. Da aber BF: 41 
AB: AB iſt, fo drüdt 4 BF den fenfrechten A 
der Mitte von AF über der Mitte von AB aus, 


man fih nun ein gleichfeitiges Dreyeck über CD 
- Seite ded Quadrats felbft, innerhalb 2“ Zuodrat 


ſchrieben, ſo wuͤrde deſſen Höhe = = ——3 folgli 
Abftand feiner Spike von der zunacht liegenden 
des Quadrats, (von AB), = a — = =. 


ſeyn; und da die Spige eines ſolchen Dreyeds 
ſenkrecht über der Mitte von AB zu liegen komm 
uuß fie in die Mitte der Linie AF fallen. 

Man kann daher die Lage ver Seite AF fü 


.. 
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fanden; wenn man über CD ein gleichfeitiges 
Dreyed innerhalb des Quadrats befchreibt 
und durch deffen Spige die Linde AF zieht. 
Anmert. Es ift dieſes Dreyed das größte unter allen 
gleichſeitigen, die in das Quadrat verzeichnet werden koͤnnen, 


fo wie dasjenige das kleinſte, deſſen Seiten den Seiten des 


Quadrats ſelbſt gleich ſind. Bey dem letztern liegt die Spi⸗ 
ke in der. Mitte einer Seite des Quadrats, und die ihr ges 
genuberftehende Seite geht der Seite des Auadrats parallel. 

3. Zuſ. Der Inhalt des Heinften gleichſchenkligen 
dreyeds ft = ao 0,433 a2;. ber des größten 

= (2vY 3—3)a? = 0,464 as. 

Anmert. DM größte Dreyel im Quadrate aberhaubt 
HE dasjenige, deſen Grundlinie ſowohl als Höhe der Seite 
des Quadrats Fi iſt; der Inhalt defielben ift — Ja®, 

419. Eilfte Aufg Wenn zwey Kreife in 

tiner Ebene gegeben find, in der geraden Lfis 
wie AB durch ihre Mittelpunfte den PunftM 
zu finden, deſſen Lage ſo beſchaffen iſt, daß 
jede gerade Linie, welche durch denſelben 
hindurch geht und die Kreiſeſſchneidet, aͤhna⸗ 
lihe Bogen von ihnen abſchneidet. 





acies Mathematit 6. Aufl | Si 
| 
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. Aufldf. Man ziehe durch A und, durch B zwey 
beliebige einander parallele Halbmeffer AC und BF, und 
durch die Endpunfte derfelben eine gerade Linie, CF, 
Der Punkt M, in weldyem biefe bie Linie AB ſchneidet, 
iſt der heſuchte Punkt. 

Es fälle in die Augen, dab hier zwey Fälle möglid 
‚ find: entweder liegt der Punkt M zwifchen den Mittelpank 
ten beyder Kreife, oder außerhalb derfelben. Im letztern 
Falle müſſen die Linien AB und CF fp weit verlängert wer⸗ 
den, bis fie fich fehneiden. Auch kann man unterfcheiden, ob 
die Kreife einander fehneiden, oder nur berühren, 
oder, wie hier, ganz auferhalb einander liegen. 
In allen Fällen aber gilt die gegebene Auflöfung. . 
' Bew. 1) Die Dreyede ACM und BFM find, 
wie leicht einzufehen ift, einander ähnlich; folglich ifl 
AC:AM=BF:BM, oder AC:BF=AM :BM 
(Ar. 342, 4). Da aber alle Halbmeffer eines Kreifes 
einander gleich find, fo bleibt der Punkt M immer ders 
felbe, welche Lage im Kreife auch die parallelen Halbs 
mefler haben mögen. 
2) Man ziehe AG und BH;5 die Winkel bey C und 
F find einander gleich (51.), folglich auch die Winkel 
bey G und H (55, 2. Zuſ.); folglih ift Dr. CAG vw 
HBF, alfo auch W. CAG = HBF oder der Bogen 
CG vw dem Bogen HF. 

3) Auch jede andere gerade Linie durch M, wie RS 
ober MR, fchneidet ähnliche Bogen ab. Denn man fälle 
aus A und B die Perpendifel AP und Bp auf RS oder 
MR, und ziehe AR und AL, ingleihen-BS und BN, 
fo it Dr. APM vBpM (94.)5 folglich AP:Bp=AM: 
BM=AR: BS; alfo auch Dr. APR nv BpS (97, Zuf.); 
folglich W. PAR = pBS; mifhin W. RAL SBN 
(69, 1.3uf.); alfo der Bogen RDLVdem Bogen SEN. 

1. Zuſ. Wenn die Kreife eininder berühren, fo 
liegt der Punkt M, der zeichen KR wnh B St, ion Be: 


ruͤhrungspuntt (163.)- 


! 
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2. Zuſ. Auch die gemeinſchaftlichen Tangenten 
yder Kreiſe gehen durch die Punkte MKMVN. 
3. Zuſ. Setzt man die Linie Ab=a; AC=R; 


ar, und AM=x, fo ft ers Das obere 


ichen im Nenner gilt fle den Fall, da M zwifchen A 
db B liegt, das untere für den, da M außerhalb: liegt, 

200. Bwölfte Aufg Aus zwey parallelen 
ehnen eines Kreifes, AB und DE, und if 
m Abſtande, GH, ben Halbmeifer bed Kreis 
8 zu finden 





Analyt. Aufldf. Es fey C der Mittelpunkt des 
teifes, CH ein Perpendikel auf die Sehnen,. und AG 
sa; DH=b; GH=eeE35.CG=y und der Halbs 
effer des Kreifes — r; man ziehe CA und CD, fo iſt 

4. CA2=AG? +CG?d.i.r?—a® + y® 

2 CD’=DH2+CH®bd.i.r2=b°+(y+c)% 
lglich aa + y2=b?-+(y+c)? 

=bt4y2420y+0% 
mer a? —=b? +2%cy-+c? 
— h2 — ec? 

gli y —_.! b = 
Best man dieſen Wert füry y in die Gleichung Nr. 1. 
, erhält man 


Aue ey F 
St 


I 
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_ 4 c3 +(a? — b? — c3)2 Ä 
. te 


folglich, = —r — — — — 
Zuf. Liegt der Mittelpuntt des Kreifes zwiſchen 
beyden Sehnen, ſo wird CH=c—y, und va) y 
b?2-+c?—a»% | 
- _ 11T 
2c 

Die geometr. Auflöfung würde hier ſehr leicht 
feyn; denn man brauchte nur durch die Mitte der einen 
Sehne, AB, eine Linie CH fenkrecht zu ziehen; ferner 
durch H, in einem Abftande — GH von AR eine Ps 
rallele mit AB, und auf Piefer HD — HE — ber Hälfte 
der andern Sehne zu machen; fo hätte man vier Punkte, 
A, D,E, B, durch welche der Kreis gehen muß; folg⸗ 
lic todre der Mittelpunkt leicht zu finden (139.). 

201. Bu einer weitern Uebung koͤnnen noch fol 
gende Aufgaben dienen. 

1) Aus dem Unterfchiede zwifchen der Seite eine 
gleichfeitigen Dreyecks und dem Perpendikel aus’ de 
Spitze auf die Grundlinie die Seite felbft und das gan; 
Dreyed zu finden. 

2) In ein gegebened Dreyed ein Dreyed zu | 
fhreiben,, das einem andern gegebenen dhnlich fey. 

Das eingefchriebene Dreyeck muß mit feinen Winfel 
gen in die Seiten ded gegebenen Dreyecks treifen. 

3) In einem Dreyeck den Punkt zu finden, 
welchem drey gerade Linien nach den drey Winkeln q 
gen, lauter gleiche Winfel um den Punkt herum bi! 

Das Dreye darf feinen Winkel enthalten, welcher 
Ber als 120 Grade ift. 
4) Ueber einer gegebenen geraden Linie als f 
tenufe ein rechtwinfliges Dreyeck zu conftruiren, iv 
chem dad Rechte aud ven beyten Katheten dem 
brat ihrer Ditfereny eh in. 
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Die Auflöfung wird leicht, wenn man dabey das Per⸗ 
pendikel aus der Spitze des rechten Winkels in Betrach⸗ 
tung zieht. 

5) Wenn zwey ungleiche Rreife einander ſchneiden, 
durch einen ihrer Durchſchnittspunkte eine gerade Linie zu 
eben, die von beyden Kreiſen aͤhnliche Bogen abſchneidet. 

Es ſind durch jeden Durchſchnittspunkt zwey ſolche Li⸗ 
Ken möglich. 

.6) In den Quabranten eines Kreifes einen andern 
heiß fo’ zu befchreiben, daß er die beyven Halbmeſſer 
nd den Bogen beruͤhre. 

Es fommt bierbey darauf an, eine gerade Linie in zwey 
heile zu theilen, die fich verhalten, wie 1: Y 2, oder 
m Winfel, welchen die Tangente an der Mitte des Quas 
anten mit dem einen der beyden, gehörig verlängerten, 
albmeffer bildet, zu halbiven. 

7) Wenn ber Inhalt eines rechtwinkligen Droyeds 
ıd bie Summe ber beyben Katheten gegeben iſt, das 
rege: zu Anden. Ä 

8) In einen Kreis ein Rechted zu verzeichnen, bas 
ib fo groß, als das Quadrat im Kreiſe iſt. 

9) In einen Kreis ein Rechteck zu verzeichnen, das’ 
groß, als dad: gleichfeitige Dreyeck im Kreife ift. 

10) Wie verhält fih der Inhalt eines Quadrats zum 
halt bes gleichfeitigen Dreyedes, wenn beyde gleichen ' 
fang haben? und wie verhalten fich die Umfänge bey: 

: bey gleihem Inhalt? Ä 

11) Ein Trapezium durch eine mit den parallelen 
iten beffelben parallel laufende Linie zu halbiren. 

12) Es fey ein Punkt € zwifchen den Schenkeln eis 

beliebigen Winkels gegeben, man foll durch C eine 
abe Einte fo zwifchen die Schenkel legen, daß fie in 
albirt wird; und dann zeigen, daß das dadurch ent» 
ende Dreyed unter allen Dreyeden, die eine durch C 
egte Einie mit den Schenkeln des Winkels bildet, dos 


fle iſt. 


Zweyte Abcheilung 
Stergometrie.. 





W2. Erklaͤr. Der Name ber Stereometrie, der 
fa viel ald Mefjung der Körper (solidorum) bedeutet, 
gibt Eeinen hinreichenden Begriff von dem Gegenftande 
dieſes Iheild der Geometrie. Diefer begreift nicht bloß 
bie Betrachtung ber Körper in fich, fondern auch aller 
andern geometrifchen Gegenftände (der Flächen, Linien 
und Punkte), in fo fern fie niht auf eine eiw 
zige Ebene eingefhränft find, ober, in eia 
nerley Ebeneliegen. Kein Körper aber kann ganz 
in eine Ebene fallen, höchftens Bann eine Seite deſſelben 
in ihr liegen, und der uͤbrige Theil muß uͤber ſie empor⸗ 
ragen. Daher gehoͤren die Körper allerdings in dieſen 
Theil der Geometrie, und als ein Hauptgegenſtand deſ⸗ 
ſelben haben ſie ihm den Namen gegeben. Indeſſen iſt 
es bey der unendlichen Menge moͤglicher Koͤrper nothwen⸗ 





big, ſich auf einige Arten derſelben einzuſchraͤnken. Wie 


weit man hierin in der Elementar-Geometrie zu gehen 
pflegt, wird fi aud dem Folgenden zeigen. 

Die Stereometrie ift verhaltnißmäßig ſchwerer als die 
Planimetrie, da die Verhältniffe der Gegenftände gegen 
einander mehr zufammengefeht find. — ine befondere 
Schwierigkeit entfteht für den Anfänger noch daraus, daß 
man die ftereometrifhen Tiavıen in eine Ebene au verzeich⸗ 
nen genöthigt if. Ein Lerare Yyyarar, Ver wur (für am 
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ach zu ſeyn braucht, kann daher zur Elaͤuterung des Bor- 
rags [ehr nuͤtzlich ſeen. 

203 Erklaͤr. Eine Ebene durch eine Linie legen, 
eißt fie fo legen, daß die Linie ganz in ſie hinein faͤllt. 

204. Lehrſ. Wenn eine gerade Linie, AB, 
um Theil ineine Ebene, MN, rat, fo liegt 
ganz in herfelben. . 





Bew. Geſett, He läge nicht ganz barin, fonbern. 
ı Zheil, CD, läge außerhalb, fo verlängere man Ac 
der Ebene bis B; alddann hätte man zwey gerabe Li: 
m, AR und AD, die zum Theil zufammenflelen, zum 
yeil von einander wichen, welches unmöglich ift (46.). 
lglich kann ED nicht von GB. verfchieben ſeyn. 
: $uf. Auch eine Ebene liegt ganz in einer andern, 
mn fie zum Theil mit ihr zuſammenfaͤllt. 
205. Lehrf. Durch jede drey Punkte iſt 
möglich eine Ebene zu legen. | 





. Bew. Entweder liegen bie brey Punkte in einer 
raden Linie, oder nicht. Im erſten Bau hat man die 
jene nur durch die gerade Linie zu \rgen. 
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Inm zweyten Ball ſetze man, die drey Punkte wären 
A, B und C; man verbinde 2 derfelben, A und B, durch 
eine gerade Linie, AB, und lege durch dieſelbe die Ebene, 
MN, die man fich von unteftimmter Ausdehnung zu dens 
ten bat. Alsdann drehe man MN um AB herum, fo ges 
räth die Ebene in unendlich verfchiedene Angen, bergleis 
‚hen eine M’ N’ andeutet, folglich muß fie auch einmal 
auf den Punkt C treffen, und dann liegen älle drey Punkte 
in ihr, ’ | 
1. Zuſ. Es iſt nur eine einzige Lage, in welde 
die Ebene, die durch AB gelegt ift, in den Punkt C-trifft, 
Daher befiimmen 3 Punkte, die nicht in er 
ner geraden Linie liegen, die Lage einer 
Ebene. | Ä i | 
Anmert. Dan gibt daher den Garten» Tifchen und 
Stühlen, ingleihen den Stativen der Meb » Inftrumente - 
gerne 3 Füße, weil diefe auf dem ungleichen Boden immer 
in drey Punkte treffen müflen, die in einer Ebene liegen, 
wodurch das Wadeln diefer Geräthfchaften verhindert wird. 
2. Buf. : Iwey gerabe.Linien, AB, CD, bie ein 
ander ſchneiden, liegen in einer Ebene. Denn drey 
Punkte, A, E, C, liegen in einer Ebene; alfo ein 
Theil von jeder Linie; folglich fallen die ganzen Linien 
in diefelbe (204.). - | 


C A 


2 D 
3. Zuſ. Wenn durch zwey gerade Linien, bie ein 
ander fchneiden, eine Ebene gelegt wird, fo ift die Lage 
der Ebene dadurch beftimmt. . 
. 206. Exrtiär. Imey Ehenen IM Inaner ya- 
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rallel, wenn fie, fo weit fie fich auch "ausdehnen, nie 

zufammentreffen; fie find nicht parallel, wenn fie ents 

weber wirklich zufammenftoßen, oder bey binreichenber 

Vergrößerung zufammentreffen würden. Gehen fie noch 

über die Linie des Sufammentreffens binauß; fo. fhneis 
ben fie einander. | 

Buf. Diefelben Ausdruͤcke laffen fi ih auch von bet 
Lage einer geraden Kinie gegen eine von ie ver⸗ 
ſchiedene Ebene gebrauchen. 

207. Lehrſ. Wenn zwey Ebenen ein an⸗ 
der ſchneiden, ſo iſt die Durchſchnittslinie 
eine gerade. 

Bew. Schnitten ſie einander in einer krummen 
Linie, ſo koͤnnte man darin drey Punkte annehmen, die 
nicht in einer geraden Linie lägen, und durch dieſe gins 
gen zwey Ebenen von verfchiedener Lage, welches uns 
möglich ift (205, 1. Zuf.). 

Zuf. Zwey Ebenen, die einander fchneiden, haben 
außer ber Durchfchnittlinie Feinen Punkt mit einander 
gemein. 

208. Erklaͤr. Errichtet man aus irgend einem 
Punkt der Durchfchnittälinie zweyer fich fehneidenden Ebes 
nen in jeder berfelben ein. Perpenbifel auf die Durchs 
fehnittölinie, fo heißt der Winkel, den beyde Perpendikel 
mit eiriander bilden, de Reigungswinkel der Ebenen. 

Iſt der Neigungswinkel ein rechter, fo ſtehen die 
Ebenen f enkrecht auf einander. 

Daß es einerley ift, aus welchem Punkt der Durche 
fehnittölinie die Perpendikel auf diefelbe errichtet werden, 
erhellet aus dem weiter unten (229.) folgenden Gare. 

209. Erklaͤr. Eine Linie ſteht auf einer Ebene 
fentrecht, wenn fie mit allen Linien in der Ebene, bie 
durch den Durchſchnittspunkt gehen, rechte Winkel macht. 

1. Zuſ. In einem beftimmten. duntt einer Siurar 
iſt nur ein einziges "Perpenditel aut Die\elbe wa. 


1 
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2. Zuf Bon einem beftmmten Punkt außerhalb 

einer. Ebene iſt nur ein einziges Perpendikel auf biefelbe 
möglich, 
210. Erfiär Wenn eine Linie, bie auf eine Ebes 
ne teifft, nicht fenkrecht auf derfelben fteht, fa heißt der 
Heinfte unter allen Winkeln, welche fie mit den Linien in 
der Ebene, die durch den Durchſchnittspunkt gehen, bil« 
det, ihr Neigungswintel. 

M1. Lehrſ. Wenn eine gerade Linie auf 
zwey Linien in einer Ebene, die einander 
ſchneiden, ſenkrecht fteht, fo ſteht fie auf der 
ganzen Ebene ſenkrecht. 





Bew. Es ſey AB ſenkrecht auf CD und ER, fo 
iſt fie auch auf jeder andern Zinie, GH, die in ber Ebe⸗ 
ne, MN, durch den Punkt B geht, fenkrecht. 

Man mahe CB = BD, EB=BF, und ziehe CE 

‚ und FD, fo ift 
1) Dr. EBC = DBF (55.) 
folglich CE = DF 
.  Ingleihen Winkel ECB = BDF 
da nun aud Winkel CBG — DBH 
und CB = BD ift 
fo it 2) De. BGC — BDH 
fotgli BG = BH 
am 66 = DE. 
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Man siehe ferner AC, AG, AE, und Ar, AH, 
AD, fo iſt 
3) Dr. ABC — — ABD 
und Dr. ARE — ABK! 6) | 
folglid AC = AD Ä 
und AE = AF 
es war aber auch CE = DF (Nr. 1.), 
folglich if.) Dr, ACE = : ADF 
alfo auch Winkel AG — ADH 
Sun war AC — AD (Nr. 3.) | 
und CG = DH (Nr. 2.) i 
alſo it 5) Dr. c ⸗ũudd | 
folglich AG = AH 
und da BG = BH, (Nr. 2.) 
und AB = AB ift, 
fo if endlich 6) Dr. ABG = ABH 
folglich aud) Winkel ABG — ABH, 
und daher jeder — 1 R, (27.)5 folglich iſt AB ſenkrecht 
auf GH; und da GH die Stelle einer jeden andern Linie 
durch B vertritt, fo ift AB auf ber ganzen Ebene MN 
ſenkrecht. 

212. Lehrſ. Wenn man durch eine Linie, 
bie auf einer Ebene fenkrecht ſteht, eine ans 
dere Ebene legt, fo flieht diefe auf ber erfiern 
gleichfalls ſenkrecht. 


\ 
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Bew. Es ſey AB fenkrecht auf der Ebene.MN; 
man lege durch AB die Ebene FD, welche MN. in DE 
fchneibet, und ziehe BE ſenkrecht auf DE, fo ift ABE ber 
Neigungswinkel der Ebenen (208.). Da nun AB auf 
MN ſenkrecht ift, fo iſt ABG == 1 R.; folglich FD fenk⸗ 
recht auf MN. 

4. Zuſ. We "eine Ebene auf einet aibern fenk⸗ 

recht ſteht, und mat zieht in der einen‘ ein Derpenbikel 

auf bie Durchſchnittslinie, fo ſteht dieſes Auf det ganzen 
andern Ebene ſenkrecht. 


2. 3uſ. Durch DE kann, außer der Ebene FD, 
feine andere auf MNſenkrecht ſtehen, weil ſonſt in dem 
Punkt B zwey verfchiedene Perpendikel auf die Ebene MN 
gehen würden, welches unmöglich ift (209, 1. Zuſ.). 


213. Lehrf. Wenn zwey Ebenen, BF und 

BD, die einander ſchneiden, auf einer drit: . 

‚fgen,MN, ſenkrecht ſtehen, fo fteht die Durch» 

Thnittelinie, EB, jener beyden auf MN fen 
recht. 









Bew. Man ziehe in der Ebene MN aus B ſowohl 
die Linie BG fenkrecht auf die Durchfchnittslinie AB der. ° 
. Ebenen BF und MN; ald audy Vie Tune DIR Senktedun anf 


> ” 


Stereometrie _ 461. 


die Durchſchnittslinie BC der Ebenen BD und MN; fo 
ift BG auf der Ebene BF, und BH auf der Ebene BD 
fenfreht (212, 4. Iuf.); folglich find bende Linien auf 
"EB fenkrecht; folglich ift auch EB auf BG und BH fents 
techt, und daher auch auf der ganzen Ebene MN fents 
echt (211.  - | 

44. Lehrf. Wenn einetinie aufmehrern 
‚andern, bie aud einem Punfte gehen, zus 
gleich ſenkrecht ſteht, fo liegen dieſe alle im 
einer und eben derfelben Ebene 





Bew. Es ſey AB. auf BC, BD, "BE: eenkrecht, 
man lege durch BC und BD bie Ebene MN (%05.). 
Geſetzt nun, BE fiele nicht zugleich in dieſe Ebene ,.' fo 
lege man durch ABE eine. andere Ebene, welche die-Ebene 
MN in Be ſchneidet. Alsdann iſt der Winkel ABe — 
1R., weil AB auf MN ſenkrecht ift (211.)5 e8 ift aber 
auch ABE — 1 R. (per hypoth.), und daher ABe = - 


ABE, welches unmöglich ift (39, 6.). Folglich muß 
‚BE in die Ebene MN fallen. | 


215. Lehrſ. Zwey Linien, AB und CD, 
find einander parallel, wenn fie auf derfel- 
ben&@&bene, MN, ſenkrecht fiehen. 


46. - Stereometrie Bu 
Im zweyten Ball ſetze man, bie brey Punkte wären 
‚ A, Bund C; man verbinde 2 derfelben, A und B, durch 
eine gerade Linie, AB, und lege durch dieſelbe Die Ebene, 
MN, die man fich von unteflimmter Ausdehnung zu den⸗ 
ten hat. Alsdann drehe man MN um AB herum, fo ges 
raͤth die Ebene in unendlich verfchiebene Ingen, dergleis 
‚den eine M’ N’ andeutet, folglih muß fie auch einmal 
auf ben Punkt C treffen, und dann liegen älle drey Punkte 
in ihr. 

1. Zuſ. Es iſt nur eine einzige Lage, in welcher 
die Ebene, die durch AB gelegt ift, in den Punkt C-trifft. 
Daher befiimmen 3 Punkte, die nit in ei 
ner geraden Linie liegen, bie Lage einer 

"Ebene, 

Anmerk. Man gibt daher den Garten » Tiſchen und 
Stühlen, ingleihen den Stativen der Meß⸗ Inftrumente 
gerne 3 Füße, weil diefe auf dem ungleichen Boden immer 


in drey Punkte treffen muͤſſen, die in einer Ebene liegen, 
wodurch das Wackeln dieſer Geraͤthſchaften verhindert wird. 


2. Zuſ. Zwey gerade Linien, AB, CD, bie ein 

ander ſchneiden, liegen in einer Ebene. Denn drey | 

Punkte, A, E, C, liegen in einer Ebene; alfo ein 

Theil von jeder einie; folglich fallen die ganzen Linien 
in diefelbe (204.). | 





3. Zuf. Wenn dur) zwey gerade Linien, Die eine 
ander fchneiden, eine Ebene gelegt wird, fo ift die Lage 
ber Ebene dadurch beftimmt. 

206. Erklär. Imey Eoenen A Sue ya: 
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rallel, wenn fle, fo weit fie ſich auch ausdehnen, nie 
zufammentreffen; fie find nicht parallel, wenn fie ents 
weber wirklich zufammenftoßen, ober bey hinreichenber 
Vergrößerung zufammentreffen würden. Gehen fie noch 
über die Linie des Sufammentreffens hinaus; fo. ſchnei⸗ 
Den fie einander. ' 

Buf. Diefelben Ausdrüde laffen fi ich auch von bet 
Lage einer geraden Linie gegen eine von Ihe ver⸗ 
fchiedene Ebene gebrauchen. 

207. Lehrſ. Wenn zwey Ebenen einam 
ber ſchneiden, fo ift die Durchſchnittslinie 
eine gerade. 

Bew. Schnitten ſie einander in einer krummen 
Linie, ſo koͤnnte man darin drey Punkte annehmen, die 
nicht in einer geraden Linie laͤgen, und durch dieſe gin⸗ 
gen zwey Ebenen von verſchiedener Lage, welches un⸗ 
moͤglich iſt (205, 1. Zuſ.). 

Zuſ. Zwey Ebenen, die einander ſchneiden, haben 
außer der Durchſchnittslinie keinen Punkt mit einander 
gemein. 

208. Erklaͤr. Errichtet man aus irgend einem 
Punkt der Durchſchnittslinie zweyer ſich ſchneidenden Ebe⸗ 


nen in jeder derſelben ein Perpendikel auf die Durch⸗ 


ſchnittslinie, ſo heißt der Winkel, den beyde Perpendikel 
mit einander bilden, der Neigungswinkel der Ebenen. 
Iſt der Neigungswinkel ein rechter, ſo ſtehen die 
Ebenen ſenkrecht auf einander. 
Daß es einerley iſt, aus welchem Punkt der Durch⸗ 
ſchnittslinie die Perpendikel auf dieſelbe errichtet werden, 
erhellet aus dem weiter unten (229.) folgenden Satze. 


209. Erklaͤr. Eine Linie ſteht auf einet Ebene 
ſenkrecht, wenn ſie mit allen Linien in der Ebene, die 
durch den Durchſchnittspunkt gehen, rechte Winkel macht. 


1. Zuſ. In einem beſtimmten Mvvktx ne Char 
iſt nur ein einziges "Perpenvitel auf vieieibe han. 


\ 


v 
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2. Zuf. Bon einem beftimmten Punkt außer 

einer Ebene ift nur ein einziges Perpendikel auf biefel 
möglich, 
"910. Erkl aͤr. Wenn eine inie, bie auf eine El 
ne trifft, nicht fenkrecht auf derfelben fteht, fü heißt I 
Heinfte unter allen Winkeln, welche fie mit den Linien 
ber Ebene, die durch den Durchſchnittspunkt gehen, b 
bet, ihr Neigungswinkel. 

211. Lehrſ. Wenn eine gerade Linie a 
zwey Linien in einer Ebene, die einand 
ſchneiden, ſenkrecht ſteht, fo ſteht fie auf d 
ganzen Ebene ſenkrecht. a 

‘ Ad \ 
van 
- N 
Bew. Es fey AB ſenkrecht auf CD und ER, 
iſt fie auch auf jeder andern Linie, GH, die in ber Ei 
ne, MN, durch ben Punkt B geht, ſenkrecht. 
ö Man mahe CB = BD, EB=BF, und. ziehe ı 
und FD, fo ift 
4) Dr. EBC = DBF (55.} 
folglich CE = DF 
. ingleichen Winfel ECB = BDF 
da nun auch Winkel CBG — DBH 
und CB —= BD ift 
fo it 9) Dr. BGC = BDH 


folglich BG —= BH 
und CG = DH. 
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Man ziehe ferner AG, A6, AL, und AF, AH, 
AD, fo if 
3) Dr. ABC — ABD 
und Dr, ABE == ARE! 8) 
fülgid AC =. AD J 
und AE = AF 
' & war aber auh CE —= DF (Nr. 1.) 
’ folglich ift. 4).Dr, ACE = ADF | 
alſo auch Winkel ACcG. ADH 
Nun war AC— AD (N. 3) 
und CG — DH (Nr. 2.) ot 
alfo if 5) Dr. AGC — ÄHD 
folglih AG — AH 
und da BG == BH, (Nr. 2.) 
und AB = AB ift, 
fo ift endlich 6) Dr. ABG = ABH 
folglih auh Winfel ABG — ABH, 
und daher jeder — IR. (27.)5 folglich iſt AB fenfrecht 
auf GH; und da GH die Stelle einer jeden andern Linie 
durch B vertritt, fo ift AB auf der ganzen Ebene MN 
fenfrecht. 

- 21% Lehrf. Wenn man burd eine Linie, 
bie auf einer Ebene ſenkrecht ſteht, eine ans 
dere Ebene legt, fo ſteht Diefe auf der erſtern 
gleichfalls ſenkrecht. | 
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Bein. Es ſey AB ſenkrecht auf bie: Ebeie MN; 
man lege durch AB die Ebene FD, welche MN. in DE 
fhneidet, und ziehe BE fenkrecht äuf DE;. fo ift ABE. der. 
Reigungswinkel der Ebenen (208.). Da nun AB- auf 
MN fentrecht ift, fo ik 4 AB6 *4 R.; ſolglich FD fenk⸗ 
recht auf MN. | 

0% ut Ken “eine Ebene auf einer silber fenk⸗ 

recht ſteht, und mat zieht in ber einen ein Perpendikel 
auf die Durchſchnittslinie, ſo ſteht dieſes auf ver gatzen 
andern Ebene ſenkrecht. 


2 Zuſ. Dur DE kann, außer, der Ebene FD, 
feine andere auf MN ſenkrecht ſtehen, weil ſonſt in dem 
Punkt B zwey verſchiedene Perpendikel auf die Ebene MN 
gehen würden, welches unmoͤglich iſt (209, 1. Zuſ.). 


213. Lehrf. Wenn zwey Ebenen, BF und 

BD, die einander fchneiden, auf einer drit⸗ 

‚gen, MN, ſenkrecht ffehen, fo ſteht die Dura 

(&hnittelinig, EB, jener beyben aufMN ſenk— 
tcht. 





Bew. Man ziehe i in ber Ebene MN aus B ſowohl 
die Linie BG ſenkrecht auf die Durchſchnittslinie AB der 
‚ Ebenen BF und MN; old audy Die Eine BR \enktedt nf 


> * 
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die Durchfehnittslinie BC der Ebenen BD und MN; fo 
ift BG auf der Ebene BF, und BH auf der Ebene BD 
ſenkrecht (212,4. Zuſ.); folglich find bende Linien auf 
EB fenkrecht; folglich ift auch EB auf BG und BH fent; 
techt, und daher auch auf der ganzen Ebene MN fenfs 
recht (211.). | 

214. Lehrſ. Wenn eine Linie auf mehrern 
andern, bie aus einem Punkte geben, zus 
gleich ſenkrecht ſteht, fo liegen dieſe allein 
. einer und eben dberfglben Ebene. 





Bew. Es ſey AB: auf BC, BD, 'BE: ſenkrecht, 
man lege durch BC und BD bie Ebene MN (%05.). 
Geſetzt nun, ‚BE fiele nicht zugleich in dieſe Ebene, fo 
lege man durch ABE eine. ändere Ebene, welche die Ebene 
MN in Be ſchneidet. Alsdann ift der Winfel ABe — 
1R., meil AB auf MN fentrecht ift (211.)5 es ift aber 
auh ABE = AR. (per bypoth.), und daher ABe = - 
ABE, welches unmöglih ift (39, 6.). Solglih muß 
BE in die Ebene MN fallen. Ä 


215. Lohrf. Zwey Linien, AB und CD, 
find einander parallel, wenn fie aufderfel- 
ben©bene, MN, fentrecht fichen, 
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Bew. Man ziehe BD, fo iſt Winkel ABD — CDB 
—1R. (209); folglid ABD+CDB= IR; folgs 
lich ift AB || CD, wenn gezeigt werben ann, daß beyde 
in einerley Ebene Tiegen. | 

Um dieſes zu beweifen, ‚lege man buch A, B und 
D eine Ebene, KL; diefe fteht auf MN fentredht (212.). 
Geſetzt nun, CD fiele nicht in dieſe Ebene, fo ziehe man 
in derfelben aus D die Linie DF fenfrecht auf DK; als⸗ 
dann ift DF auf der Ebene MN ſenkrecht (212, 1. Zuf.). 
Nun ift auch CD fenfredyt auf MN (per hypoth.); alfo 
wären ig dem Punft D zwey verfchiedene Perpendikel auf 
- MN — weldes unmöglich ift (209, 1. Zuſ.). Folglich 
kann CD von DF nicht verfchieden ſeyn, und liegt alfo 
mit AB in einerley Ebene; folglich ift AB || CD, 

216. Lehrf. Wenn von zwey Parallelen, 
ABundCD, (m. f. d. vorberg. Fig.) Die eine, AB, 
fenfrebht aufder Ebene, MN, ftebt, fo ſteht 
auch die andere ſenkrecht auf derfelben. 

Bew. Man lege dur) AB und CD eine Ebene, 
KL, fo fteht diefe fenkrecht auf MN (212.) und der Win⸗ 
kel ABD iſt— 1R. (209.); folglich iſt auch CDBZANR. 
(51.); folglich ſteht CD fenttecht auf MN (212, 1. Zuſ. ). 

217. Aufg. Bon einem Puntt, I, augen 
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halb der Ebene, MN, ein Berpenbitet auf die 
Ebene zu fatlen 





Auftsſ. Man ziehe in der Ebene MN eine heites 
bige Linie, CD3 durch ACD denke man ſich eine andere 
Ebene gelegt, und in derfelben fey AE ſenkrecht auf CD 
gezogen; ferner fey EF in der Ebene MN fenfrecht auf 
CD; endlid) werde durch AEF eine Ebene gelegt und in 
dieſer AB ſenkrecht auf EF gezogen, fo ift dieſe das ver⸗ 
langte Perpendikel. 

Bew. DaTD auf AE und EF fenkrecht ift, fo 
ift fie auf Der Ebene durch AEF ſenkrecht; folglich ift auch 
MN auf der Ebene durch AEF fenfreht (212.). Da num 
AB aufEEF, als der Durchſchnittslinie beyder Ebenen, 
ſenkrecht iſt, ſo ſteht ſie auf der ganzen Ebene MN ſenk⸗ 
recht (212, 1. Zuſ.). 

218. Aufg. Aus einem Punkt, A, in der 
Ebene, MN, ein Perpendikel auf die Ebene 
zu errichten. 
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Aufloͤſ. Man nehme einen beliebigen Punkt, R, 
außerhalb der Ebene, MN, fälle von biefem ein Pers 
pendikel, PR, auf MN (217.), lege durch PRA eine 
Ebene, KL, und ziehe in diefer AB || PR, fo ift AB | 
das verlangte Perpendikel. 

Der Beweis erhellet aus’ 216. 

Zuf. Um auf eine? Ebene, MN, eine andere, KL, 
in einer gegebenen Linie, KR, fenkrecht zu errichten, ers 
richte man aus einem beliebigen Punft, A, der Kinie, 
KR, ein Perpendifel, AB, auf MN, und lege durch 
dieſes und die Linie KR die Ebene KL (212). 

219. Aufg. Den Neigungswintel, ABC, 
ber £inie AB gegen die Ebene MN zu finden. 





Aufloͤſ. Man fälle von irgend einem Punkt, A, 
der Rinie AB ein Perpendſtel, AC, auf MN (217.), und 
ziehe BC, fo ift ABC der gefuchte Neigungswinfel. 

Bew. Sol ABC der Neigungswinkel der Linie 
AB feyn, fo muß er unter allen Winkeln, welche AB 
mit Linien, die in der Ebene MN durch B gezogen wer: 
den Eönnen, macht, der kleinſte ſeyn (210.). Man ziehe 
alfo irgend eine andere Linie BP, mache BD BC, und 
ziehe CD und AD, fo ift ACD ein rechtwinkliges Dreyeck 
(209.) und AD die Hypotenuſe; folglich 

AD>AC. 
Da nun BD = BC 
N und AB — AB it, 
fo ift Wintel ABD > NBC \iü\. 


= 
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Ein jeber Winkel alfo, wie ABD iſt > ABC; folglich) 
iſt diefer der Bleinfte unter allen, und daher der Neis 
gungswinkel. 

1. Zuſ. Iſt ABC der kleinſte unter allen Winkeln, die 
AB mit den Linien in ber Ebene MN macht, ſo iſt der Win⸗ 
kel ABE, ben fie mit der verlängerten BC macht, der größs 
te unter allen; denn er iſt der Nebenwinkel des kleinſten. 

2. Buf. Wenn man in: der Ebene MN dur B ein 

Derpenbikel.FG auf EC zieht, fo ift ABF = ABG == 
AR. Und alle Linien, die in der Ebene MN durch B 
gehen und mit BC einen Winkel machen, der 1R. 
ift, machen. auch mit AB einen Winkel, ver ZIR. ift. 
Hingegen machen die Linien, die mit BC einen flumpfen 
Winkel machen, auch mit AB einen folchen. ° 

2%. Lehrf. Eine Linie ift einer Ebene 
parallel, wenn fie nur mit einer einzigen Li⸗ 
nie in dberfelben parallel läuft. 


B 
4 


N 


Bew. In der Ebene MN fey ab der Linie AB aus 
Berhalb derfelben parallel. Dan lege durch beyde Kinien 
eine Ebene, Ab, fo fchneiden Ab und MN einander in 
ab, und haben außer diefer Linie Beinen Punkt mit eins 
ander gemein (207, Zuſ.); folglich kann die Linie AB nirs 
gend mit MN zufammentreffen; folglich ift AB || MN. 

221. Lehrſ. Wenn zwey Linien AB und 
CD in ber Ebene MN einer dritten, EF, aus 
ßerhalb MN parallelfind, fo find (ie elnaw ' 
der felbfi parallel, 

Filed Madematit 6, Auf. | Sr 
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Bew. Man lege durch AB und EF eine Ebene AF, 
und durch CD und EF eine andere Ebene CF, fo ſchnei⸗ 
ben diefe beyden Ebenen einander in EF, und haben au: 
Ber diefer Linie Feinen Punkt mit einander gemein (207, 
Zuf.); folglich kann die inte AB im feinem Punkt mit der 
Linie CD gufammen treffen; fie find alfo,-da fie überbieß 
in derfelben Ebene, MN, liegen, einander parallel (19.). 
Anim. Man vergleiche mit diefem Satz den obigen in 52. 

1. Zuf. Wenn zwey gerade Linien, AB und CD, 
einer dritten EF parallel laufen, fo liegen jene beyben in 

einerley Ebene. Denn eine Ebene durch AB und ben 
Punkt C gelegt, hat mit der Ebene AF, außer ber Durch: 
fehnittölinie AB, keinen Punkt weiter gemein. Fiele nun 
CD nicht in dieſe Ebene, fo fey eine andere Linie CD), 
welche CD in C durchfchnitte, die Durchfchnittslinie zwi: 
fchen ihr und der Ebene CF. Diefe Linie koͤnnte, dg 
CD || EF ift, nicht auch parallel EF feyn, und müßte 
diefe in irgend einem Punkt treffen. Alsdann hätte bie 
durch ABC gelegte Ebene, außer AB, noch einen Yunkt 


mit der Ebene AF gemein, welches unmöglich iſt. Folg⸗ 


lich / kann auch CD’ nicht von CD verfchieden feyn. 
2. Zuf. Folglich fi find überhaupt zwey gerade Li⸗ 


nien, welche irgend einer dritten parallel laufen, unter’ 


einander felbft parallel, 

3. Zuſ. In der Ebene AF könnten unzählige ge 
rade Linien unzähligen andern in der Ebene CF parallel 
laufen, ohne Daß die Ebenen felbft einander parallel wären. 

222. Lehr. Wenn zwey Ebenen einander 


nd 
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chneiden, fo kann eine gerade Linie nicht 
uf beyden zugleich ſenkrecht ſtehen« 


— 
7 


Bew. Es ſey KL eine Linie zwiſchen den Ebenen 
C und AE, die einander in AB fchneiden. Man ziehe 
ch irgend einem Punkt, M, der Durchſchnittslinie die 
nien KM und LM, fo bilden diefe mit KL ein Dreyeck. 
tände nun KL auf beyden Ebenen fenkrecht, fo muͤß⸗ 
ı bie Winkel bey K und Ljdr = 1R. feyn, wels 
1 unmöglich ift (52, 5. Zuſ.); folglich kann auch KL 
ht auf beyden Ebenen fenkrecht feyn. 

1. Zuſ. Wenn eine gerade Linie auf zwey Ebenen 
gleich fenfrecht fteht, fo find die Ebenen parallel. 

2. Zuſ. Wenn eine gerade Linie zwifchen zwey 
rallelen Ebenen auf einer detfelben ſenkrecht fleht, fo 
bt fie auch auf der andern fentrecht. 

3. Zuſ. Wenn eine Ebene zwifchen zwey paralfe- 
ı Ebenen auf einer derfelben ſenkrecht ſteht, fo ſteht 
auch auf der andern ſenktecht; denn man kann ſich 
rſtellen, als wäre fie durch ein Yerpendikel zwiſchen 
yden Ebenen gelegt (212.). 

223. Lehrſ. Wenn in der Ebene MN zwey 
»rade Linien, AB, AC, die einander ſchnei— 
'n, zweyen einien, ab, ac, in einer andern 
bene, OP, parallel laufen — nämlid AB 
ab, AC || ac — fo find die ganzen Ebenen, 

N und OP, einander parallel, u 
892. 





N 
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Bew. Man errichte aus A ein Perpendikel auf bie 
Ebene MAN, weiches die anbere Ebene in D treffe; durch 
-D ziehe man in der Ebene OP die Linie DE |] ab, und 
DE || ac; fo ift auch DE || AB, und DF || AcC (221, 
2. Zuf. ); folglich ift AD auch auf DE und DF fenfredit 
(48.), folglich fenfrecht auf OP (211.)5 folglich ift BIN 

| OP (222, 1. Zuſ.). 

224. Aufg. Durch eine gerade Linie AB 
eine EbeneMN fo zulegen, daß fie einer an 
dern geraden Linie CD, außerhalb der Ebe 
ne, parallel werde 





Aufldf. Man lege durch CD und irgend einen 
Punkt E der Linie AB eine Ehe, mh in Diefer ziehe 
man durch den Punkt E eine Tine FOTO, atom 
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eben bie ſich fehneidenben Linien, AB und FG, bie 
nge der geſuchten Ebene MN (205, 3. Buß.) 

Bew. Da bie Linie CD der kinie FE in ber Ebene 
IN parallel laͤuft (per constr.), fo iſt ſie ber ganzen 
bene parallel (220.). 

. 1. Buß Durch jede zwey gerade Einien, AB und 
D, bie nicht in einerley Ebene fallen, laſſen ſich zwey 
benen, legen , welche. einander paraßel kaufen, 

Denn fo wieMN ||'CD ift, fo lege man durch CD 
ne Ebene parallel AB; dann laufen zwey Linien, bie 
nander fchneiden, in ber einen Ebene, zweyen Linien 

der andern parallel, folglich find die ganzen Ebe⸗ 
m einander parallel (223.). 

2. Zuſ. Fuͤr zwey gerabe Linien, wie AB und CD, 
e nicht in einerley Ebene fallen, gibt es nur eine eins 
ge Lage, in welcher die durch biefelben gelegten Ebe⸗ 
m einander parallel laufen. Denn die Lage einer jeden 

durch zwey einander fchneidende Linien beftimmt. 
225. Aufg. Bwifchen zwey geraden Linien, 
Bund CD, die nicht in einerley Ebene liegen, 
nd von unbeſtimmter Länge find, die Lage 
trjenigen geraden Linie, EX, zu beſtimmen, 
elche auf beyden zugleich ſenkrecht ſteht. 
o 
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228. Lehrſ. Jede gerade Linie, AB, Win 
[hen zwey parallelen Ebenen, MN und Or, 
| mager mit beyden gleiche Neigungswinkel. 





‘Bew. Man fälle von A ein Perpendikel, AC, 
auf OP, und lege durch ACB eine Ebene, fo ift ABC 
der Neigungswintel von AB gegen OP (219.). 


Berner ziehe man in ber Ebene durch ACB eine Linie 
BD || AC, foift auch BD ſenkrecht auf OP (216.), folg- 
lich auch ſenkrecht auf MN (222, 2. Zuf.) und daher 
BAD der Neigungswintel von AB gegen MN. 


Endlich ift CB || AD 027) und daher Winkel 
ABC = BAD, 


Zuf, Die Nelgungsroinkel einer geraden Linie 
gegen zwey parallele Ebenen liegen in einerley Ebene. 


2%. Lehrf. Wenn in den parallelen Eb e⸗ 
nen MN und OP die Winkel BAC und EDFfo 
befhaffen find, daß AB || DE. und Ac || DF 
ift, fo find die Winkel einander glei: — 


- 
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Bew. Man made AB= DE, AC=DF, und 
he BC, und EF, fo läßt fich zeigen, daß das Dr. 
BC = DEF ſey. 

Denn man ziehe bie Linien BE, AD und CF, fo if 
wohl ABED, ald ACFD ein Paralelogramm (83.), 
(gli BE # AD, ingleichen CF. AD; folglih BE H 
? (39, 8. und 221.), und daher BC. EF. Da nun 
& AB=DE, AC=DF (per constr.) ift, fo iſt Dr. 
BC=DEF 67. ), und daher Winfel BAC— EDF. 

Zuf. Hieraus folgt, daß es gleichgültig if, an 
elcher Stelle der Durchfchnittälinie zweyer Ebenen bie 
erpendikel zur Beflimmung des Neigungswinkels gezo⸗ 
n werden, da alle Perpendikel in einer Ebene auf eine 
rade Linie einander parallel laufen. (Vergl. oben 208.). 


930. Erklaͤr. Wenn mehr als zwey gerade Li⸗ 
en, von denen nicht mehr als je zwey in derſelben 
yene liegen, in einen Punkt zufammentreffen, fo bil: 
n fie einen Förperlihen Winkel ober eine Ede 
ngülus solidus).. 

So viele Linien ſich zur Bildung eines koͤrperlichen 
zinkels vereinigen, fo viele ebene Winkel entſtehen, die 
fammen ben ?örperlichen einfließen. 


oe 


v ” . - \ 
, R x 
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Nun ift OAF + OAB > FAB 
ingleichen OBA + OBC > ABC} 231.) | 
. 0. ſ. w, in jedem der übrigen Eörperlichen Winfel C, D, 
E, F. ift die Summe der beyden Winkel an den Grund⸗ 
linien der Dreyede, deren Spitzen in O liegen, größer, 
als der daran floßende Winkel der Dreyede im Sechseck. 

Folglich iſt die Summe aller Winkel an den Grund⸗ 
linien der Dreyecke, deren Spitzen in O liegen, groͤßer, 
als die Summe der daran ſtoßenden Winkel von den 
Dreyecken im Sechseck. 

Alſo muß dafür die Summe der Winkel um O Heis 
ner ald die Summe ber Winkel um S feyn; weil im - 
Ganzen die Summe der Winkel in den Dreyeden, bie 
nad O hingehen, und in denen, die im Seqheede lie⸗ 
gen, gleich iſt. 

“Nun find aber bie Winkel um s — 4R. @, 
5. uf.) ; folgtich find- die Winkel um O CAR. 


233. Erklaͤr. Regelmäßige oder reguläre 
Körper heißen folche, die don lauter gleichen und res 
gelmäßigen Vielecken eingeſchloſſen find. Es gibt fünf 
Arten derſelben: das Tettaedrum, das Heraes 
drum ober der Würfel, das Octaedrum, bad 
Dodelacedrum und das Stofaedrum. 

1. Anmerk. Aus der in 282 .erwiefenen Eigenſchaft 
des koͤrperlichen Winkels läßt ſich darthun, warum nicht 
mehrere Arten ſolcher Koͤrper moͤglich ſind. Betrachtet man 
nehmlich 1) das'regelmäßige Dreyeck, fo iſt der Po⸗ 
lygon⸗ Winkel deſſelben = 60°. Wird alfo der koͤrperliche 
Winkel X 

a) von drey ſolchen ebenen Winkeln gebildet, 6 ma⸗ 
chen dieſe zuſammen 1800. Dieß geſchieht beym Tetraedrum. 

b) Bier ſolche Winkel machen 240°. Dergleichen ent⸗ 
haͤlt das Octaedrum. 

c) Fünf ſolche Winkel machen 3000. Dieſe finden ſich 
im Ikoſaedrum. 

Sechs ſolche Winkel aber würden 360° = 4 R. ausma⸗ 


FE | 
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chen, und ein folcher koͤrperlicher Winkel ift unmöglich. Das 
ber. audy fein regelmäßiger Körper möglich ift, in welchem 
die Winkel von 6 regelmäßigen Dreyecken zufammenftießen, 

2) Der Polygon s Winkel des segelmäßigen Bier 
ed iſt = 90°. i 

Drey ſolche Winkel machen den korperlichen Wintel 
des Deraedrund. 

. Bier dergleichen betragen 4 x. und koͤnnen alſo keinen 
koͤrperlichen Winkel bilden. 

‚3) Der Polygon⸗Winkel des regelmäßigen Bünf- 
eds ift = 108°. 

Drey folche machen zuſammen 3240. Dieß in der Win⸗ 
kel des Dodeklaedrums.. 

Vier ſolche Winkel wuͤrden mehr als 4 N. betragen; 
koͤnnen alfo anmöglich einen förnerlichen Winkel bilden. 

4) Der Polygon s Winkel ded regelmäßigen Sechteckes 
iſt = 100°; folglich: machen drey derſelben ſchon 360°, wel⸗ 
ches mehr iſt, als ein koͤrperlicher Winkel enthalten kann. 
Folglich kann kein regelmäßiger Körper durch das Sechseck 
gebildet werden, alfo noch weniger durch Polygone von 
mehr als 6 Seiten. 


2. Anmerf. Die Seitenfläcen der regelmaͤßigen Koͤr⸗ 
per laſſen fih in einer Ebene sufanintenhängend verzeichnen, 
und man nennt die dadurch entftehenden Figuren, die Netze 
diefer Körper. 


3. Anmerk. Da von den regelmäßigen Körpern heuts 
zutäge eben fein befonderer Gebrauh in der Mathematik 
gemacht wird, fo kann die weitere Betrachtung derfelben 
hier uͤbergangen werden. Nur der Würfel macht eine Auss 
nahme, von den auch weiter unten noch -ein mehreres. 

234. Erklaͤr. Prismatifhe Körper oder 
Prismen heißen Körper, die von zwey gleichen und 
parallelen Vieleden ald Grundflächen, und von lauter 
Parallelogrammen als Seitenflächen eingefchloffen' wer: 
den. Der Abftand ihrer Grundflaͤchen von einander, der 
durch ein Perpendikel zwifchen beyden gemeſſe en wird, 
heißt ihre Hoͤhe. 

1. Zuſ. Man kann ſich vorſtellen, ein Prisma 
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entftehe, wenn ein Vieleck fich in herader eine, fi 
ſelbſt parallel, fortbewegt. 

2. Zuſ. Ein Prisma iſt ein Körper von burchges 
hends gleicher Dice. 

3. Zuſ. Die Prismen Taffen fi in gerade und 
ſchiefe eintheilen, je nachdem die Seitenflaͤchen auf 
den Grundflaͤchen ſenkrecht oder ſchief ſtehen. 

4. Zuſ. Die Prismen werden nach ber Anzahl 
ihrer Seitenflächen in breyfeitige, vierfeitige u, 
ſ. w. unterſchieden. 

5. Zuſ. Sind die Grundflaͤchen eines Prismerb 
Parallelogrammen, ſo ſind die gegenuͤberſtehenden Sei⸗ 
tenflaͤchen einander parallel, und das Prisma heißt ein 
Parallelepipedum d. i. parallelſeitiger Körper. 

6. Zuſ. Der Würfel (cubus) iſt ein Parallele: 
pipebum, beffen Seiten und Grundflachen lauter gleiche 
Quadrate ſind. 

235. Lehrſ. Wenn ein Prisma parallel 
mit der Grundfläche durchſchnitten wird, fo 
ift der Durchſchnitt ber Grundfläche gleich. 





. Bew. Es fey das Prisma ABE in abc parallel 
mit der Srundfläche durchfchnitten, fo ift ab || AB (227.), 
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foigih auch aB == AB (77, 1. 3uf). Eben fo zeigt 
fich, daß auch die übrigen Seiten des Durchſchnittes den 
übrigen Seiten der Grundfläche gleich find. ‘ | 

‚Kerner iſt auch der Winkel bac—=BAC (229.) u. ff. 
auch die übrigen Winkel ded Durchfchnitted — den übris 
gen Winkeln der Grundfläde. | 

Folglich iſt der Durchſchnitt abe — ABC. 

336. Lehrf. In einem jeden Prisma if 
die Summe ber Neigungdwintel der Sei: 
tenflächen gegen einander der Summe ber 
Winkel der Grundfläche gleich. 

Bew. I. Iſt das Prisma ein gerades, To kann 
jeder Winkel der Grundfläche felbft als der Neigungss 
. winkel der in ihm zufammenfloßenden Seitenflähen an . 
gefehen werben. Denn da die Seitenfläden auf ber 
Grundfläche ſenkrecht ftehen, fo fleht die Durchſchnitts⸗ 
linie je zweyer Seitenflächen auf der Ebene der Grund⸗ 
flaͤche ſenkrecht, folglich auch auf den beyden Schenkeln 
des Winkels; alſo bilden diefe den Neigungswinkel der 
beyden Seitenflächen. Folglich ift die Summe der Reis 
gungswinkel der Seitenflähen der Summe der Winkel 
der Grundfläche gleih. 

- I. Iſt das Prisma em fchiefes ‚ fo kann e8 durch 
eine Ebene fo durchſchnitten werben, daß die Seitenflä- 
chen auf der Durchfchnittöebene fenfrecht flehen, ohne 
daß ihre Neigungswinkel gegen einander fi) ändern; und - 
dann find diefe, wie bey dem geraden Priöma, den Wins “ 
keln der Figur des Durchfchnittes gleih. Die Figur des | 
Durchſchnittes aber hat eben fo viele Seitenlinien, als 
die Figur der Grundfläche; folglich ift auch die Summe 
ihrer Winkel‘ der Summe der Winkel der Grundfläche 
gleih (85, 1. Zuſ.); alfo if auch die Summe der Nei⸗ 
gungswinfel der Geitenflächen ber Summe ber Winkel 
der Grunbfläde gleich. - 


\ 
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Zuf. In emem Prisma von n Seiten ift die Sum» 
me der. Neigungswintel der Seitenflähen = (Zn — 4) 
rechten Winkeln. - | 
: 237. Zehrf. In einem jeden Prisma ift 
die Summebder Neigungswintel, weldhe'bey 
de Grundflaͤchen mit den Seitenfläden bik 
den, noch einmal ſo viel rechten Winkeln 
gleich, als das Prisma Seitenfläden hat. 

... Bew. Eine jede Seitenfläche kann, nebft den bey» 
den Grundflächen: durch eine vierte Ebene fo durchſchnit⸗ 
ten werben, daB dieſe auf jenen drey Flächen ſenkrecht 
fieht. Alsdann geben die Durchfchnittölinien Diefer Ebe⸗ 
ne mit den drey erflern nicht nur die Neigungswinfel der 
beyden Srundflächen gegen diefe Seitenfläche, fondern 
biefe Neigungswinkel erfcheinen auch als bie Innern Wins 
kel zweyer parallelen Linien, die von einer dritten Linie 
gefchnitten werden, und find folglich gleich 2 R. Die 
Neigungswinkel einer jeden Seitenfläche mit den beyden 
Grundflaͤchen find alfo = 2 R. Folglich beträgt bie 
Summe der Neigungdwinkel aller Seitenflächen gegen 
die Grundflächen noch einmal fo viel rechte Winkel, als 
das Prisma Seitenflächen bat. 

Um eine Seitenfläche nebft den beyden Grundflaͤchen mit 
einer Ebene fenfrecht zu durchfchneiden, braucht man nur 
die Ebene gegen die GSeitenlinie der Grundfläche fenkrecht 
gu richten. | 

98 Grundfag: Körper von gleiden 
Grundflähen und gleiher Höhe find gleich, 
wenn ihre den Grundflähen parallelen 
Durchſchnitte, in gleicher Höhe genommen, 
durchgehends einander gleich find. 

239. Lehrſatz. Prismen von gleichen 
Grundflähen und gleiher Höhe find ein 
ander gleich. 
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Bew, Jeder Durchſchnitt eines Prisma’s, der pa⸗ 
rallel mit der Grundfläche geht, ift der Grundfläche 
‚gleich; find alfo die Grundflächen zweyer oder mehre⸗ 
rer Priömen einander. gleich, fo find ed auch alle ihre 
Durchſchnitte; folglich find die Prismen felbft, bey glei: 
cher Höhe, einander gleich (238.). 

4. Zuſ. Ein Parallelepipedbum, ACEG, wird durch 
eine Ebene, welche man durch die parallelen Diagonalen, 
AC und EG, beyder Grundflächen gt, in zwey gleiche 
Theile gethelt. 


* 





a % Zuf. Sieht ‚man in beyden Diagonal» Ebenen 
die Diagonallinien, fo ift Die Summe der Quadrate der 
Ießtern der Summe der Quadrate: ber .12 Linien gleich, 


welche die Seitenflähen und Grundflächen des Parallel 2. 


epipedums einfchließen (135.). 

240. Lehrſ. Prismen von gleicher Höbe. 
verhalten fih wie ihre Grundfläcd.en. 

Bew. Man feße eih Prisma — P, feine Grund: 
fläche — G, und feine Höhe — H. Ein anderes Pris: _ 
ma [ey — p, feine Grundflähe = g, und feine Höhe 
ebenfalls — —=H, . 

Berner werde fowohl G als g dur nein DITTTN 
Kried Mathematik 6. Auf. H% 


‚ 
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das han To Hein annehmen kann, als man will, gemeſ⸗ 


fen. Man nenne dieſes Maaß (dad etwa ein Quadrat 


oder Dreyeck feyn kann) a, und feße 


’ ’ ma 


L —s—-na 


pic: s=masmal (Ar. 341:) 
min (Ar. 342, 3.). 

Zwiſchen je zwey ſolchen Theilchen — a, von mel: 
chen daß ‚eine in der, obern, dad andere in der unterm 
Grundfläche diefer Prismen liegt, fällt ein Theil des Pris⸗ 
ma’s-felbfl. Denkt man fich alfo die einander correfpon 
direnden Zheilchen in beyden Grundflächen mit ihren glei 
hen Seiten einander parallel, jo Tann man durch bie 
parallelen Seiten Ebenen legen, und dadurch jedes Pris⸗ 
ma in fa viel Fleinere Prismen zertheilen, als jede feiner 
Grundflaͤchen Zheilden — a enthält. 

Diefe Fleinern Prismen müfjen alle einander gleich 


feyn, da fie gleiche Grundflächen (— a) und gleiche Hoͤ⸗ 


be (= H) haben. Nennt man alfo ein folches Eleineres 
Prisma «, fo ift 


Pz=me 
und p — n — En 
folglich Prp= ma:na 
oo mzzmtin. 
Es war aber auch : — min 
daher EP: p= 6:38 


Anmerk. Dadurch, daß man a ſo klein annehmen 
kann, als man will, zeigt ſich die Guͤltigkeit des Satzes 


auch fuͤr den Fall „wo das Verhaͤltniß von 6: g irrational 


iſt. Man vergl. oben 116. und 8. 
241. Lehrſ. Prismen von gleichen Grunds 
flaͤchen verhalten ſich wie ihre Hoͤhen. 
Bew. Durch aͤhnliche Schluͤſſe, wie im vorher⸗ 
gehenden Satze, laͤßt ſich zeigen, daß, wenn die Hoͤhen 
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zweyer folcher Prisinen H und h fi ind, und mit einerley 
Maag gemefjen werden. 
: h—m:tan 
ſey; daß ſi ch ferner bie Prismen, das eine in m, das 
andere in n gleiche Prismen zertheilen laffen, und da⸗ 
her auch 
pP: = n '. 


folgih Pi p h 


o.. 9% 


m 
H 


242. Lehrſ. Prismen von ungleichen 
Grundflaͤchen und ungleichen Höhen find in 
zufammengefegtem®erbältniß ihrer. Grund: 
fläbhen.und Höhen, oder, verhalten ſich wie 
„bieSrundfläden multipliziert mit den Hoͤhen. 
Bew. Man ſetze auf ähnliche Art wie oben in 118. 
1) en Pr — P, feine Grundfl. =G, feine Höhe =H 


Yin... =m — — — =g, — — —=—H 
Jen. r—=p — — — =, — — =h 
"foift. 
ın =G:g (240.) 
und r:p=H:h (24].) 


folge P:p = GH : gh (Ar: 349.). 

Anmerk. Auch hier findet eine ähnliche Bemerkung 
wie oben (118.) ftatt, nehmlich, daß eine Grundfläche und 
Höhe an und für fih nicht zufammen multiplizirt werden . 
fönnen, zumal da fie ganz verfihiedenartige Größen find. 
Man muß fich alfo hier, wo es nur auf das gegenfeit 
tige Verhältniß der Größen anfommt, 1) ein Paar 
unbenannte Zahlen denken, durch welche das Verhaͤltniß 
der Grundflaͤchen, G:g, ausgedruͤckt wird; 2) ein Paar 
andere, welche das Verhältniß der Höhen, H : h, bezeidh- 
nen. Diefe Zahlen fo zufammen multiplizirt, wie es die 
obige Proportion darftellt, druͤcken das Verhältniß der Prid- 
men, P:p, aus. Es fey z. 2. | 
— 24 D31, g = 15 D3I, fo fe:g- 2: 

ferner 1 = 20 80, h8 Zil, ſo iſt u h — 20:8 


Hh2 
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und hiernach P: p —2. 20: 18. 8= 480 : 190; folglich 
P=}j3.-.p=A. 

Zuf. Prismen find gleih, wenn bie Produkte 
ihrer Grundflähen und Höhen gleich find, 
d. i. wenn ihre Srusbflächen ſich Amgekehri wie ihke 
‚Höhen verhaften. 

- Dieb gibt ein Mittel, unzaͤhtige Prismen von gleichem 

Inhalt, bey ungleichen Grundflaͤchen und ungleichen Hoͤhen 
zu verfertigen. 

243. Ein breyfeitiges Prisma, ABCH 
if einem andern dreyfeitigen Prisma, wel 
ches durch P bezeichnet werde, gleich, deſſen 
Grundflaͤche — ABB, der Hälfte der Seiten 
flähe ABED des erflern, und deſſen Höhe. 
dem ſenkrechten Abſtand der Seitenlinie . 
FC von der gegenüberliegenben Seitenfiä 
che ABED iſt. 





Bew. Man betrachte AB— a als Grundlinie der 
Grundflaͤche ABC, und fege die Höhe derfelben oder das 
Perpendikel von CaufAB — p5 ferner ſey no = h der 


Höhe des Prisma’s gleich, fo druͤkt — 2 h das Produkt 


der Grundfläche und Höhe des Prien ABCE aus. 
Alsdann denke man fi) dur) no Anr Ehent u ges 
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legt, daß. ihre Durchfchnittslinie. os mit der Grundfläche, 
ABC, auf AB fenfrecht ſteht, fo iſt auch ihre Durchſchnitts⸗ 
linie ns mit der Seitenfläche, ABED, auf AB fenkrecht 
(212.u.212, 1.3uf.); folglich iſt nso der Neigungswin⸗ 
tel der Seitenfläche ABED gegen die Grundfläche ABC, - 
und zugleich ns die Höhe des Parallelogrammd ABED. - 

Es iſt alfo das Dreyeck ABN — 8ʒ —* * 

Faͤllt man darauf aus C ein Perpenditel Cu auf 
ABED, fo if diefes der Höhe des Prisma's P gleich. 
Durch Cu Fann wiederum eine Ebene fo gelegt werben, daß 
ihre Durchfihnittslinie ur mit ABED auf AB fenkrecht 
ſteht; dann ift auch die Durchfchnittälinie Cr, aus dem: 
felben. Grunde wie vorhin ns,. auf AB. fenkrecht, und da⸗ 
ber. Cr — p und Cru. — dem Neigungswintel der Seis 
tenflaͤche ABED gegen die Grundfläche ABC oder Cru 
—nso. Folglich ift das Dr. nos v Eur; und ns: no 
— €Er:Cud,i.ns:h—= p.: Cu; alfo Cu = en: 

Das Produkt der Grundfläche und Höhe des Pris⸗ 
mas P iſt hiernach — ABD.Cu— — * —X 7 °F} 
Dieſes letztre aber war auch das Produkt der Grundflaͤche 
und Höhe des Prisma's ABCE; folglich iff ABCE — P 
(242, Zuſ.). 

Anmerf. Das Prisma p ift in der Figur abde noch 
beſonders dargeſtellt. 

244. Erklaͤr. Auf den obigen Sag (242.) grün: 
det ſich die Ausmeſſung der Prismen, und mit ihr die 
Ausmeſſung der Körper überhaupt. Zum Maaße ber. 
Körper hat man den Würfel gewählt, und man nennt 
ihn einen Cubiffuß, einen Eubifzolt, eine Cubik— 
meilezc., je nachdem die Seite befjetben An ws N 
Soll, eine Deile x. iſt. 











+ 





‘ 
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245. Aufg. Ein Prisma auszumeffen. 
Aufloͤſ. Man ſuche den Inhalt der Grundflaͤche 
in einem Quadratmaaße (124. ); mit der Seite des Qua⸗ 
drats meſſe man die Hoͤhe des Prisma's, und mul⸗ 
tiplizire die gefundene Anzahl beyder Maaße zuſammen, 
ſo gibt das Produkt den Inhalt bes Prisma’s in Cubik⸗ 
\ maaßen, ⸗ 

Bew. Um ein Prisma auszumeſſen, muß man 
ſeine Groͤße mit der Groͤße eines Wuͤrfels, der zum Maa⸗ 
Be angenommen wird, vergleichen (244.). Es fey das 
Prisma P, feine Srundfl.—=G, feine Höhe =H ud. 
Ruf. =C, — — — =, — — zıhif 
P:C =GH :gh (242). Allein um das Verhaͤltniß 
der Grundflächen, G s g, zu finden, muß man beybde 

- mit einerley Maaß meffen. Die Grundfläche des Wuͤr⸗ 
feld ift ein Quadrat. Nimmt man dieſes zur Einheit und 
mißt damit die Grundfläche des Prisma’d — weldye m 
folhe Quadrate enthalten mag — fo ft Gıg—= mit. 

Ferner ift die Seite des Quadrats der Höhe des 

. Würfeld gleih. Nimmt man alfo diefe zum Maaße für 
‚die Höhen beyder Körper an, und ift die Höhe des Pris⸗ 
ma's n mal fp groß als die des Wuͤrfels, fo ift 

H:hz=n:1. 
Xfo GH +gh= mn : 135 
folglich P: C= mn :1, und Daher P 
= mnC. 

Anmerf. Bon diefer Art der Meffung gilt zum Theit 
daflelbe, was oben (120, Anmerf.) von der Ausmeſſung der 
Parallelogramme gefagt ift. Es ift fo wenig als jene eine 
unmittelbare, fondern eine mittelbare Meſſung; nchnis 
lich: das Verhaͤltniß des auszumefjenden Körpers zu dem, 
welcher als Maaßſtab dienen foll, wird nicht unmittelbar 
durch Vergleichung beyder, fondern durch Rechnung ges 
funden; und nur die Data gar Rechnung werten vnmittel⸗ 
bar durch Meſſung veſtiwwt. 
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"Man braucht daher auch zu einer. ſolchen Meſſung nicht 
‘ den. Würfel felbft, der als Maaß angenommen wird, fon: 
dern nur die Seité deffelben, da diefe aud zur, 
Auffindung des Quadrat= Inhalte der. Grundfläche hinrei⸗ 
hend if. Zur Seite des Würfels aber wird daß 
gewöhnlihe Laängenmaaß genommen. 

Derſelbe Maaßſtab kann alſo zur Ausmeffung der Pi: 
nien, Slähen und Körper dienen; für jeden diefer Fälle 
aber wird das gefuchte Reſultat durch ihn auf eine andere 
Art gefunden. 

1. Zuſ. Iſt das auszumeffende Prisma ſelbſt wie⸗ 
der ein Würfel (K), fo verhält ſich feine Grundfläche (G) 
zu der Grundfläche des Würfeld (C), der ald Maaß an: 
genommen wird, wie die Quadrate der Seiten. Bezeich- 
net man alfo diefe Seiten durch S und s, ſo iſt G:g = 
S? : 52, Und die Höhen verhalten ſich auch wie dieſe 
Seiten. Alſo tK:C= 83:53, ‚ | 

Ueberhaupt verhalten fih zwey Würfel 
zu einander, wie die arithbmetifhen Würfel 
der Zahlen, weldhe das Verhaͤltniß ihrer 
Seiten ausprüden, 

Man braucht daher, um einen Mürfel audzumeffen, 
nur eine Seite deffelben mit einem Laͤngenmaaß zu mef- 
fen, und von der Zahl der Maaße den arithmetiſchen Wuͤr⸗ 
fel zu machen. 

1. Hieraus ergibt ſich der Grund von der Benennung 
eines Würfels in der Arithmetik. " 

2. Auch erhellet hieraus, dag man bey der Verwand⸗ 
lung irgend einer Anzahl Cubikmaaße einer Art in Eubif- 
maaße einer andern Art nicht vergeflen darf, das Verhälts 
niß diefer Maaße durch die arıthmetifchen Würfel der Zah⸗ 
{en audzudrüden, welche das Verhältniß ihrer Seiten be⸗ 
flimmen. Verhaͤlt fih 3. B. der Parifer Fuß sum Rheins 
Bnd.= min, fo find x Parifer Eubiffuße = ns Rhein⸗ 


laͤnd. Cubikfußen. 
2, Zuſ. Hieraus erklaͤrt fich ferner die Einthee: 
Iung der Cubikmaaße. Enthält die Scte in WoK 
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m Maaße ber kleinern Art, fo enthält ber Bürfel m’Cu 
bikmaaße der Fleinern Art. 


Hat z. B. ein Fuß 12 Zolle, ſo hat der Eubiffuß 12°, 
d. 1. 1728 Eubifzolle, 


24h6. Erklaͤr. Aehnliche Prismen ſind Pris⸗ 
men, deren Grundflaͤchen aͤhnliche Figuren ſind, deren Sei⸗ 
tenflaͤchen gegen die Grundflaͤchen einerley Neigung ha⸗ 
ben, und deren Höhen fich wie gleichnamige Seiten ber 
Grundflächen verhalten. 


247. Lehrſ. Kehnliche Prismen verbal: 
ten fich wie die Würfel gleichnamiger Seis 
ten ihrer Grundfläcden. 

Bew. Man bezeichne zwey ähnliche Prismen durch 
P und p, ihre Grundflaͤchen durch G und g, ein Paar 
gleichnamige Seiten derfelben durch A und a, und ihre 
Höhen buch ‘H und b, fo ifl 

Bu 1) P.: p= GH : gh. (242.) 

9)) G:g—A®% :a? (137.) 

3) H:h=A :a (46): 
Aus 2 und 3 iſt A) GH: gh= As : a? (Ar. 346.) 
u aus 1 u. 45) P:p=A° :a3 (Ar. 345.) 

1. Zuſ. Aehnliche Prismen verhalten fich auch zu 
einander, wie die Würfel ihrer Höhen, 

2. Zuſ. Gleichnamige Seiten fowohl, als die Hö- 
hen ähnlicher Prismen verhalten fih wie die Eubils- 
wurzeln aus ben Zahlen, welche das Verhaͤltniß der 
Prismen ſelbſt ausdruͤcken. 


Anmerk. Wollte man ein Prisma conſtruiren, das ei⸗ 
nem gegebenen aͤhnlich und noch einmal ſo groß als vafeDe 


0 + 


wäre, fo müßten fich ihre gleichnamigen Seiten = 1: vr 
verhalten. Mit diefer Aufgabe haben fi die alten Mathes 
matifer, bey denen fie unter dem Namen der Aufgabe von 
der Berdoppelung des Würfels berühmt war, viel 
befchäftigt. Man nannte fe au VDE Hr Mrablem 
(problema deliacum) , und machte dos Draisı det URN W 
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Delos zum Urheber derfelben. Gie hängt mit einer andern 
Aufgabe fehr genau zuſammen, nehmlich mit der Aufgabe: 
zu zwey gegebenen geraden Linien zwey ftetig 
proportionirte mittlere zu finden. Beyde aber lafs 
fen fich vermittelft der geraden Rinie und des Kreifes allein 
fo wenig auflöfen, als die Aufgabe bon der Theilung eines‘ 
Winfeld oder Bogens in 3 gleiche Theile. Eine Gefchichte 
‚ diefed Problems, worin vornehmlich die Bemühungen der 
Alten darüber mit vieler Einficht dargeftellt find, hat Reis ' 
mer unter dem Xitel: Historia Problematis de Gabi Duplica- 
tione sive de inveniendis duabus mediis continue proportionali- 
. bus inter duas datas.. Gotting. 1798. 8. geliefert. 

248. Erklaͤr. Ein Eylinder oder eine Wal 
ze iſt ein Körper, der von zwey gleichen und parallelen 
Kreifen ald Grundflaͤchen, und einer einzigen krum⸗ 
men Seitenfläche eingefchloffen iſt. Die letztre ift fo be⸗ 
ſchaffen ,daß man von allen Punkten der Peripherie der 
einen Grundfläche nach der Peripherie der andern gerade‘ 
Linien ziehen Tann, die ganz in die Oberfläche fallen. 

Der Abftand beyder Grundflächen von einander be⸗ 
ſtimmt die Hoͤhe des Cylinders. 

Die gerade Linie von dem Mittelpunkt der einen 
Grundflaͤche nach dem Mittelpunkt der andern heißt die 
Achſe des Cylinders. 

1. Zuf. Steht die Achſe ſenkrecht auf den Grund⸗ 

flaͤchen, ſo heißt der Cylinder ein gerader, iſt ſie ge⸗ 
neigt gegen dieſelben, fo heißt er ein ſchiefer Cylinder. 

2. Zuſ. Man kann die Entftehung eines Eylinders . 
auf ähnliche Art wie die eines Prisma’3 annehmen: in= 
dem fich ein Kreis in gerader Linie fich felbft parallel 
fortbewegt. — Die Entftehung des geraden Cylinders 
fann man auch durd) Umbrehung eines  rechtwinkligen 
Parallelogrammö um feine eine Seite erklären. 

3. Zuf. Der Cylinder iſt, wie das. Prisma, ein 
"Körper von durchgehend gleicher Dicke, und gehört mit 
diefem nur zu einer un ebenderfelben Kie won R 


— 
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240. Lehrf.. Wenn ein Eylinder parallel 
, mit ber Grundfläge durchſchnitten wird, ſo 
iſt der Durchſchnitt der Grundflaͤche gleich. 





Bew. Es ſey ABED ein Cylinder, EF die Achſe 
deffelben, und GH ein ber Grundfläche paralleler Durchs 
ſchnitt; man denke ſich eine Ebene durch die Achfe gelegt, 
welche die Seitenflädhe in AD und BC durchſchneidet, fo 
ift AD EF; und BC # EF (83.). Ferner ift die Linie 
AB || der Linie GH (227.), folglich ift AF— GJ, BF 
= HJ (77, 1. Zuſ.). Da nun AF = BF ift, fo ift auch 
GWJ=M. 

Bringt man darauf die Durch die Achfe gelegte Ebe⸗ 
ne in irgend eine andere Richtung, fo daß. fie die Seiten 
fläche, 3. B. in MN, ſchneidet, fo zeigt fich auf ähnliche 

Art, wie vorhin, daß FN—=JO iſt. Es if aber FN— 
AF = GJ; folglid ift au JO = GI. 

Da die Lage von JO willkuͤhrlich ift, fo find alle Li⸗ 
nien, bie von J nach der Peripherie des Durchfchnittö GH 
gehen, unter einander fowohl, als der Linie AF gleich, 
folglich ift der Durchſchnitt nicht nur ein Kreis, fondern 
auch der Grundfläche gleich, 

Anmerk. Bird ein Cylinder ſchief gegen die Grund⸗ 
fläche durpfchnitten, fo iſt der Durchſchnitt eine € itipfe 
Doc gibt es bey dem ſhieſfen. Iyinter aut ann Wielen 
Durchfchnitt, der ein Kreit — 


N 
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250. Lehrſ. Ein Cylinder iſt einem Pris⸗ 
a von gleicher Grundflaͤche und gleicher 
oͤhe gleich. 

Bew. Die Durchſchnitte eines Prisma's, die der 
rundflaͤche parallel gemacht werden, ſind der Grund⸗ 
‚che gleich; daſſelbe gilt vom Cylinder. Sind alſo die 
tundflaͤchen beyder Körper einander gleich, ſo ſind es 
ch ihre Durchſchnitte in gleicher Hoͤhe; folglich ſind 
eganzen ‚Körper einander gleich (238.). 

Hierdurch zeigt fich eigentlich, dab Eylinder und Prisma 
einerley Kaffe von Körpern gehören. 

‚1. Zuſ. Der Inhalt eines Cylinders wirb daher 
enfallß i in Eubifmaaß gefunden, wenn man feine Grund» 
iche mit det Höhe multiplizirt (245.). — Setzt man | 
ri Halbmeffer ver Grundflähe = r, die Höhe des Cyl. 
2.h, fo iſt der Inhalt des Cylind. = rdnh, \ 

2. Zuf. Cylinder von gleichen Grundflächen und | 
eicher Höhe haben gleichen Inhalt. 

3. Zuf. Cylinder von gleichen Grundflähen und 
igleichen Hoͤhen verhalten ſich wie ihre Höhen, Man 
zeichne ein Paar Eyl. durch C und c, ihre Höhen durch ° 
und h, ben Halbmeffer ihrer Grundflaͤche durch r, 
iſt | 


ı C=rnaH 
| c—=ı?1crh 
folglich C:c=r? m H:r? sch 
=H:h 


4. Zuf. Cylinder von gleicher Höhe und ungleis 
en Grunrflächen verhalten ſich wie die Grundflächen, - 
ver wie bie Quadrate der Halb: oder Durchmeſſer der: 
!ben (181, 3 Zuſ.). . 

5. 3uf. Cylinder von ungleichen Grundflächen und 
ngleichen Höhen verhalten fiy wie die Srunttlühen 
ultiplizirt mit den Höhen, vder vole vie Drustrott Rt 
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Halb + ober Durchmeffer der Grundflaͤchen multiplihirt 
mit den Hoͤhen. 

6. Zuſ. Cylinder ſind einander gleich, 
wenn die Produkte ihrer Grundflaͤchen und 
Höhen gleich find, dei. wenn ihre Höhen ſich umge: 
kehrt wie die Grundflaͤchen, oder wie die Quadrate der 

Halbmeſſer oder Durchmeſſer derſelben, verhalten. 

251. Lehrf. Die krumme Oberflaͤche ei 

nes geraden Cylinders iſt einem Rechtecke 

gleich, deſſen Grundlinie der Peripherie der 
—— und deſſen Hoͤhe der Höhe des 
‚Splinders gleihife 





AN, 
Bew. Man kann ſich die Oberfläche eines Cylin⸗ 
berö, AB, in lauter fchmale Streifen, wie mnop, ges 
theilt vorftellen. Breitet man einen folchen Streifen in 
eine Ebene aus, fo bildet er ein Rechteck, deſſen Grund: 
Iinien = mn und Höhe = mp iſt. Alle diefe Streifen 
aber haben gleiche Höhe, die ihren Seitenlinien gleich 
ift, umd die Summe ihrer Grundlinien ift der Peripherie . 
der Grundfläche gleih. Sest man fie alfo mit ihren 
Seitenlinien an einander, fo bilden fie zufammen ein ein- 
ziges Nechted, deſſen Grundlinie der Peripherie der. 
Grundfläche, und deffen Höhe der Linie mp, d. i. der- 
‚Höhe des Cylinders, erh, K. 
Ä 1. 3u\. Sert man wer dvxx Hin X 
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Grundflaͤche = r und die Höhe des Gylinders — —=h, fo 
ift die krumme Oberflaͤche — Jrah, 

.  % Zuſ. . Multiplizirt man die krumme Oberfläche 
des geraden Cylinders mit. der Hälfte des Halbmeffers 
feiner Srundflähe, fo erhält man den Inhalt 
des ganzen Cylinders. Denn esift2rsh. Ir 

= r2 sh (250, 1.'3uf.). 

3. Buf Wenn man eine mittlere Proportionalli 
nie, t, zwifhen Zr und h nimmt, alſo: @r:t=t:h 
— ſo #2rah=t?n Folglich ift die krumme 
Oberflaͤche des geraden Cylinders einem 
Kreiſe gleich, deſſen Halbmeſſer die mitt 
lere Proportionallinie zwiſchen dem Durch— 
meſſer der Grundflaͤche und der Höhe des 
Cylinders iſt. 


4. Zuſ. Die beyden Grundflachen eines geraden 
Cylinders verhalten ſich zur krummen Oberfläche deffel- - 
ben wie 27? 8:2 rah=r:h, d. i. wieder Halb- 
meffer der Grundfläde zur Höbe des Cy⸗ 
linders. 

Anmerk. Die Oberflaͤche eines ſchiefen Cylinders zu 
beſtimmen, hat ohne Vergleich groͤßre Schwierigkeiten und 
erfordert die Huͤlfe der Analyſis des Unendlichen. Denn ſie 
iſt einem Rechtecke gleich, deſſen Hoͤhe der Achſe des Cylin⸗ 
ders, und deſſen Grundlinie dem Umfange derjenigen El⸗ 
lipſe gleich iſt, welche man durch einen ſenkrechten Schnitt 
auf die Achfe des Eylinders erhält. Es wird alfo zur Aus⸗ 
meſſung deflelben die Rectification einer Ellipfe erfordert. 
Doch ift zu merken, dab ein folches Nechte nicht durch Abs 

widelung der fohiefen Oberfläche entfteht.. 
5. Zuſ. Wenn drey gerade Cylinder gleiche Hoͤhe 
haben und ber Halbmeffer der Grundfläche des einen 
fo groß tft als die Halbmeſſer der Grundflaͤchen der bey: 
den andern zufammengenommen, fo ift zwar die krumme 
Oberfläche des erftern ben krummen Dberllädhen Ver ded 


- 4 


.> 
"s 
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den andern gleich, aber der Förperliche Inhalt deffelben 
iſt größer, als der Eörperliche Inhalt von dieſen. 
. Der Grund erhellet aus 183, 3. Zuf. und 184, 3. Zuf. 

252. Erklaͤr. Aehnliche Cylinder find ſoi⸗ 
he, deren Achſen gegen die Grundflaͤchen einẽrley Nei⸗ 
gung haben, und deren Höhen ſich wie die Halb⸗ oder 
Durchmeffer der Grundflächen verhalten, . 

2953. Lehrf. Aehnlihe Eylinder verbal 
ten fih wiedie Würfel der Halbz oder Durd- 
meffer ihrer Srundfläden. 

Bew. Man bezeihne zwey folhe Cylinder durch 
C und c, ihre Halbmefjer durch R und r, und Höhen 
durch H und h, fo ift 

1) C:c=R?H: r?h (250, 5. Zuf.) 

S)HA:h=R:r (952) 
folgiy C:c= R® : r8 (Ar. 355.) 
1. Zuſ. Aehnliche Eylinder verhalten fich wie bie 
Würfel ihrer Höhen.‘ 

2. Buf. Die Halb oder Durchmeffer der Grund: 
flächen ähnlicher Cylinder, ingleichen die Höhen bderfel: 
ben, verhalten fich wie die-Gubifwurzeln der Zahlen, wel 
che das DVerhältniß der Cylinder ausdruͤcken. 

254. Erflär. Eine Pyramide ift ein Körper, 
der zwifchen einer beliebigen geradlinigen Sigur, als 
Grundflaͤche, und lauter Dreyeden, als Seitenflaͤchen, 
eingeſchloſſen iſt. 

Der Punkt, in welchem die Spitzen aller Dreyecke 
ſich vereinigen, heißt die Spitze der Pyramide; und 
der Abſtand derſelben von der Grundflaͤche die Hoͤhe 
derſelben. 

Man unterfcheibet die Pyramiden nach ber Anzahl 
ihrer Seitenflächen in dreyſeitige, vierſeitige 
uf. w. 

255. Lehyrſ. Wenn Ga vorowibe varal⸗ 
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lel mit der Grundflaͤche durchſchnitten wird, 
ſo iſt der Durchſchnitt eine der Gruudflace 
aͤhnliche Figur 


- 





Bew. Es fey die Pyramide ACE in ae parallel 
mit der Grundfläche durchſchnitten, fo find 1) die Sei: 
ten des Durchfchnittes den Seiten der Grundfläche pas 
tallel, nehmlich ab || AB, be BC etc. (227.)3 2) ift 
ber Winfela—A, b=Buf.w. (229.); 3) Ea: ab ' 
— EA: AB und Ea: ad EA: AD; woraus dann 
folgt: ab:ad—AB:AD. Und auf ähntiche Art läßt 
fich zeigen, daß auch die übrigen Seiten, welche die glei⸗ 
chen Winkel einfchließen, einerley Verhaͤltniß haben. 
Bolglich ift der Durchſchnitt ac m der Grundfläche AC. 

1. Zuf. Ale Durchfchnitte einer. Pyramide, die 
der Erundfläche parallel gehen, find einander ähnlich. 

. 2. Zuf. Man Fann die Grundfläche ald einen 
Durchſchnitt einer noch weiter fortgehenden Pyramide, 
und jeden Durchſchnitt als Grundfläche der darüber lie⸗ 
genden Pyramide betrachten. ‚ 

256. Lehrſ. Die Seite der Grundfläde 
einer Pyramide verhältfich zur gleihname . 
gen eines parallelen Durky{hnittis, wie Vie 


-_ 
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Höhe der Pyramide zum Abſtand des Durg⸗ 
ſonittes von der Spitze. 





B 


Bew. Es ſey abe || ABC, und DE ein Perpen- 
difel von der Spitze auf die Grundfläche, fo ſchneidet 
eine Ebene durch DEA gelegt die Grundflaͤche in AF 
und den parallelen Durchſchnitt in ae, Es iſt alſo AE 


ae (227.) und daher 
DA : DE= Da: De 


Nun ift auch DA : AG = Da: ac 
folglid DE : AG = De : ac 
oder DE : De — AC : ac, 


Da ſich nun-AC : ac wie jede andre Seite ber 
Grundflähe zur gleichnamigen des Durchfchnittes ver: 
halt, fo verhalten fich überhaupt gleichnamige Seiten 
der Grundfläche und des Durdfchnittö, wie DE: De. 

1. Zuſ. Gleichnamige Seiten folcher Durchfchnitte 
einer Pyramide, die der Grundfläche parallel gehen, vers 
halten fi), wie die Aofkände ver Dorcchſchnitte von der 
Spige. - \ 
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2. 3uf. Die Durchſchnitte felbft verbal 
ten fi daher wie die Quadrate ihrer Abs 
fände von der Spige.- 

"1257. Lehrſ. Pyramiden von gleihen 
Grundflähen und gleiher Höhe find. einans 
der gleich. 

Bew... Man bezeichne zwey Pyramiden durch P 
umb p, ihre Grundflächen durch G und ihre Höhe durch H. 
Berner nehme man an, die Pyramiden-werden'in einem 
Abſtand von der Spige = h durhfhnitten, undbe⸗ 
zeichne die. Durchſchnitte durch D und d, fo ift 

6:D= br : 

ingleihen G : 5 vl a6, 2 Buß) _ 

folgid G:D = - 
und daher D — d.(Ar: 339.). "ns ift adP=p 
038). 

258. Lehrf. Eine breyfeitige Pyramide 
ift ber dritte Theil eines dreyfeitigeh Priss 
ma's von gleiher Grundfläde und Höhe, 

Dr Fe ‘ 















Bew. Es fey ABCE ein dreyfeitiges Prisma; 
von biefem laͤßt fich zuerft die Dreyfeitige Pyramide ABCF 
abfchneiden, die mit dem Prisma ſelbſt “nalen Sn 
fläche und -Höhe hat. . 


Fried Dathematit 6. Aua. ‚Si 
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2) kann die Pyramide DFEB abgeſchnitten wer: 
den,. die ebenfalld mit bem Prisma einerley Grundfläche 
‚und Höhe hat, und daher der vorigen gleich ift (257.). 

3) bleibt noch der Körper ABDF übrig, ber: eben: ' 
falls eine Pyramide ift, deren Grundflaͤche ABD if, und Ä 
deren Spige in F liegt. *) 

Diefe ift aber der Pramide DFEB gleich, wie man 
leicht einfieht, werin man DEB = ABD als die Grunds 
fläche, und F als die Spige derfelben betrachtet. 

Faolglich find alle drey Pyramiden einander: gleich, 
und da zwey berjelben mit dem Prisma gleiche Grund 
fläche und Höhe haben, fo ift jede von diefen dem brit: 
ten Theil bed Prisma’s von gleicher Grundfläche und 
Höhe gleich. 

Die dritte Pyramide ABDF hat zwar nicht mit 
dem Prisma ABCE gleiche Grundfläche und Höhe, da 
aber diefes einem Prisma gleich ift, deffen Grundfläcde 
— ABD, und deffen Höhe dem fenkrechten Abftande der 
Spige F von ABD gleich ift (243.), fo ift auch die Py 
ramide ABDF dem dritten Theil eines Prisma’ von 
gleicher Grundfläche und Höhe mit ihr gleich. 

Die Zertheilung des dreyfeitigen Prisma's in drey gleiche 
Pyramiden muß Anfangern an einen Modelle gezeigt wer: 
den. Im Fall der Noth fann man aus einer Rübe, Kartoffel 
oder dergleichen ein Prisma machen, und ed dann auf die 
gehörige Art vor den Augen des Lehrlinge durchſchneiden. 

1. Zuſ. Da jede vielſeitige Pyramide einer drey⸗ 
ſeitigen von gleicher Grundflaͤche und Hoͤhe, und jedes 
vielſeitige Prisma einem dreyſeitigen von gleicher Grund⸗ 
flaͤche und Hoͤhe gleich iſt (257. und 239.), ſo iſt uͤber⸗ 
haupt jede Pyramide dem dritten Theil eines 
Prisma's von gleicher Grundflaͤche und Hoͤhe 
gleich. 

*) Um dieſe Pyrowide vehe ws arten, ie de unter !l 
Nr. 2. befonderd dargeieltt, N 
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.% Zuſ. Der Inhalt einer Pyramide in Cubik⸗ 
aß wird gefunden, wenn man das Produkt ihrer 
tundfläche und Höhe durch 3 dividirt. , 

Es fey eine Doramibe = — PB, ihre Grundfläde — 
und Höhe =H, ſo iſt P=1GH, 

3. 8Zuſ. * von gleichen Grundfläden ver: 
Iten-fich wie ihre Höhen, und Pyramiden von gleicher 
she verhalten fich wie ihre Grundflaͤchen. i 

4. Buf. Pyramiden von ungleichen Grunpflächen 
d ungleicher Höhe find in zufammengefegtem Verbält: 
3 ihrer Grundflächen und Höhen, 

5. Zuf. Pyramiden find einander gleich, 
enn die Produkte ihrer Srundflähen und 
oͤhen gleich find, d. i. wenn ihre Grundflächen 
h umgekehrt wie ihre Höhen verhalten. 

259, Lehrf. Wenn zwey Pyramiden hlei⸗ 
e Grundflaͤchen, aber ungleihe Höhen ha: 
nn — alfo felbfi ungleich find — fo ift ein 
der, parallel mit der Grundfläde gehen: 
7, Durchſchnitt ber einen einem folden 
urchfchnitte der andern gleih, wenn die 
bftände der Durchſchnitte von den Spitzen 
ch wie die Höhen der Pyramiden verhalten. 

Bew. Die Grundfläche beyder Pyramiden fey — 
; bie Höhe der einen = H, die der andern = h; 
an mache in jener einen mit der Grundfläche paralle⸗ 
n Durdfchnitt, D, in einem Abftande von der Spige 
=a5 und in biefer einen Durchſchnitt, d, in einem 


a2 
bſtande von der Spitze Sb, ſo iſt — 55 6 ; und 
—36. Iſt nun a:bR:h, fo if auch ⸗ 


2 
J12 
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Anmert, Man fann alfo in. einer einen Pyramide 
diefelben Durdhfihnitte erhalten, die man in einer großen 
von gleiher Grundfläche haben fann. Daher Gleichheit der 
Grundflächen, und Gleichheit der Durchfchnitte allein, noch 
nicht zur Gleichheit der Körper hinreichend find. (Vergl. den 
ähnlichen Sag von den Durchſchnitten der Dreyecke (01.).) 

260. Lehrſ. Sin einer Drenfeitigen Pyramide, 
in welcher eine Seitenlinie, AD, fenfredye auf dei 
Grundfläche, ABC, ſteht, iſt der Winfel,. BAC, . 
"Der Grundfläche größer, als der Winfel BDC, in 


: der Spige der Pyramide; vorausgeſetzt, daß das 


Perpendikel AE, von’A auf BC, nicht außer 
halb des Dreyeds a0. falle. ı nn 





Bew. Man denke ſich durch DAE eine Ebene ge: 
legt, welche die Seitenfläche BDC in DE ſchneidet, fo 
ift DE auf BC ſenkrecht (212, 1. Zuf.), und da DE als 
‚Öypotenufe bes Dr. DAE größer als AE iſt, fo mache 
man EF = AE, und ziehe BF. Alddann ifl Dr. BEF 
== ABE, und daher Winkel BFEE=BAE. Es ift aber 
W. BFE > BDE (53, 2. 3uf.); folglich ift auch W. 
BAE > BDE, $, 

Zieht man darauf von C nach F eine gerade Pinie, 
fo ift Dr. GFE == AEC; Winkel EFC > EDC;5 folg: 
ih W. EAC > EDC. 

Es iſt aaſo WDELENSRELING 
d. i. W. BAC > BDC. 
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1. Bufi. Faͤllt das Perpendikel AE in die Seite 
AB fetbft.,. fo: bleibt ebenfalls W. BAC > BDC. 
2 Buf. Der Winkel BAC ift dem Neigungswin: 
kel der Seitenflächen DAB und DAC gleich (288.). 

3. Zuf. Errichtet man aus irgend einem Punft 
der Einie BD in der Ebene DAB ein Perpendikel auf 
BD, fo muß diefes, wegen des fpigen Winkels bey B, 
gegen AB convergiren; und eben fo muß ein ſolches 
Perpendifel in der Ebene DBC gegen BC convergiren. 
"Auf gleiche Art muß ein Perpendikel aus einem Punkt‘ 
der Linie CD in der Ebene DAC gegen AG, und in 
der Ebene DBC gegen BC convergiren. 

261. Lehrf. In einer dreyfeitigen vyrp 
mide, ABCD, wie ſie bey dem vorigen Satze 
angenommen wurde, iſt ber Neigungswinkel 
der Seitenflaͤchen DAB und. DBC größer 
als ber Winkel ABC der Grundflaͤche. 

D "U: 





Bew. Man errichte aus irgend einem Punkt, 0, 
der Seitenlinie BD, in der Ebene DAB ein Perpendi: 
fel, om, auf BD, welches bie Linie AB oder ihre Ver: 
längerung treffen muß (260, 3. Zuſ.); ingleichen in der 
Ebene DBC das Perpenpikel on; alddann ift Winf, mon 
der Neigungswintel der beyden Ebenen. Leit man do⸗ 
rauf durch mon eine-Ebene, ſo Tan monB AL Kur 


a 


\ . \ 
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Pyramide .angefehen werden, deren Grundfläche won if, 
und deren Seitenflähen, Bam und Bon, ſenkrecht auf 
der Grundfläche ftehen. Da nun die Ebene DAB fos 
wohl auf ABC,ald.auf mon ſenkrecht fieht, fo feht die 
Durchſchnittslinie, mn, ber beyden letztern Ebenen auf 
der ganzen Ebene DAB ſenkrecht; folglich iſt om das 
Perpendikel von o auf mn; folglich ift der Winfek mon 
> mBn oder ABC (260, 1. 3uf.). : 

1. Zuſ. Auf ähnliche Art ergibt ſich aud), daß 
der Neigungdwinkel der Seitenflähen DAC und DBG 
größer ald der Winkel ACB ift, 

2. Zuſ. Die Summe der Neigungswinkel der drey 
Seitenflächen einer Pyramide, wie ABCD, ift größer, 
als die Summe ber Winkel der Grundfläche berfelben, 
und folglih größer ald zwey rechte Winkel, 

262. Lehrf. Wenn man in einer dreyſei 

“ tigen Pyramide dieNeigungswintelder Sei— 
tenflädhen gegen einander halbirt, fo ſchnei— 
den die drey halbirenden Ebenen einander 
in einer und eben derfelben geraden Linie, 





Bew. In der Pyramide ABCD fey ABC’ bie 
Grundfläge, und Dt die Durchfchnittälinie der beyden 
Ebenen, durch welche die Reiqungswinfel ber in AD 
‚, and in CD zjufammentoßenhen Saterttigen list 
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werden. Faͤllt man aus einem beliebigen Punkt, o, die 
fer Durchſchnittslinie Perpendikel, om und on, auf bie. 
©eitenflähen ABD und AGD, und dent ih durch 
omn eine Ebene gelegt, fo ſteht diefe auf beyben Sei⸗ 
tenflächen, ABD und ACD, ſenkrecht; folglich fteht die 
Durdfcnittslinie, AD, der beyden Seitenflächen auf 
der Ebene durch omm fenfrecht; folglich auch auf den 
Durchſchnittslinien pn und pn, welche diefe. Ebene mit 
den beyden Seitenflächen macht. Daher ift der Winkel 
mpn der Neigungswinfel dieſer Stächen, und bie Linie 
op — als die Durchfohnittölinie des den Neigungswinkel 
halbirenden Ebene mit der durch mon gelegten Ebene = 
balbirt den Winfel,mpn. Folglich find die Dreyecke mpo 
und npo einander gleich (56.); alfo auch om —= on. 

Darauf denke man fi) aus o ein Perpenpifel, or, 
auf die dritte Seitenflähe, BCD, gefällt, und durch 
nor eine Ebene gelegt; fo wird dieſe auf den Seitenfläs 
chen ACD und BCD fenkrecht. fliehen, und: daher bie 
Seitenlinie CD fenfrecht auf ihr. Sind alfo.qn und gr 
die Durchſchnittslinien diefer Ebene mit den beyden Sei⸗ 
tenflächen, fo ifi ngr der Neigungswinkel berfelben, der 
durch go halbirt wird, Daher iſt Dr, gor == gon; 
und or =on; folglich auch = = om. . 

Alle drey Perpendikel von o auf die drey Seitenfid- 
hen find alfo einander gleich, Legt man daher eine 
britte Ebene durch, orm, fo geben ihre Duxchfchnitte rs 
und ms mit ben Seitenflächen BCD und ABD den Nei- 
gungswinkel diefer Flächen, und zieht. man darauf os, 
fo ift Dr. ore == oms (64, 1. 3uf,) folglich auch Win: 
tel osr == osm, Folglich halbirt eine Buch osD gelegte 
Ebene den Neigungswinfel der, beyben Flächen ABD 
und BCD, Alſo muß au, umgekehrt, die diefen Mei: 
gungswinfel halbirende Ebene mit Do zufammenfallen. . 
Bolglich Schneiden alle drey, Die Neigungswintel dar Stu 
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aber zufammen die Neigungswinfel der Seitenflächen 
der Pyramide ABCD aus; alfo ift die Summe bdiefer 
Neigungswinkel größer ald 2 R, | | 

264. Aufg. Den koͤrperlichen Inhalt ei— 
ner abgeſtumpften Pyramide ABCDEF zu 
finden, wenn die Srundflähbe ABC =.a, bie‘ 
obere Fläche DEF=b, und der Abftand beys 
der Flächen von einander Hh— c gegeben ifl, 





Aufldf. und Bew. : Man febe, ed fey die ganze 
Pyramide, ABCG, vollendet, GH ein Perpendikel von 
der Spike auf die Grundflähe, und Gh=x; alſo 
GH=c 4x, fo if 

"die ganze Pr. ABCG — 4a (c-+x) 

die obere Pyr. DEFG—A H bx } 258. 2 Bu) 
folglich die abgeftumpfte Dpr. =3a(cc+x)—} bx 
=!ı[ac+t(a—b)x]. ü 

Es kommt alfo nur darauf an, x zu finden. 

Nun it a:b=(c+x)?:x? (356, 2. Zuf.), und 
daher v a: Y b=(c+x):x (Ar. 348); worauß 


fih x—e I kn, voWich U die abgefl 


N 
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— 


pyr. — =3 Tic+@—b).e = =zc[a+ 


va+rb)vblN=tela+tv (ab)-+b). 


1. Zuſ. Aus dem gefundenen. Ausdruck erhellet, 


daß die abgeflumpfte Pyramide fo groß als drey Pyra⸗ 
miben ift, die alle gleiche Höhe mit dem abgeflumpften 
Stud haben, und von welchen der einen Grundfläche 
=> a, die der andern = b, und die der pritten — 
V (ab) d.i. eine mittlere geometrifche Proportionalgröße 
zwifchen a und b ift. 

Anmert; Wenn man den Inhatt einer ſolchen abge⸗ 


ſtumpften Pyramide durch 3 (a+b) c ausdrüden wollte, 
fd wäre das zu groß. 


2. Zuſ. Setzt man in dem obigen Ausdrude b = 


Nun, fo erhält man den Inhalt der ganzen Pyramide; 


und feßt man ba, fo ift eö der Inhalt eines Prisma’s, 
265. Erflär. Aehnliche Pyramiden find 
folche, deren Grundflächen und Seitenflächen ähnliche 
: Figuren find, deren Seitenflächen mit den Grundflächen 
gleiche Neigungswinkel machen, und deren Höhen fich 
wie gleichnamige Seiten der Grundflaͤchen oder der Sei⸗ 
tenflaͤchen verhalten. 

3Zuſ. Wenn eine Pyramide parallet mit der Grund⸗ 
fläge durchſchnitten wird, fo ift die über dem Durchs 
ſchnitt liegende Pyramide der ganzen ähnlich.‘ 

266. Lehrf. Aehnliche Pyramiden vers 
balten fih wie die Würfel gleihnamiger 
Seiten ihrer Grundfläden, 

Bew. Man bezeichne zwey ähnliche Pyramiden 
durch P und p, ihre Srundflächen durch G und g, ein 
Paar gleihnamige Seiten derfelben durch A \und a und 
ihre Höhen durch H und h, fo iſt 


) & iſt nehmlich abe (yatyb). V-Vv. 
Dergl. Ir. ©, 83: Anmerf. 


a 
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— Gig Ar: a2 (137) | 
nd H:h=A :a (%65.) i 
folglich ( GH :gh=A®: a9 > 
: Nun it P:p=GH: gh (38, 4. Zuf) 
folglich P: p—= As as 
| 1. Zuſ. Aehnliche Pyramiden verhalten ſich wie 
die Wuͤrfel ihrer Hoͤhen, oder wie die Biiyfet gleichns | 
miger Seitenlinien. | 
2. 3uf. Gleichnamige, Seiten der Grundfl aͤchen 
oder Seitenflaͤchen, ingleichen die Höhen aͤhnlicher Pph⸗ 
ramiden verhalten ſich wie die Cubikwurzeln der Zahlen, 
welche das Verhaͤltniß der Pyramiden ſelbſt ausdruͤcken. 
Anmerk. Man vergl. mit dieſen Saͤtzen die obigen, 
ganz aͤhnlichen, vom Verhaͤltniß aͤhnlicher Prismen (247.). 
3. Zuſ. Wenn man eine Pyramide parallel mit 
der Grundflaͤche durchſchneidet, ſo iſt der obere Theil der 
ganzen Pyramide aͤhnlich. 
4. Zuſ. In aͤhnlichen Pyramiden liegen Durhh⸗ 





| ſchnitre von gleicher Groͤße in gleichem Abſtande von 


der Spitze. | 

9267. Erklär. Ein Kegel Cconus) ift ein Kör 
> per, der von einem Kreife, als Grundfläche, und einer 
krummen Seitenfläche eingefchloffen ift, die in einen ein⸗ 
zigen Punkt ausläuft, der die Spike des Kegelö heißt, 
und von welchem fich nad) jedem Punkt ber Peripherie 
der Grundfläche gerade Linien ziehen laffen, die ganz in 
die Oberfläche fallen. 

Der Abftand der Spibe von ber Grundfläche heißt 
die Höhe des Kegels, und eine gerade Linie von der 
Spitze nach dem Mittelpunft der Grundfläche die Ach fe. 

1. Zuſ. Steht die Achfe fenkrecht auf der Grund: 
fläche, fo heißt der Kegel ein gerader, ift fie geneigf 
gegen dieſelbe, fo heißt er ein ſchie fer Kegel. 

2. Zuf. Ducdiägnettet man den Trgslunit einer 
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durch die Achfe gelegten Ebene, ſo ift der Durchfchnitt 
ein Dreyeck. Die Seitenlinien biefes Dreyecks :heißen 
Seiten des Kegeld. Beym ‚geraden Kegel find Diefe 
gleich, beym fehiefen ungleich. Daher heißt jener auch 
der gleichſeitige, dieſer der ungleichſeitige 
Kegel. - 

Auch bey den ſchiefen Kegel gibt es eine getoiffe Lage 


der- durch die Achfe gelegten Ebene,” wobey dad Dreyed 


gleihfhenflig wird. 

3 Zuſ. Die Kegel werden auch eingeteilt“ in 
rechtwinklige, ſtumpfwinklige und ſpitzwink⸗ 
lige, je nachdem die Seiten deſſelben einen rechten, 
ſtumpfen oder ſpitzen Winkel einſchließen. 

4. Zuſ. Die Entſtehung des geraden Kegels kann 
man durch Umdrehung eines rechtwinkligen Dreyecks um 
ſeinen einen Katheten erklären. 

268: Lehrf. Wenn ein Kegel parallel mit 
der Grundfläde burhichnitten wird, ſo iſ 
der Durchſchnitte ein Kreis. 





Bew. Es ſey der Kegel ABC in DE parallel 
mit der Grundfläche durchſchnitten; man denke ſich durch 
die Achfe eine Ebene gelegt, welche die Grundfläche und 
den Durchſchnitt in BC und DE durchfchneidet, fo iſt 
DE |] BC (227.), und daher oo 


⸗ 
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| 1)AF: FC= AG: GE 
© ° ingleihen 2) AF:FB= AG: GD 
folglih FC.: FB =.6GE : GD 
Da nun FC =-FB ift, fo ift auch GE = * op 
Or 339.). 
Alsdann fchneide die durch die Achſe gelegte Ebene 
die Grundflaͤche und den Durchſchnitt noch irgend wo 
anders, z. B. in FH und GJ, fo iſt auch GJ || FH, 


und daher AF: FH = AG: GI. 


. Diefe Proportion mit der obigen in Rn 1 vergli 


en, gibt 

FC: FH= GE : GI. 
Und da FC= FH ift, fo ift auch GE = GJ. — Alſo 
find alle Linien, die. von G nüch der Peripherie des 
Durdfchnittes gehen, einander gleich 5 folglich iſt der 
Durchſchnitt ein Kreis. 

Anmerk. Von den krummen Linien, die bey andern 
Arten von Durchſchnitten des Kegels entſtehen, handelt die 
vierte Abtheilung. 

269. Lehrſ. Der Halbmeffer ber Grund—⸗ 
fläche eines Kegel verhält fib zum Halb 
meffer des parallelen Durhfchnitts, wie 
die Höhe des Kegeld zum Abfland des Durde 
fhnittö von der Spige 





Bew. & ſey vole vnchin, er Kuy NEO 


' 
l 


N 
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JE parallel mit der Grundfläche burchfchnitten, aus A 
in Perpendifel AH auf die Geundfläche gefällt, und 
uch AHF eine Ebene gelegt,. welche die Grundfläche ' 
ind den Durchfchnitt in BC und DE fchneidet, fo if 
AFYFB:= AG: GD 
ingleichen AFY AH == AG’: Ah 
und daher FB : AH == GD:: Ah R 
. „oder FB: GD== AH: Ah 
1. Buf.. Es verhalten fih überhaupt bie Halbmeſ⸗ 
er der mit der Grundflaͤche parallelen Durchſchnitte, wie 
die Abſtaͤnde der Durchſchnitte von der Spitze. 


2. Zuſ. Die Durchſchnitte ſelbſt verhal⸗ | 
ten fich Daher wie die Quadrate ihrer Ab: 
Hände von der Spige (181, 3. Zuf.). 


270. Lehrſ. Ein Kegelift einer Pyramide 
von gleiher Grundfläde und gleicher. Höhe 
leich. | 
ß Bew. Man ſetze die Grundfläche einer Pyramide 
== G, ihre Höhe = H, einen mit der Grundfläche pa: 
rallelen Durchſchnitt = D, und deffen Abftand von der 
Spige = h; biefelben Buchftaben mögen auch bey dem 
Kegel die ähnlichen Dinge bezeichnen, nur der Durchs 
ſchnitt ſey = D’. Alsdann iſt 
in der Pyr. G: D H2: h? (256, 2. Zuſ.) 
in dem Kegel 6: D= H? : h2 (269, 2. Zuſ.) | 
floi6:D=G :D., 
DanınG=G if, ſo iſt auch D D folglich 
die Pyramide dem Kegel gleich (238.). 


Anmerf. So wie Prisma und Eplinder nur eine 


Klaſſe von Körpern ausmachen, fo auch die Pyramide und 
der Kegel. 


1. Zuſ. Ein Kegel ift dem dritten Theil 
eines Cylinders von gleiher Örundflähe un, 
Höhe gleid (258, 1. Zuſ. und 20). Seat man'ves 
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Anmert. Man fann alfo in einer Heinen Pyramide 
dieſelben Durchſchnitte erhalten, die man in einer großen 
von gleicher Grundfläche haben kann. Daher Gleichheit der 
Grundflaͤchen, und Gleichheit‘ der Durchfchnitte allein, noch 
nicht zur Gleichheit der Körper hinreichend find. (Vergl. den 
u Sag von den Durchſchnitten der Dreyecke AOL.) 

260. Sehrf. In einer Drenfeitigen Pyramide, 
in welcher eine Seitenlinie, AD, ſenkrecht auf dei - 
‚Grundfläche, ABC, ſteht, ift der Winkel, BAG, 
der Grundfläche größer, als der Winfel BDC, in 
der Spige der Pyramide; vorausgeſetzt, daß das 
Perpendifel AE, von' A auf BC, nicht außer 
halb des Dieheco ABE. falle. . — 





* 

Bew. Man denke ſich durch DAE eine Ebene ges 
legt, welche die Seitenflähe BDC in DE ſchneidet, fo 
ift DE auf BC ſenkrecht (212, 1. Zuſ.), und da DE als 
‚Hypotenufe des Dr. DAE größer ald AE iſt, fo mache 
man EF = AE, und ziehe BF. Alsdann ift Dr. BEF 
==ABE, und daher Winkel BEE=BAE. Es ift aber 
®. BFE > BDE (53, 2. Zuf.); folglich ift auch W. 
BAE > BDE. » 

Bieht man darauf von C nad) F eine gerade Einie, 
fo ift Dr. CFE== ABC; Winkel EFC > EDC3 folg: 
lich ®. EAC > EDC, 

Es ift alfo W. DAELEAO>RDLLEDG 

bi. W. BAC > BDC. - 
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' 1. Zuſi Salt dad Perpendikel AE in die Seite 
AB fetöft.,. ſo bleibt ebenfalls‘ W. BAC > BDC. 

. 2. Zuſ. Der Winkel BAC iſt dem Neigungswin⸗ 
kel der Seitenflaͤchen DAB und DAC gleich (268.). 

3. Zuſ. Errichtet man aus irgend einem Punkt 
der Linie BD in der Ebene DAB ein Perpendikel auf 
BD; fo muß diefes, wegen des fpigen Winkelö bey B, 
gegen AB convergiren; und eben fo muß ein ſolches 
Perpendifel in ber Ebene DBC gegen BC convergiren. _ 
"Auf gleiche Art muß ein Perpendikel aus einem Punkt 
der Linie GD in der Ebene DAC gegen AG, und in 
der Ebene DBC gegen BC convergiren. 

261. Lehrf. In einer dreyfeitigen Dora 
mide, ABCD, wie fie bey dem vorigen Sage 
angenommenwurde, ifi der Neigungswinkel 
der Seitenflähen DAB und. DBC größer 
als der Winkel ABC der Grundflaͤche. 

' D 





Ben. Man. etrichte aus irgend einem Punkt, 9 - 
der Eeitenlinie BD, in der Ebene DAB ein Perpendi: 
tel, om, auf BD, welches die Linie AB oder ihre Ver: 
längerung treffen muß (260, 3. Zuſ.); ingleichen in der 
Ebene DBC das Perpendikel on; alsdann iſt Winf, mon 
der Neigungswinkel der beyden Ebenen. Legt man te- 
rauf durch mon eine-Ebene, fo kann mon ad dur 


S 
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Pyramide angeſehen werben, deren Grundfläche won ift, 
und deren Seitenflähen, Bom, und Bon, ſenkrecht auf 
der Grundfläche flehen. Da nun die Eberre DAB fos 
wohl auf ABC,ald auf mon fenfrecht ſteht, fo fteht die 
Durchſchnittslinie, mn, der beyden letztern Ebenen auf 
der ganzen Ebene DAB ſenkrecht; folglich iſt om das 
Derpendifel von o auf mn; folglich ift der Winfek mon 
> mBn oder ABC (260, 1. 3uf.). , 

1. Zuf. Auf ähnlihe Art ergibt ſich auch, daß 
der Neigungswinkel der Seitenflähen DAC und DBG 
größer ald der Winkel ACB ift, 

2. Zuſ. Die Summe ber Neigungswinkel ber drey 
Seitenflähen einer Pyramide, wie ABCD, ift größer, 
als die Summe der Winkel der Grundfläche derfelben, 
und folglih größer ald zwey rechte Winkel. 

262. Lehrf. Wenn man in einer breyfeis 

" tigen Pyramide die Neigungswinkel der Seis 
tenflähen gegen einander halbirt, fo ſchnei— 
den die drey halbirenden Ebenen einander 
in einer und eben derfelben geraden Linie, 





Bew. Im der Pyramide ABCD fey ABC bie 
Grundflaͤche, und De die Durchſchnittslinie der beyden 
Ebenen, durch welche die Neigungswinkel der in AD 
und in CD zufammentogenden Scheren Wict 
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werden. Faͤllt man aus einem beliebigen Punkt, o, die 
fer Durchſchnittslinie Perpendikel, om und on, auf bie: 
Seitenflähen ABD und ACD, und denkt ih durch 
omn eine Ebene gelegt, fo fteht diefe auf beyden Sei⸗ 
tenflaͤchen, ABD und ACD, ſenkrecht; folglich fteht die 
Durchſchnittslinie, AD, der beyden Seitenflächen auf 
der Ebene durch omn fenfrecht; folglich auch auf den 
Durchſchnittslinien pm und pn, welche diefe Ebene mit 
den beyden Seitenflächen macht. Daher ift der Winkel 
mpn ber Neigungdwinfel biefer Flaͤchen, und die Linie 
op — ala die Durchfchnittslinie der den Neigungswinkel 
balbirenden Ebene mit der durch mon gelegten Ebene — 
halbirt ven Winkel mpn. Folglich find die Dreyede mpo 
.. md npo einander gleich (56.); alfo auch om == on. 
Darauf denke man fi) aus o ein Perpendikel, or, 
auf die dritte Seitenflähe, BCD, gefällt, und durch 
nor eine Ebene gelegt; fo wird diefe auf den Seitenfläs 
hen ACD und BCD ſenkrecht fteben, und. daher die 
Seitenlinie CD ſenkrecht auf ihr. Sind alfo.qn und gr 
bie Durchſchnittslinien diefer Ebene mit den. beyden Sei⸗ 
tenflächen, fo if ngr der Neigungswintel berfelben, der 
durch go halbirt wird, Daher iſt Dr, gor = gon; 
und or = on; folglich auch = = om. 

Alle drey Nerpenbikel von o auf die drey Seitenfla⸗ 
hen find alſo einander gleih, Legt man daher eine 
dritte Ebene durch orm, fo geben ihre Ducchfchnitte rs 
und ms mit den Öeitenflächen BCD und ABD den Nei> 
gungswinfel diefer Flächen, und zieht man darauf os, 
fo ift Dr. ors = oms (64, 1. 3uf,) folglich auch Wins 
el osr osm. Folglich halbirt eine durch osD gelegte 
Ebene der Neigungswinkel der, beyden Flächen ABD | 
und BCD. Alſo muß auch, umgekehrt, die diefen Nei⸗ 
gungswinfel halbirende Ebene mit Do zufammenfallen. 
Folglich ſchneiden alle Drey, die Reigungdwintel Ver Scan 
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tenflächen halbirenden, Ebenen einander in einer und 
eben derfelben £inie, Do oder Dt. 

1. Zuſ. Daß.die Ebenen mon, nor und rom, 
weber alle drey, noch zwey derſelben, wiederum in eine 
Ebene fallen koͤnnen, ergibt ſich daraus, daß jede der 
drey Seitenlinien aD, BD und CD auf einer derſelben 
ſenkrecht ſteht; ſie müßten alfo unter einander parallel 
ſeyn, wenn fie auf einer und eben derſelben Ebene ſtaͤn⸗ 
ben. (215.). 

2. Zuſ. Wenn die Durchſchnittslinie Dt auf der 
Grundfläche ABC ſenkrecht fleht, fo werden die Winkel 
der Grundfläche durch die Durchfchnittälinien der halbi⸗ 
renden Ebenen mit ber Grundfläche, ebenfalls halbirt. 






— 2 
u —— 
— 


Es ſey z. B. Bt die Durchſchnittslinie der halbiren⸗ 
den Ebene BDt mit der Grundflaͤche ABC; man ziehe 
fg fenfrecht auf Bt, und lege durd) fg eine: Ebene, fgh, 
fenfrecht auf BD; fo ift fhg der Neigungswintel der 
&lächen ABD und BCD, und th, als die Durchſchnitts⸗ 
linie der Ebenen fgh und BDt, halbirt denfelben. Folg: 
Ich if Dr. htf=htg; — benn fg fteht auf der ganzen 
Ebene BDt fenfrecht (212, 1. Zuf.) — alfo auch {f = 
tg; folglih Dr. Bf = Btg: und daher Winkel {Bf = 

tBg.: Es ift alfo der Winkel EBg durch Bt halbirt. 

263. Lehrf. In einer jeden dreyfeitigen 
Pyramide ift die Summe der Neigungswins 
Bel der drey Seitenflähen gegen einander 
größer ald zwey vehee Wintei, 
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Bew. Es fey ABCD irgend eine dreyfeitige Py⸗ 
ramide; man denke fich den Neigungswintel je zweyer 
Seitenflächen durcy eine Ebene halbirt, und Dt fey bie 
gemeinfchaftliche Durchfchnittslinie der drey halbirenden 
Ebenen. Alsdann durchſchneide man die ganze Pyra- 
mide irgendwo mit einer auf Dt fenfrechten Ebene, EFG 
— wodurd die Neigungswinkel der Seitenflächen im gez 
ringften nicht geänvert werden — fo entftehen drey neue 
Pyramiden, deren Grundflächen EFo, EGo, und EGo 
find, und deren Spigen in D liegen. Alle drey find von, 
der Beichaffenheit, daß die Seitenflächen‘, welche durch 
die halbirenden Ebenen gebildet werben, fenfrecht auf der 
Grundfläche ſtehen; und da die Durdhfchnittälinien der 
halbirenden Ebenen mit ber Ebene EFG die Winkel in. 
E, F ünd G halbiren, (262, 2. Zuſ.) fo fallen auch die . 
Perpendikel aus. o auf die gegenüberftehenden Seiten, 
EF, EG und FG nicht außerhalb der Dreyecke; folglich 
ift-die Summe der Neigungswinkel ber Seitenflächen ei- 
ner jeden dieſer Pyramiden größer als AR. (261, 2:Zuf.) 
und von allen dreyen zufammen größer als 6 R. Dies 
jenigen diefer Neigungswinfel aber, welche um die Durch: 
fehnittölinie Do liegen, find den Winkeln EoF, EoG, 
FoG, der Grundflächen gleich, (260, 2- Zuf.) und da: 
ber zufammen gleih 4 R. Folglich iff die Summe der 
übrigen Neigungswinkel größer als AR. Dieie waıen 
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aber zufammen die Neigungsroinfel der Seitenflächen 
der Pyramide ABCD aus; alfo ift die Summe biefer 
Neigungswinkel größer ald 2 R, | 

264. Aufg. Den körperlihen Inhalt eis 
ner abgeflumpften Pyramide ABCDEF zu 
finden, wenn bie Srundfläde ABC=a,bie 
obere Flaͤche DEF—b, und der Abftand beys 
ber Flächen von einander Hh— c gegeben iſt 





Aufloͤſ. und Bew. Man ſetze, es ſey die ganze 
Pyramide, ABCG, vollendet, GH ein Perpendikel von 
der Spitze auf die Grundflaͤche, und SGh=x; alſo 
GH=c +x, fo ift 
die ganze Pyr. ABCG —=lalc+4x) 
die obere Pyr. DEFG—=4bx } (258. 2. 3uf) 
folglich die abgeftumpfte Dot. —=ta(cc+x)—} bx 
=t[act(a—b)x]. g 

Es fommt alfo nur darauf an, x zu finden, 

Nun iſt a:b—=(c-+ x)?:x2 (256, 2, Buf.), und 
daher va: y b=(c+x):x (Ar. 348.)3 woraud 


vb 
J x =ce xVWbu. Tuch it, ’ bie abgeſt. 


N 
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pyr. 3lac4 (a-b). ]=te[at 
VAVVD). PISCIa4V (ab)-+b]. 

v1. Zuf.. Aus dem gefundenen. Ausdruck erhellet, 
daß die abgeflumpfte Pyramide fo groß als drey Pyra⸗ 
miben iſt, die alle gleiche Höhe mit dem abgeflumpften 
Stuͤck haben, und von welchen der einen Grundfläche 
=> a, bie der andern = b, und die der dritten — 
V (ab) b.t. eine mittlere geometrifche Proportionalgröße 
zwifchen a und b ift. 

Anmerf, Wenn man den Inhatt einer ſolchen abge⸗ 


ſtumpften Pyramide durch 3 (a+b) c ausdrucken wollte, 
ſo ware das zu groß. 


— 


2. Zuf. Setzt man in dem obigen Ausdrucke b— 


Nul, fo erhält man den Inhalt der ganzen Pyramide; 
und ſetzt man b==a, fo iſt es der Inhalt eines Prisma's. 
2685. Erklaͤr. Aehnliche Pyramiden find 
ſolche, deren Grundflaͤchen und Seitenflaͤchen aͤhnliche 
Figuren ſind, deren Seitenflaͤchen mit den Grundflaͤchen 
gleiche Neigungswinkel machen, und deren Hoͤhen ſi ch 
wie gleichnamige Seiten der Grundflaͤchen oder der Sei⸗ 
tenflaͤchen verhalten. 

Zuſ. Wenn eine Pyramide harallet mit der Grund⸗ 
ſlache durchſchnitten wird, ſo iſt die uͤber dem Durch⸗ 
ſchnitt liegende Pyramide der ganzen aͤhnlich. 

266. Lehrſ. Aehnliche Pyramiden ver: 


balten fi wie die Würfel gleihnamiger 


Seiten ihrer Grundfladen. 


Bew. Man bezeichne zwey ähnliche Pyramiden 


durch P und p, ihre Srundflächen durch G und g, ein 
Paar gleichnamige Seiten derfelben Durch A und a und 
ihre Höhen durch H und h, fo iſt 


) Es iſt nehida—beyatryb). ware 


Dergl. Ar. ©, 83. Anmerk. 


@ 


* - 
r N 
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nn 6: g = Ar: a2 (137) 
vund H:h=A :a 265) 
folglich € GH :g=A}: 9 
Nun iſt P:p=GH: — (258, 4. Zuf) 
foiglich P:p=At:ad 
| 1. Zuf. Aehnliche Pyramiden verhalten ſich wie 
die Wuͤrfel ihrer Hoͤhen, oder wie die Würfe gleichnas 
miger Seltenlinien. 

2. Zuf. Gleichnamige, Seiten der Grundflaͤchen 
oder Seitenflaͤchen, ingleichen die Hoͤhen aͤhnlicher Py⸗ 
ramiden verhalten ſich wie die Cubikwurzeln der Zahlen, . 
welche das Verhaͤltniß der Pyramiden felbft ausdrücken. 

Anmerk. Man vergl, mit diefen Sägen die obigen, 
ganz ähnlichen, vom Verhaͤltniß ähnlicher Prismen (247.). 

3. Zuf. Wenn man eine Pyramide parallel mit 
der Grundfläche durchfchneidet, fo ift der obere Theil ber 
ganzen Pyramide ähnlich. 

4. Zuſ. In ähnlichen Pyramiden liegen Durqh⸗ 
ſchnitte von gleicher Groͤße in gleichem Abſtande von 
der Spitze. | 
967. Erklär. Ein Kegel Cconus) ift ein Koͤr⸗ 
“ per, der von einem Kreife, ald Grundfläche, und einer 
krummen Geitenfläche eingefchloffen ift, Die in einen eins 
zigen Punkt ausläuft, der die Spitzze des Kegelö heißt, 
und von weldhem ſich nad) jedem Punkt ber Peripherie 
der Grundfläche gerade Linien siehen laffen, die ganz in 
die Oberfläche fallen. 

Der Abftand der Spibe von der Grundfläche heißt 
bie Höhe des Kegels, und eine gerade Einie von ber 
Spige nach dem Mittelpunkt der Grundfläche die Ach fe. 

1. Zuſ. Steht die Achfe fenkrecht auf der Grund: 
fläche, fo heißt der Kegel ein gerader, iſt fie geneigf 
gegen diefelbe, fo heißt er ein ſchiefer Kegel. 

2. Zuf. Duchihneitet.man ven Tegsluit ie 
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urch die Achſe gelegten Ebene, ſo iſt der Durchſchnitt 
in Dreyed. Die Seitenlinien dieſes Dreyecks heißen 
Seiten des Kegels. Beym geraden Kegek find dieſe 
leich, beym ſchiefen ungleich. Daher heißt jener auch 
er gleichſeitige, dieſer der ungleichſeitige 
degel. 

Auch bey dem ſchiefen Kegel gibt es eine gewiſſe Lage 


rer durch die Achſe gelegten Ebene, wobey das Dreyeck 
leichſchenklig wird. 


3. Zuſ. Die Kegel werden auch eingetheilt" In 
:ehtwinflige, ftumpfwinffige und fpigwind 
ige, je nachdem die Seiten, deſſelben einen rechten, 
zumpfen oder fpigen Winkel ‚einfchließen. 

4. Buf. Die Entftehung des geraden Kegel kann 
nan durch Umdrehung eines rechtwinkligen Dreyecks um 
einen einen Katheten erklaͤren. 

268. Lehrſ. Wenn ein Kegel parallel mit 
zer Grundflaͤche durdichnitten wird, ſo iſt 
ver Durchſchnitt e ein Kreis. 





Bew., Es ſey der Kegel ABC in DE parallel 
mit der Grundfläche durchfchnitten; man denke ſich durch 
die Achfe eine Ebene gelegt, welche die Grundfläche und 
den Durchfchritt in BC und DE durchlchneidet. (ek 
DE ] BC (227.), und daher‘ 
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2. )AF:FC=AG:GE 
: ° ingleichen 2) AF x FB = AG : GD 
Er fülgid FCG.: FB=.6GE : GD 

Da nun FC =: FB iſt, fo iſt auch GE = 6D 
CR 339.). 

Alsdann fchneide die durch bie Achſe gelegte Ebene 
die Grundflaͤche und den Durchſchnitt noch irgend wo 
anders, 3. B. in FH und GI, fo iſt auch GJ 1 FH, 


und daher AF : FH = AG : Gl. 


. Diefe Proportion mit der obigen in, Mr, 1 vergli 


en, gibt . 
FC: FH = GE: GJ. a 


Und da FC—= FH iſt, fo iſt auch GE=GI.— U 


find alle Kinien, die von G nüch ber Peripherie bed 
Durdfchnittes gehen, einander gleich 5 folglich iſt der 
Durchſchnitt ein Kreis. 

Anmerk. Von den krummen Linien, die bey andern 
Arten von Durchſchnitten des Kegels entſtehen, handelt die 
vierte Abtheilung. 

269. Lehrſ. Der Halbmeſſer der Grund— 
fläche eines Kegels verhält ſich zum Halbs 
meffer des parallelen Durchſchnitts, wie 


die Höhe des Kegeld zum Abftand des Durch⸗ 


ſchnitts von der Spige, 





Bew. & ſey vote wochen, ver Seal NEU in 


- 
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DE parallel mit bet Grundfläche durchſchnitten, ans A 
in Perpendikel AH auf die Gtundfläche gefällt, und 
zurch AHF eine Ebene gelegt,. welche die Grundfläche ' 
und den Durchfchnitt in BC und DE fchneidet, fo if 
AF x FB s= AG x GD Ä 
ingleichen AFY AH == AG’: Ah 
und daher FB: AH = "G6D;: Ah 
oder FB: GD== AH: Ah 
1. 3uf.. Es verhalten fi überhaupt bie Halbmef 
fer der mit der Grundfläche parallelen Durchfchnitte, wie 
die Abftände der Durchſchnitte von der Spitze. 


2 Zuſ. Die Durchſchnitte felbft verhal⸗ 
ten ſich daher wie die Quadrate ihrer Abs 
fände von der Spitze (181, 3. Zuf.). 


970. Lehrf Ein Kegeliſt einer Pyramide 
von gleiher Srundfläde und gleicher. Höhe 
leid. 
s Bew. Man ſetze die Grundfläche. einer Pyramide 
== G, ihre Höhe = H, einen mit der Grundfläche pa: 
rallelen Durchſchnitt = D, und deffen Abftand von der 
Spige = h; diefelben Buchſtaben moͤgen auch bey dem 
Kegel die ähnlichen Dinge bezeichnen, nur ber Durchs 
ſchnitt ſey = D'. Alsdann iſt 
in der Pyr. G: D= H2: ho (256, 2. Zuſ) 
in dem Kegel G : D’= H? : h? (269, 2. Zuſ.) 
folglich : D 6 :D. 
Da nun G G iſt, ſo iſt auch D D', folglich 
die Pyramide dem Kegel gleich (238.). 
Anmerk. So wie Prisma und Cylinder nur eine 


Klaſſe von Koͤrpern ausmachen, ſo auch die Pyramide und 
der Kegel. 


1. Zuſ. Ein Kegel iſt dem dritten Theil 
eines Cylinders von gleiher Grundfläche un, 
Höhe gleich (258, 1. Zuſ. und 330). Srar man oe 
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her den Halbmeſſer der Grundflaͤche r, und die Hoͤhe 
des Kegelö = h, fo ift der ganze Kegel = 4 r? zh. 
: u Buf. Kegel. von gleichen Grundflachen und 
Höhen. ſind einander gleich. 
3. Zuſ. Kegel vor gleichen Grundflaͤchen verbal 
ten fich wie ihre Höhen; und ‚Kegel von gleicher "nähe 
verhalten fih wie ihre Grundflächen. - 
4. Zuſ. Kegel von ungleichen Grundflaͤchen umb 
“ Höhen find in zuſammengeſetztem Verhaͤltniß der Grund⸗ 
flaͤchen und Hoͤhen. 

5. Zuſ. Kegel ſind einander gleich, wenn 
die Produkte ihrer Grundflaͤchen und Hoͤhen 
gleich ſind. | 

971. Aufg. Den Inhalt einesabgeftumpfe 
ten Kegels BCED (ſ. die vorherg. Fig.) zu fins 
den, wenn der Halbmeffer der Grundfläche 
—=R, der Halbmeffer der obern Flaͤche — 5 
und der Abſtand beyder Flaͤchen Hh = c ge 
geben if. 

Aufloͤſ. und Bew. Man denfe ſich den gan: 
zen Kegel ABC. vollendet, AH fey ein Perpendikel von 
der Spitze auf die Grundflähe, und Ah = x; alfo 
AH=c-+x, fo if | 

der Kegel ABC —=1R?2»(c+4x) 
dei Segel ADE —ı 2m x | 270,1. Buf) 
feste der abgeft. Kegel BCEED=4R?x (e + *) 
—;3r’ax=4}n[R?c+(R?— 12) x.J. 
Um x zu finden, fege man 
| Rır=ze+x:x (260) 


Ir folgt. Alſo iſt der abgeſt. Kegel 
BCED — 47 [R2 ct (R? — r2) c em 


e 
ir mann —5, 
true 





woraus x=c 
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Man vergleiche hiermit den Ausdrud für die abgeftumpfte 
Pyramide (264.). 

1. Zuf. Der abgeftumpfte Kegel: ift fo groß als 
brey Kegel zufammengenommen, die alle gleiche Höhe 
mit ‘dem abgeftumpften Stud haben, und bey ‚weichen 
ber Halbmeffer der Grundfläche des einen —=R, des ans ' 
bern — r, und des dritten = V (Rr) de üı die mittlere 
Propostionallinie zwifchen R und r ifl. 


2 Zuſ. ‚& ift aber auch — | 
et) 4 R® +3 Rr + 4 r2 
und } CI) —yR?—4Rrıt r? 
‚ beydes zufammen = FR? + 4Kr + 1 3 rs 
folglich m c () + Ic 5)" — 


4xc (R?-+Rr-+ 12) Ä 
d. h. der abgeftumpfte Kegel BCED iſt einem Cylinder 
und einem Kegel zuſammengenommen gleich, die beyde 
gleiche Hoͤhe, c, mit dem abgeſtumpften Kegel haben, 
und von welchen der erſtere eine Grundflaͤche hat, deren 
Halbmeſſet — J (R-+r), und der letztre eine Grund⸗ 
flaͤche, deren Halbmeſſer — (R—r) iſt. 
Anmerk. Berechnet man den abgeſt. Kegel wie einen 

Cylinder, deſſen Grundflähe der halben Summe 
beyder Flaͤchen des Kegeld gleich ift, fo bekommt man 

den Inhalt zu groß. Nimmt man aber die halbe Sums 
me der Durchmeſſer beuder Flächen des Kegels zuu 
Durchmefier der Grundflähe des Eylinders, fo wird der Ine 
halt zu tlein; doch beträgt der Fehler hier nur halb ſo 
viel als im erſtern Fall. 

3. Zuſ. Setzt man in dem obigen Ausdruck für 
den abgeftumpften Kegelr= o, fo erhält man den gans 
zen Kegel; und fegt man x — R, fo wird ed ber Aus⸗ 
druck für den Eylindg. 

‚ Fried Mathematik 6. Auf. St 














\ 
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272. Erklär. Aehnliche Keger find folde, 
beren Achfen gegen die Grundflächen einerley Neigung 
haben, ‚und beren Höhen fich, wie die Halbmeffer oder 
Durshmeffer ihrer Grundflaͤchen verhalten. 

8uſ. Durchſchneidet man einen Kegel parallel mit 
ber Grundfläche, fo ift dee obere Theil bem ganzen Kos 

gel ähnlich. 

2973. Lehrſ. Aehnliche Kegel verhalten 
ſich wie die Würfel der Halbmeſſer ober 
Durhmeffer ihrer. Grundflaͤchen. 
Bew. Man bezeichne zwey ähnliche Kegel durch 
O und c, big Halbmeſſer ihret Grundflaͤchen durch R 

und r, und ihre Höhen duch H und h, fo iſt 

C:c=R?sH:r?sh=R3H:r?h (0, 
| | | | 4. Zuſ.) 

DanınH:h=R :r if, fo iſt 
auch C:c=R$:r? (Ar. 355.) 

4. Zuſ. Aehnliche Kegel verhälten ſich auch wie 
‚ die Würfel ihrer Höhen, ingleichen wie die Würfel ihrer 
Achſen. 

2. Zuſ. Die Höhen, bie Achſen, und die Halb: 
meffer oder Durchmeffer ber Grundflächen. ähnlicher Ke⸗ 
gel verhalten fi) wie die Cubikwurzeln der Zahlen, 
welche das Verhaͤltniß der Kegel ausprüden. 

274. Aufg. Die krumme Oberfläche eines 
geraden Kegels zu finden. 


4 
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Aufldf. und Bew. Es fey ABC ein gerader 
Kegel, fo ift Mar, daß jeder Punkt der Peripherie der 
Grundfläche von der Spige A gleich weit abfleht; denn 
alle Dreyede, wie ADB, ADE, find einander gleich, 
dba AD ſich felber gleid, BD = DE (37, 1.) und der 
eingefchlofiene Winkel = 1 R. (209.) ifl.- | 

Denkt man ſich alfo, bie krumme Fläche werbe i in 
eine Ebene auögebreitet, nachdem man fie längs einer 
Seite des Kegeld durchfchnitten bat, fo erhält man eine 
Figur, die von zwey geraden’ Linien — der Seite AB, 
und einer frummen, die von dem Punft A überall gleich- 
weit abfteht, begrenzt wird. ine folche Figur aber ift 
nichtö anders ald ein Ausfchnitt eines Kreifes, deffen 
Halbmefjer = AB und deſſen Bogen der Peripherie der 
Grundflaͤche gleich iſt. 

Man findet daher den Inhalt der krum—⸗ 
menOberflaͤche in Quadratmaaß, wenn man 
die Peripherie der Grundflaͤche mit der hal⸗ 
benSeite des Kegels multiplizirt(185, 2. Zuſ.) 

1. Zuſ. Es ſey der Halbmeſſer der Grundflaͤche 
— r und bie Höhe bed Kegels /Sh, fo iſt die Seite 
deffelben = Y (h? + r?), und daher bie krumme 


Oberflaͤche = 2r* —— =aıy (h®-+r?), 


2. auf. Es ſey p ie mittlere Proportionallinie 
zwifhen r und V (h?-+r?), foift urvY (h?-+-r2) 
—=p?r, d. h. die frumme Oberfläche des geraden See _ 
gels ift der Fläche eines Kreifes gleich, deſſen Halbmeffer 
die mittlere Proportionallinie zwifchen dem Halbmefjer 
der Grundfläche und der Seite des Kegels ift. 

3. Zuf. Die frumme Oberfläche des geraden Ke⸗ 

gels verhält fich zu feiner Grundflaͤche, wierrY (h?-+r?) 
: r25 —V (b?-tı?):r, di. wie bie Seite zum 
Saibmefer ber Örundfläche. - 
REN 


516 Stereometrie 


Anmerk. Die krumme Oberflaͤche des ſchiefen Kegels 
iu beſtimmen, bat ſelbſt für die höhere Analyfid große 
Schivieriäfeit. 


275. Lehrf. Die frumme Oberfläde des 
abgeftumpften geraden Kegeld BCDE if ti: 
nem Rechtede glei, deffen'Grundlinie der 
Peripherie des in der Mitte zwifchen beyden 
Flächen liegenden Kreifes FG, und. deffen 

Hoͤhe der Seitenlinie BE gleich ifl. 





Bew. Man denke ſich den Kegel bis nad) A wol: 
endet, fo ift die Oberfläche des abgeflumpften Kegels 
unftreitig der Oberfläche des ganzen Kegel ABC weni: 
ger der Oberfläche ded Kegeld AED gleich. 

Satzt man alfo den Halbmeffer der Grundfläche 
—R, den Halbmeffer der obern Flaͤche = r, die Seite 
AB=Sund AE=s, fo ift die Oberfläche des ab: 
5-7 am= 








geft. Kegels p = 


s (RS — re). 
Es iſt aber 
S:s=R:r (88, % 3uf) 
folglich auh (S—s) : (R—r)=S:R (At. 342, 5.) 
und daber R(S—s)=RS — ı$ 
foiglid RS=R(S—s) +18 

Setzt man tiefen Ausdrud für RS in die obige Glei⸗ 
bung für p, (et 


11 N 
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ua) -+r 25 — rs] 
‚=»=[R S-s.+r(S— 9] 
= 'n a He (S—s) wofür man auch 


fegen kann — = qm & .(S— 8). 


x 








Nun ift aber 2% * Er = der Peripherie des mittlern 


Kreiſes FG gleih*%), und S — s — BE, ſolglich Ro 
= der Peripherie des mittlern Kreiſes, multiplizirt mit 
ber Seitenlinie BE. 

Zuf. Auch die Frumme Oberfläche des abgeftumpf- 
ten: geraden Kegels iſt der Fläche eines Kreifes gleich, def: 
fen Halbmeffer die mittlere Proportionallinie zwäfchen der 
Seite des abgeftumpften Kegeld, (S — s), und der 
Summe ber Halbmeffgr feiner. untern und oben FZlache 
(R + r), iſt. 

Anmerk. Geßt man in der für die Oberſiage des 
abgeſtumpften Kegels gefundenen Formel r unds = o, fo 
erhält man wieder den Ausdrud für die Oberfläche des gan⸗ 
zen Kegels. 

276. Erklaͤr. Eine Kugel (sphaera s. glubns) 
if ein Körper, der von einer krummen Zläche begrenzt 
wird, die von einem beftimmten, innerhalb. bes Körpers 
liegenden, Punkte überall gleich weit abfteht. 

Diefer Punkt heißt-der Mitt elpunkt (centrum); 


*) Wenn FG mitten. zwiſchen BE und ED liegt, ſo find 
die Perpendifel Eg und Eh. einander glei, folglich iſt auch 
Bh = Fg, 

Run ift Bh= BK— IK= R — MP 
om i-M-: 
folglich. iſt R— MF= MF— r 


und daher 2MF — R +r, und MF == atr 
Alſo die Peripherie des Kreiſes, deſſen Halbueſer MF iſt, 


— 25H, 
2 MF 2= 2" i F 





l 
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und eine gerabe Linie von demfelben nach irgend einem 
Punkt der Oberflähe der Halbnteffer (radius), fo 
wie diejenige gerade Linie, die von irgend einem Punkt 
der Oberfläche durch den Mittelpunkt bi8 an die entge⸗ 
gengeſetzte Seite der Oberfläche gebt ‚ ein Durchm eß 
ſer (diameter). 

. 1.3uf. Man kann fich vorftellen, eine Kugel ent: 
fiehe, indem fich ein Halbfreis um feinen Durchmeſſer 
herumbewegt. 

2. Zuſ. Alle Halbmeſſer, fo wie alle Durchmeſſer 
- einer Kugel find einander gleich. Ä 

3. Zu ſ. Durd ben Halbmeffer ober Durchmeffer 
iſt die Kugel beſtimmt. 

277. Lehrſ. Wenn eine Kugel, irgendwo 
mit einer Ebene durhfchnjtten wird, fo ifl | 
der Durchſchnitt ein Kreis, 





"Bew. Es fey AB ein ebener Durchfchnitt der Kus 
gel; man fälle aus dem Mittelpunft, C, ein Perpendi: 
tel, CD, auf die Ebene des Durchfchnittes, aus D ziehe 
man nach beliebigen Punften des Umfangs die Linien 
DA, DE, DB, und aus C bie Halbmeffer CA, CE, 
CB, fo ſi nd alle biefe Dreyecke CDa, CDE, CDB, 
einander gleich (64, 1. Zuſ.), folglich auch DA — — DE 
— DB ‚und dahet D der Mittelnunft eines Kreiſes. 
1. Zuſ. Das PBerpendti ab ven Rise 
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der Kugel auf die Ebene eines Durchſchnittes — in ben 
Mittelpunkt deffelben. 
72 Buf. Eine gerade Linie aus. dem Minelpunet 
der Kugel nach dem Mittelpunkt eines Durchſchnittes ge⸗ 
zogen, ſteht ſenkrecht auf diefem. 
3. Zuſ. Ein Perpendikel, aus dem Mittelpunkt 

eines Duschfchnittes auf der Ebene deſſelben errichtet, 

geht durch den Mittelpunkt der Kugel. 
E 278. Lehr. Die ebenen Durchſchnitte 
einer Kugel find näher bey dem Mittelpunk— 
te größer; als weiter von bemfelben. 





Bew. Es bezeichne AB und DE zwey Durchfchnitte, 
von welchen AB naͤher beym Mittelpunkt liege, als DE; 
alsdann iſt EF < CG. Nun iſt 
. CA? —= CF? + AF? 
' CD2 = C6? + GD? 
und CA? —= CD? 
folgtih CF? AF? = CG? I GD2 
hiervon abgezog. CF? — CG? 
bleibt AF? > GD® 
folglich ift au AF >> GD, d. t. der Halbmeffer 
des Ducchfchnittes AB if > der Haldmeifer bed Durch⸗ 
fchnittes DE. 

1. Zuſ. Durchſchnitte einer Kugel, die gleich weit 
vom Mittelpunkt berfelben liegen, find einander gleich; 
und umgekehrt, liegen. gleiche Durchſchnitte einer Kugel 
gleich: weit vom Mittelpunft. 


\ 
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2, 3uf. Geht der Durchfihnitt durch den Mittel: 
punkt der Kugel felbft, fo ift er am größten, Daher 
beißen Kreife auf einer Kugel, beren Mittelpundteim Mit ' 
telpunft, der Kugel liegen, größte Kreife berfelben. 
| 3. Zuſ. Die Ebene eines jeben größten Kreiſes 
boalbirt die Kugel. | 

4.Zuſ. Jede zwey größten Kreife einer —8* 
halbiren einander. 

5. Zu ſ. Die Groͤße der Kreiſe, welche die von 
fhiedenen Durchfchnitte einer Kugel geben, nimmt von 
dem größten durch unendlich Beine Abflufungen bis auf 
Null ab; und von jeder Art derfelben gibt es unzählige. 

979. Lehrſ. Durch die Mittelpunkte der 
parallelen Durchſchnitte einer Kugel, wie 
AB, DE, FG, geht derfelbe Durchmeſſer 
ber Kugel, MN. 





Bew. Man fälle aus dem Mittelpunkt © ein Pers 
gendifel auf den Durchichnitt AB, fo trifft diefes den 
"Mittelpunkt defielben (277, 1. Zuſ.); verlängert man 
‘ed durch Die ganze Kugel hindurch, fo ſteht es auch auf 
ben übrigen parallelen Durchfchnitten fenkrecht (222, 2 
Zuſ,), und trifft daher gleichfalls in die Mittelpunkte 
derjelben (277, 1. Zuf.). 

2 uf. Der Duckmeiler ı wege Tuch, ir Mittels 
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punkte paralleler Dushfänitte gebt; ſteht ſenkrecht auf 
denſelben. 

280. Erklaͤr. Die umkreife paralleler Durch⸗ 
ſchnitte nennt man Parallelkreifes den Durchmef: 
fer, MN, der durch ihre Mittelpunkte geht, ihre Achfe, 
und die Endpunkte deffelben, M und N, ihre Pole, 
Ueberhaupt heißen Pole eines größten Kreifes 
die Endpunfte desjenigen Kugel: Durchmefferd, ber fenf 
recht auf Der Ebene des Kreifes fteht. 

981. Erklaͤr. Ein Kreis ſteht auf einem anbern 
fenfrecht, wenn die Ebenen beyder Kreife fenPrecht auf 
einander fliehen. Der Winkel, den zwey Kreife einer Zus 
gel mit einander machen, iff der Neigungswintel ihrer Ebe⸗ 
nen. Er heißt vorzugöweife ein fpbärifcher, wenn bie 
Bogen, die ihn einfchließen, größten Kreifen gugehören, 

82%. Lehrſ. Ein größter Kreis, der durd 
die Pole eines andern geht, ſteht ſenkrecht 
auf demſelben, fo wie auf allen Parallel 
Freifen deffelben. 

Bew. Es fen AB der Durchmeffer eines größten 
Kreifes, deffen Pole M und N find, fo iſt MN fenfrecht 
auf der Ebene des Kreifes AB und aller Parallelen def⸗ 
felben (280.); legt man alfo buch MN einen größten 
Kreiß MANB, ſo ift auch deflen Ebene auf der Ebene 
von AB und deffen Parallelfreifen fenfrecht (212.), folgs 
lich ſteht er auf allen diefen Kreifen ſenkrecht aa.) 

AL 
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+ 1. Buf. Umgekehrt, ein größter Kreis, der ſenk⸗ 
. recht auf einem andern fteht, geht durch die Pole deſſel⸗ 
ben. Denn ein Perpendikel aus dem Mittelpunft der 
Kugel in der Ebene des erften Kreifes ſenkrecht auf die 
Durchſchnittslinie beyder errichtet, fleht auf der Ebene 
des legten ſenkrecht (212, 1. Zuf.); folglich geht es 
durch die Pole deſſelben (280.)5 alfo geht auch der erſtere 
Kreis durch dieſe. 

2. Zuſ. Legt man durch MN noch einen andern 
größten Kreis MDN, fo fchneiden die Ebenen beyber 
ſich unter dem Winkel ACD (208.), deſſen Maaß dei 
Bogen AD ift. Daher ift AD auch dad Maaß der ſphaͤ⸗ 
rifchen Winkel bey M und bey N (381.. Ein fpbi 
sifher Winkel wird alfo burh ben Bogen 
eines größten Kreifes gemeffen, auf welchen 
beyde Schenkel deffelben ſenkrecht eben. 

3. Zuf. Der Neigungswinfel der Ebenen MAN 
und MDN findet ſich überall gleich groß, an weldes 
Stelle der Durcfchnittölinie MN man ihn auch mefle 
(229, Zuſ.). Die Maaße diefer Winfel, wie abd, efg, 
find die Bogen ad, eg, weldye den Parallelfreifen von 
ADB zugehören. Daher find die Bogen paral 
leler Kreife, welche zwiſchen zwey größten 
Kreifen, die durch ihre Pole gehen, enthal: 
ten find, alle einander ähnlid. 

383. Lehrſ. Die Halbfugel ADBC iſt 4 
fo groß alöder EylinderETGH, ber mit ihr. 
gleihe Srundfläde und gleihe Höhe hat. 





+ 
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Bew.: Man denke ſich aus dem Cylinder den ge⸗ 
raden Kegel HIG herausgeſchnitten, fo macht der übrige 
Theil $ des Cylinders aus (270, 1. Zuſ.); und diefer iff 
ber Halbfugel gleich, wenn’ er überall in gleichen Höhen 
gleiche Durchfchnitte mit ihr hat (238.). 

Man durchſchneide alfo die Halbkugel in einer bes 
liebigen Höhe, CK, parallel mit der Srundfläde. Der 
Durchſchnitt LM it = KL?” (277.). Es iſt aber KL® 
= CL? — CK2 (132, 4. 3uf.), =r? — ha, wenn 
r ben Halbmefler der Kugel und h die Höhe des Durchs 
fehnittes bedeutet. Zolglih ft 

LM == (r2 — h2ym, | 

Durchfchneidet man darauf ben Cylinder in ber Hs 
he JP=h, fo iſt ver Durchfchnitt, der hier in Betrach⸗ 
tung Fommt, bie vingförmige Fläche, die zwifchen ben 
concentrifchen Kreifen mit den Halbmeffern PN und PO 
enthalten ift, und biefe tft = (PN? — PO?) (187.). 
Nun iſt PN=JE=r, und PO = h (demn es iftJP; 
PO =JF : FH und ba IF = FH = r iſt, To ift auch 
JP=.PO = h); folglich ift der Ring 

Ä NORS — (r2 — h?2)x, 
Denfelben Werth hatte auch LM; alfo ift NORS = 
LM; folglich die Halbkugel ADBC = 3 des Cylinders 
ETGH. 

1. Zuſ. Iſt der Halbmeffer der Kugel =r, fo 
ift der Inhalt des Eylinders, von welchem die Halbkugel 
3 ausmadt, = r? ar (250, 1. uf.) = r?"; und das 
ber ift die Halbkugel = 2 rd; folglich die ganze Kugel 
— 2. 3 155 =}# * 

2. Zuſ. So wie die halbe Kugel 2 eines Cylin- 
ders von gleicher Grundfläche und Höhe ift, fo ift die - 
ganze Kugel $ eines noch einmal fo großen 
Cylinders, d. i. eines Cylinders, hellen 
Grunbfläde dem größten Kreiſe der Kugel 
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und. deffen Höhe dem Durhmeffer ber Lu: 
gel gleich iſt. Der Inhalt eines ſolchen Eylinders 
Mt = 72%. Ir. = 203%; und hiervon 3 ſind =t- 
Orda 4 r®r, wie im 1. Zuſ. 
Anmerk. Belanntlich rührt die Erfindung. des indie 
fem Zuſatz angegebenen Verhaͤltniſſes vom Archimedes 
her, der eine eigene Schrift in zwey Büchern (ze: opaugaz 
0 xvlmwöoop), darüber hinterlafien hat. Diefe iſt nebſt 
Archimed's Schrift uͤber Kreismeſſung, von K. F. Hauber 
uberſetzt und mit Anmerkk. begleitet, Tübingen. 1798. 8. ers 
fihienen. Archimedes legte felbft mit Necht einen großen . 
Werth auf diefe Erfindung, und wünfchte daher, dab ſie 
auf feinem Grabmale bezeichnet würde. Vergl. Cicer. Quagst. 
Tuscul, V. 23. 

3. Buf Win man in die Formel fur den Inhalt 
der Kugel ſtatt des Halbmeſſers den Durchmeſſer ſetzen, 


8 
fo ſey 2r=d, folglich r = 5 und baher x? = = 


| W 
alſo der Inhalt der Kugel $rdr = #. = n— 4 dr, 


4. Zuf. Bezeichnet man zwey verſchiedene Kugeln 
durch G und g, ihre Halbmeffer durch R und r, fo iſt 


G=$R’n 
ud g = # r’n 
folgid G: g = 4 R’n : $r’n 
—R3:r3, 


d. i. Kugeln verhalten ih wie bie. Würfel 
ihrer Halbmeffer. Und daß man flatt Halbmefler 
auch Durchmeſſer fegen könne, bedarf kaum erinnert 
zu werben. 

5. Zuſ. Aus G:g=R?t: tft R:r = 
vG:V gcAı.348.), d.i. Die Halb: (oder Durch⸗) 
meffer der Kugeln verhalten fih wie bie 


Cubitwurgeln aus dem Jvhalt der Kugeln. 
Anmert. dwil chen KAM —J , ar Saal un de 


N 
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nem Cylinder zeigt ſich ein merkwuͤrdiges Verhaͤltniß, wenn 


die Grundfläche des Kegels und des Cylinders dem größten 
Kreife der Kugel, und ihre Höhe dem Durchmeſſer derfeiben 
gleich. if; alsdann ift der Kegel 4. und die Kugel 4 des Ey: 
linders, folglich verhalten ſich dieſe drey Körper wie 1, 
2 und 8. | 5 0 
Br Lehrſ. Die Oberfläche einer-Kugel 
ift viermal fo groß als der Flaͤcheninhalt ei 
nes größten Kreifes der Kugel. | 
| ‚Bew. Man kann eine Kugel ald einen Inbegriff 
Einer unendlichen Menge von Kegeln betrachten, "deren 
unenblich Fleine Grundflächen in der Oberfläche ber Ku⸗ 
gel, und deren Spisen im Mittelpunfte Yregen. Die 
Höhe diefer Kegel ift von ihrer Seite nicht merflich vers 
ſchieden, und daher dem Halbnreffer der Kugel gleich. 
Der Inhalt aller ift der Summe ihrer Srimdflächen mul: 
tipligirt mit dem dritten Theil ihrer Höhe gleich (270, 
1. Zuf.). Die Summe der Srundflächen aber macht die 
Dperfläche der Kugel aus. Man fee fie = s und bie 


Höher, fo ift der Inhalt der ganzen Kugel = 3 


Diefer Ausdrud muß dem vorhin gefundenen (283, 2. 
Zuf.) gleich ſeyn. Es ift baber J —=%r?%, folglich s 
= Ar?z. \ , 
1. Zuſ. Wird der Durchmeffer der Kugel = d 
gefegt, fo ift Ar2m = dm, folglich, die Oberflaͤche 
der Kugel einem Kreife gleich, deffen Halbs 
meffer dem Durchmeſſer der Kugel gleich ift. 
2. Zuſ. Bezeichnet man die Oberflächen zweyer 
verschiedenen Kugeln duch S amd s, ihre Durchmeffer 
durch D und d, oder ihre Halbmeſſer durch A und r, 
fo findet fi durch eine ähnliche. Rechnung wie 283, 
4. Zuſ. daß 


SS: =D: d R2 12 


/ 


526 ‚Stereometrie 


ift, db. i. daß fich die Oberflähen der Kugeln 
wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer oder 
Halbmeſſer verhalten. . 

3. Zuf. Die frumme Oberfläche des geraden Ey: 
Iinderö, von wellhem die Kugel J ausmacht, iſt — 2ız. 
2r (251, uf.) = 4r?r, folglih der Oberfläche der 

Kugel gleich. 

4. Zu ſ. Die ganze Oberfläche eines ſolchen Cy⸗ 
linders ift = 6r?”, und baher die Oberfläche der Ku⸗ 
gel ebenfalls $ von der ‘ganzen Oberfläche bed Cy⸗ 
linders. | 
5. Zu ſ. Der Theil ber Kugelfläche, der zwifchen 
zwey größten Halbfreifen enthalten if, wie MANDM 
(f. d. ig. zu 282.), verhält fich zur ganzen Oberfläche, 

wie der fphärifche Winkel bey M oder N AR. SH 
alfa der fphärifche Winkel no, fo ift ber Inhalt dies 
ſes Theils der Oberfläche — 360 Aran = 5 1?z, 

2985. Aufg. Den Flacheninhalt einer Lu 
gel:3one, HEFL, d. i, eines zwiſchen zwey 
Parallelkreifen eingefhloffenen Streifend 
der Oberflädhe der Kugel, zu finden, 


PD 





Auflöf. und Bew. Man nehme zuerft an, bie 
Kügel=3Zone fey von unendlich kleiner Breite, oder die 
Parallelkreife HL und EF feyen einander unendlich na- 
he; alödann können die Bogen HE und FL ohne merk 
lichen Fehler als gerade Len anggichen, wm glich 
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die ganze Zome als Oberfläche eines abgeſtumpften geras 
den Kegels betrachtet werden. Der Inhalt diefer uns 


- endlich ſchmalen Zone, die wir z nennen wollen, ift gleich 


der Peripherie bes zwifchen HL und EF in der Mitte lie: 
genden Parallefkreifes multiplizirt mit der Seitenlinie HE 
- (275.). Iſt alfo om der Halbmeffer des mittlern Pas 
rallelkreifes, fo it z = 2 omx.. HE. 

Mau ziehe darauf den Kugel = Halbmeffer Cm und 
fälle aus E das Perpendifel En auf HL, fo iſt Dr. Cmo 
&üHEn. Denn e8 iſt 1) der Winkel Com —= EnH = 
1R.; 2) fkeht Cm auf dem unendlich Eleinen Bogen FIE 


\ 


ſenkrecht (158, 3. Zuf.), und daher ift der Winkel Emo . 


4omC=EHn + HEn Run it Emp = EHn 
(al correfp. Winkel); folglich ift omC = = HEn, «fo 
Dr. Cmo HEn (94.), | 
Hieraus folgt: HE : En = Cm : om: und daher 
HE.om;=En.Cm. Alſo it z=2=.Cm,En, 
oder fest man Cm ald Kugelhalbmefjer = r, ſo iſt 
z=9srEn 


In dieſem Ausdruck bedeutet En die Höhe einer uns 


endlich fchmalen Zone, und brüdt alfo etwas unendlich 
Kleines aus. 

Eine jede Zone aber, von welcher Höhe fie auch fey, 
laͤßt fich in eine unendliche Menge unendlich ſchmaler 30: 


nen zertheilen, davon jede = Ir multiplizirt mit ihrer 


Höhe iſt. Alle zufammen alfo, oder der Inhalt der gan 
zen Zone von endlicher Breite, ft = mr multiplizirt 
mit der Summe. ihrer Höhen. 
Stellt alfo HEFL nunmehr eine Zone von enblicher 
Breite vor, deren Höhe GE = h ift, fo iſt 
HEFL = Qrrh, 
1. Zuf. Diefe Formel für den Inhalt einer Ku: 
gel-Zone laͤßt ih auch auf die KugelsMüte (calat- 


te), bergleichen EDF ift, anwenden, da viht ie Sir 


[4 
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der Parallelkreiſe, ſondern nut der Abſtand ihrer Ebenen 


von einander dabey in Betrachtung fommt. Es ift alfo 
die Kugel: Müge EDF — Qnr . DC. . 
2.Zuſ. DaDG?=(r--C16)?=r?—IrCo 4 CG2 if 
und EG? =r r? — (6? 
fo it DG? +EG?=2r?2—2r CG=2r (r— LG) 
e=IrDG. Alſo DG®x + EG?x = 2rr DG d. h. bie 
Kugelmüte ift = ber Grundfläche des Kugel = Abfchnit- 
tes =} dev Kreisfläche, deren Halbmeffer = DG iſt. 
3 Zuſ. Sestmanh=r, fo gibt die Formel bie 
‚Oberfläche der Halbfugel = 2mr = Ir?r, Alſo die 
Oberfläche der ganzen Kugel=4Ar?x, wie oben (284.). 
4 Zuſ. Wenn die Ebenen der Parallelkreife, wels 
che verfchiedene Zonen einer Kugel begrenzen, gleichen 
Abftand von einander haben, jo find bie Bonen einans 
der gleich. 
5.3uf Da HEFL arh und s=4r?r (24.) 
ift, fo iſt oo 
HEFL : s = 2nrh : 4r?27 =h: ?r 
d. h. die Zone verhält ſich zur Oberfläche der ganzen 
Kugel, wie die Höhe der Zone zum Durchmeffer der 
Kugel. 
6. Zuſ. Um,die Oberfläche einer Kugel in irgend 
eine Anzahl gleicher Theile zu theilen, theile man ben 


. Durchmeffer derfelben in eben fo viel gleiche Theile, und 


lege durch die Theilungspunfte Ebenen, auf welchen der 
getheilte Durchmeffer ſenkrecht fteht. 


. 7.3uf. Es ſey 2rie=e:h, fo if 2rha=e?, | 


folglich 2 hm = 0?” d. h. die Zone ift der Fläche eines 


Kreifes gleich, deſſen Halbmefjer die mittlere Proportio: . 


nallinie zwifchen dem Durchmefjer der Kugel und der 
Höhe der Bone ift. 


| 


286. Aufg. Den Inhalt eines Kugel: | 


Ausſchnittes, ADBC, zu finden, 
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Aufloͤſ. und Bew. So wie die ganze Kugel 
als ein Inbegriff von Kegeln von unendlich kleiner Grund⸗ 
fläche und einer Höhe = dem Kugel⸗Halbmeſſer betrach⸗ 
tet werden kann (984.),"fo kann auch der Ausſchnitt als 
ein Inbegriff folcher Kegel angefehen werden. Es fins 
det fich daher der Inhalt deffelben, wenn man die Ober: 


fläche des Kugel = Abfchnitts, ADB, mit dem dritten . 


Theil des Kugel: Halbmeflers, r, multipligirt,. Setzt 
man alſo die Hoͤhe des Abſchnitts nehmlich DE = —h, 


fo iſt der Sage Kubi ADEC = Ich . 
3 zr®h, 
1. 3uf. Es i 2 zr2h — Inr?, 2h, folglich 


der Kugel: Ausfchnitt ADBC einem Kegel gleich, deffen | 
Grundfläche dem größten Kreife der Kugel, und deffen 


Höhe ber doppelten Höhe des Abſchnittes ADBE gleich iſt. 
2. Zuſ. Wird 1 r, fo wird der Audfchnitt, Der 

Halbkugel gleich, und die Formel gibt den Inhalt ders 

felben = J aı?r = r?r, wie oben (283... . 

3. 3uf. Der Inhalt des Kugel⸗Abfchnitts, ADBE, 
findet fih, wenn man von dem Kugel-Ausfchnitt ADBC. 
den Kegel ABC abzieht. Et ift alfo = %rr2h — 1rAE?, 
EG; wofür man durch eine nicht fchwere, aber etwas 
weitlaͤuftige, Rechnung den bequemern Ausdruck 

sch? (r — Ih) 
finden kann. Hiernach alſo iſt der Kugel⸗Abſchnitt, deſ⸗ 
fen Höhe = h if, einem Cylinder lad, Veen Sum: 
Sricd Mathematik 6 Aufl. Ti 
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flaͤche einen Balbmeſſer = — h hat, und deſſen Höhe = r 
ET ig. 
4. Buf. Der Inhalt des Kegels ABC ft = Inh 
@r—b).((—h, - 
5. Zuf. Der Inhalt eines Kegeld von ‚gleicher 
Grundfläche und Höhe mit bem Kugel = Abſchnitt ADBE 
it — }ah? (2r — b). Er verhält fich daher zu bem 
Kugel: Abſchnitt = (Ar — h):(3r —h) 
287. Einige flereometrifche Aufgaben zur Uebung. 
1) Den Inhalt der Seitenflächen einer Pyramide zu 
finden, deren Grundfläche ein Quadrat iſt und deren Sei: 
tenflächen alle einander gleich find — die Seite des Qua- 
dratd = a, und die Höhe der Pyramide — h geſetzt. 
2) Das Verhaͤltniß der Seitenflächen einer folchen 

Pyramide zur krummen Oberfläche eines geraden Kegels 
zu finden, deſſen Grundfläche und Höhe der Grundflä- 
che und Höhe der Pyramide gleich if... 

3) Den Inhalt eines Tetraedrums zu finden, deſ⸗ 
fen Senne — a iſt; ingleihen das Verhältniß es 
Quadrats der Seitenlinie zum Quadrat des Durchmef: 
ſers der umſchriebenen Kugel. (Vergl. Euclid. XIII. 13.) 

4) Den Durchmeſſer der Grundfläche und die Höhe 
eined Cylinderd zu. finden, deffen Inhalt m Cubikfuße 
beträgt, wenn bie Höhe noch einmal fo groß, ald der 
Durchmeffer der Grundflaͤche ſeyn ſoll. 

5) Den Halbmeſſer einer Kugel zu finden, deren 
Inhalt einem Würfel gleich ſey, deſſen Seite — a iſt. 

6) Den Durchmeſſer der Grundflaͤche und die Hoͤhe 

eines Cylinders zu finden, deſſen Oberflaͤche, die beyden 
Grundflaͤchen mit eingerechnet, der Oberflaͤche einer Ku⸗ 
‚gel gleich iſt, deren Halbmeſſer —.r iſt, wenn Höhe 
und Durchmeffer des Cylinders einander gleich feyn follen. 

7) Wenn eine Halbkugel und ein Kegel gleiche 

Srundflächen haben , Vie Hðhe Id KRd aker nach eins 
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mal fo groß, als die der Halbkugel iſt, diejenige Stelle 

in der Halbkugel zu finden, an welcher ein der Grund⸗ 

fläche paralleler Durchfchnitt, irgend einem gegebenen, 

mit der Grundfläche parallelen, Durchſchnitt des Kegels 
gleich iſt. 

S8) Die Höhe eines Kegels von gleichem Inhalt mit 
einem Kugel-Abſchnitt zu finden, wenn beyde gleiche 
Grundflächen haben follen. Der Halbmeffer der Kugel 
fey = r; die Höhe des Kugel-Abſchnittes — h. 

9) Die Höhe eines Kegelö von gleiher Oberfläs 
che mit dem 'Kugel:Abjchnitt, unter der Bedingung und 
- Voraudfegung wie bey der vorhergehenden Aufgabe, zu 
finden. 

10) Einen abgeſtumpften geraden Kegel durch einen 
mit der Grundfläche parallelen Durchſchnitt zu halbiren. 

11) Den Inhalt eines Kugelſtuͤcks zu finden, das zwi⸗ 
ſchen zwey parallelen Kreisflaͤchen enthalten iſt, und zwar 

a) wenn die eine Kreiöfläche durch den. Mittelpunkt 
ber Kugel geht. | 

b) wenn beybe Kreisflächen beſtimmte Aoßtaͤnde vom 
Mittelpunkt haben. 

12) Den Unterſchied zwiſchen einem ſolchen Kugel⸗ 
ſtuͤck und einem Cylinder zu finden, deſſen Grundflaͤche 
dem in der Mitte des Kugelftüd liegenden Kreiſe, und 
deſſen Höhe der Höhe des Kugelflüds gleich if. 
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988. Der Gegenſtand der Zrigonometrie aberheupt 
genommen ſind Dreyecke, und ihr vornehmſter Zwei i 
ift, aus gewiſſen gegebenen Theilen eines Dreyeld — 
unter den Theilen eines Dreyecks aber werben feine Geis 
ten und Winkel verftanden — einen oder den andern ber 
übrigen Theile zu finden. Die gegebenen Xheile müffen 
beſtimmende Stüde des Dreyecks, d. h. ſolche ſeyn, 
von welchen die Geſtalt und Groͤße deſſelben abhaͤngig 
iſt (54.). Die Trigonometrie geht aber anders zu Werke 
ald die eigentlihe Geometrie bey ähnlichen Aufgaben. 
Diele findet die gefuchten Theile unmittelbar durch 
Conftruction der ganzen Dreyede, die Trigos 
nometrie hingegen jeden Theil einzeln durch Rech⸗ 
nung. Dieß macht den unterfcheidenden Charakter ber 
Zrigonometrie aus. Sie kann ald eine Verbindung ber 
Geometrie und Arithmetik angefehen werben. . Daher 
müffen auch die in einer trigonometrifchen Aufgabe gege- 
benen Größen fo befchaffen feyn, daß fie in einer Rech» 
nung gebraucht werden Finnen, d. h. die Linien müffen 
nach irgend einem Längenmaaß, und die Winkel nach ihs 
rer Größe, in Graden, Minuten, Secunden, beftimmt feyn. 

289. Zur Auflöfung ihrer Aufgaben wendet Die 
Zrigonometrie Hülfömittel an, die ihr eigenthuͤmlich find, 
und die unter dem Namen der trigonometrifchen 
gi " fen werden. DIE nd gerahe Linien, van 
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beren Lage und Verhaͤltniß gegen einander bie Größe ge: 

wiſſer Winkel abhängig ift, und die alfo dazu dienen 

Tonnen, biefe Größe zu beflimmen. Bon der Erklärung 
dieſer Linien muß daher der Unterricht in der Trigono⸗ 
metrie anfangen. 

290. Man unterfcheidet aber zweyerley Arten von 
Dreyecken, ebene und ſphaͤriſche oder Kugeldrey⸗ 
ecke. Die erſtern werden von drey geraden Linien ein⸗ 
geſchloſſen, und ſind dieſelben, welche die Planimetrie 
betrachtet; die letztern werden von drey Bogen größter 


Kreiſe einer Kugel eingefchloffen, und gehören daher in 


das Gebiet der Stereometrie. 

291. Hiernach wird die Trigonometrie felbft indie 
ebene und fpharifche eingetheiltz jene handelt» _ 
von ber Ausmefjung ebener, dieſe pon der Ausmeſſung 
fohärifcher Dreyede. 

Anmert. Die Trigonometrie hat faſt auf die ganze 
übrige Mathematit einen Einfluß, und es ift faum glaub . 
lich, wie weit ihre Anwendbarkeit fid erſtreckt. Das Stu⸗ 
dium derſelben iſt dahert von der groͤßten Witigteit. 


| Erfter Abſchmitt. 
Von den trigonometriſchen einten. 


— 


990. Es ſey ACB ein ebener Mintel und , Heine 
als 1 R:; man fälle von dem Ende des einen Schenkels, 
B, ein Perpenditel, BD, auf den andern Schenkel, fo 
ift Mar, daß dieſes größer oder Heiner werben müßte, 
wenn der Winkel C größer ober Heiner würde. 

Faͤllte man aus b ein Perpenditel, "bd, fo würde 

zwar bd < BD feyn, aber das —8B — 





6 = Ä 
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bd: Cb würbe dem Verhältniß von BD: CB gleich feyn 
(88, 2. Zuſ.). 


Aus demfelben Grunde würde auch das Verhaͤltniß 
von ba’: CObh = BD: CB ſeyn. 


&’ 
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"298. Alſo bleibt dad Verhältnig ziolfchen bem . 
Schenkel eined Winkels und dem Perpendifel, das von 
feinem Endpunkt auf den andern Schenkel gefällt wird, 
bey einem Winkel von beſtimmter Größe; im 
mer daffelbe, der Schenkel mag fo groß feyn, als er 
will. „Sobald aber die Größe des Winkels ſich ändert, 
ändert fih auch dad Verhältniß zwifchen dem Schenkel 
und dem Perpendifel. | 

294. Folglich dient die Größe des Winkels bazu, 
das Verhaͤltniß zwiſchen ſeinem Schenkel und dem von 
ihm gefaͤllten Perpendikel zu beſtimmen; und umgekeh 
wird durch dieſes Verhaͤltniß hinwiederum die Groͤße 
des Winkels beſtimmt. 

3. B. Es ſoll ein Winkel conſtruirt werden, bey wel⸗ 
chem der Schentel zum Verpendikel wie 3 :2.o0der 533 iſt, 
fo... wird man immer einen Winkel von derfelben. Größe er- 
halten, man mag die Theile groß oder Mein nehmen. , 


295. Das Perpendikel. BD heißt in Ruͤckſi cht ſei⸗ 
nes Verhaͤltniſſes zum Schenkel CB der Sinus des 
Winkels ACB. 
296. BD Heißt ud, der Sans des Bogens AB, 
18 Map des Mintel ACB IR. Demo tes 
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je des Bogens mit der Größe des Winkels zu⸗ oder 
nmt,. fo hängt auch die Größe des Perpendikels von 
zroͤße des Bogens ab.. CB ift dann. als Halbmef- 
. betrachten „ und auf diefen das Verhaͤltniß des 
s zu beziehen. 

297. Gin anderes Huͤlfsmittel zur Beſtimmung der 
e eines Winkels erhaͤlt man, wenn man auf das 

des einen Schenkels, CA, (J. die folgende Fig.) 
Yerpendifel AE errichtet, und diefes fa weit verlän- 

bis es von dem andern, gleichfalls verlängerten, 
ntel CB in E gefchnitten wird, Es ift nehmlich Elar, 


zuch dieſes Perpendikel größer oder: Feiner werben 


. fo wie der Winkel AGB oder deffen- Bogen: AB 
der abnimmt. Alfo iſt das Verhaͤltniß def: 
en zudem Schenfel oder Halbmeſſer, GA, 
h die. Größe des Winkels ACB oder Bo; 


> AB beffimmt, und dient folglich bins . 


rerum, die Größe des Bintels ober Bos 
zu beftimmen. \ 


Ein größerer oder Fleinerer Schenkel oder Halbmeſ⸗ 


uͤrde, wie bey dem Sinus, wohl die abſolute Groͤße 
Perpendikels, aber nicht ſein Verhaͤhtniß 
Halbmeffer ändern. Dieſes bleibt für einen 


— 


imten Winkel oder Bogen daſſelbe, wie groß auch - 


Schenkel oder Halkmefler angenommen werbe. 


MN 





t ’ — 
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Ä 998. Es heißt aber das Perpendikel AE, ind" 
fiht feines Verhältniffes zum Schentel oder Halbmeffer 
CA, bie Zangente des Winkels ACB oder des Be 
gens AB. 


Wie unterfcheidet fich die trigonometrifche Tangente von 
der geometrifchen ? 


299. So wie die Größe des Perpenbife]ß, AE von 
ter Größe bes Winkels ACB abhängig ift, fo auch bie 
Größe der Linie CE. Denn je größer AE ift, deſto 
groͤßer muß auch CE ſeyn, um den Punkt E zn errei⸗ 
‚hen. Folglich wird au das Berhältniß von 
CE:CA durd die Größe des Winkels ACB 


Le dum 


bes Winkels oder —8 

300. Die Linie CE aber heißt, in Ruͤckſicht ihres 
Verhaͤltniſſes zu CA, die Secante des Winkels ACB 
oder des Bogens AB. 

301. Wenn der Winkel ACB <1R if, wie 
bisher angenommen, fo läßt ſich mit ihm ein anderer, 
BCF, verbinden, der mit ihm zufammen = 1R. iſt. 
Der Winfel BCF heißt alsdann der Ergänzung 
winfel (ang. complementi) von ACB. 





302. Die Größe des Ergänzungswinfels hängt 
von der Größe ded Hauptwintel® HER ak, wu umag 
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kehrt, die Größe des Hauptwinkels von der Größe des 

Ergaͤnzungswinkels. Folglich hängt aud der Si: 

nus, die Tangente und bie Secante des Wins. 
fel8 BCE von dem Winkel ACB ab, dv. dh. fie 

werden burd die Größe des Winkels ACB 

beftimmt. Alſo Fönnen fie auch hinwiederum 

gebraudht werden, die Größe des Winkels 

ACB zu beftimmen, 


303: Man nennt aber den Sinus, bie Tangente 
und. die. Secante. des Ergaͤnzungswinkels BCF, ih Ber 
ziehung auf den Hauptwinkel AGB oder auf den Bogen 
AB, deſſen Eofinud, Cotangente und Eofecante.. 

. Sn vorflehender Figur ift BG der Cofinus, FH die 

Cotangente, und CH die Cofecante des Winkel. ACB. 

304. Coſinus, Cotangente und Cofecante find alfo 
nicht eine befondere Art von Linien, foridern fie find , 
einerley mit den Sinuffen, Zangenten und Seranten 
felbft, ‚nur in Beziehung auf einen andern Winkel ges 
nommen. Diefelbe Linie, welche 3.3. den Sinus, oder 
bie Zangente, oder die Selante eines Winkeld oder Bo: 
gend von 30 Graden ausmacht, ift auch, der Coſinus, 
ober die Cotangente, oder die.Cofecante eines Winkels , 
oder Bogend von 60 Graden. 

305. Die genannten inien, deren Verhaͤltniß zum 
Halbmeſſer durch die Groͤße eines Bogens oder Winkels 
beſtimmt wird, nehmlich: der Sinus, die Tangente, 
die Secante, der Coſinus, die Cotangente und Coſe⸗ 
cante ſind es, die unter den Namen der trigono me⸗ 

triſchen Linien begriffen werden. 

Eigentlich gehoͤrt auch noch der Sinus verſus und 
Coſinus verſus dazu. Da man aber von dieſen ſelten 
Gebrauch macht, fd find fie hier nicht in Betrachtung gezogen. 

306. Denkt man fih, der Winkel ACB oder der 
Bogen AB habe bis auf Null abgenommen, Ko wi 
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Sinus des andern; bie. Tangente beö einen ber Zan: 
gente des andern u. f. w., baß aber in ber gegenfeitigen 
Lage oter Entftehungsart ber meiſten eine Verſchieden⸗ 


heit ſtatt findet. 
316. Man betrachtet daher die trigonometriſchen 


Linien des ſpitzen Winkels durchgehends als poſitiv, 
hingegen die Tangente, die Secante, den Coſinus und 


die Cotangente des ſtumpfen Winkels als negativ. 

Die Tangente, der Cofinus und die Cotangente des 
ftumpfen Winkels find ihrer lage nad den gleihbenanns 
ten Finien des fpißen Winkels offenbar entgegengefekt: Die. 
©etante des ſtumpfen Winkels ift zwar nicht der Page nad 
der Secante des fpiken entgegengefekt, aber fie entftcht 
durch eine ruͤckwärts gehende Verlängerung des Halb: 
meſſers, indeß die Gecante des fpigen Winkels entfteht, wenn 
der Halbmeſſer vorwärts verlängert wird. 

- D6 eine diefer Linien in einem Fall’ als'das Entge 
gengefekte von dem, was ſie in einem andern ift, au 
betrachten fey, laͤßt fi. aus. der Art, wie ſie aus dem einen 
Bufiand in den andern übergeht, beurtheifen. Die Vers 
änderungen nehmlich, die eine jede diefer Linien bey Ders 
Anderung des ihr zugehörigen Winkels in ihrer Größe erleis 
det, gefhehen nicht fprungmweife, -fondern nad dem Geſetz 
der Stetigfeit durch unendlich kleine Abftufungen. Gefchieht 
es nun, daß, während ein Winfel von einer Größe. bis gu 
einer andern wächft, die ihm augehörige Linie in einem das 
zwifchen liegenden Punkte entweder unendlidh groß 
oder 0 wird, fo find ihre Größen auf beyden Seiten 
diefed Punktes als entgegengefeht zu betrachten. Nimmt fie 
aber während diefer Veränderungen des ihr zugehörigen 
Winkel nur bis auf eine endliche Groöße zu oder 
ab, fo find ihre Größen einander nicht entgegengefekt. 

317. Man bat die teigonometrifchen Linien aud 
für folhe Winkel, die größer als IR. find, und unter: 
fcheidet fie daher, je nachdem fie Winkeln zugehören, die 
innerhalb des erfien Duadranten des Kreifes fallen, 
d. i. kleiner als IR. find, oder Winkeln, die bis zum 
zweyten, oder bid zum dritten, vier iiß um vie r⸗ 
“en Duadranten gehen; Vo ÜrgE & üer ven Yin 


. 
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& Lehrbuchs, fie in dieſer Beziehung beſonders zu 
achten. 
Um indeſſen leicht zu uͤberſehen, wie fie ſich in —XR 
+ und — bey ber verſchiedenen Größe der Winkel vers 
ten, kann folgende Tabelle dienen, in welcher die romis 
n Bahlen-die NQuadranten, bis zu welchen die Wine. 
geben, ‚anzeigen. 

| + 


Sins I|Lu m |uLı.w. 
Coſinus Iı. u mlı u, II. 
Tangente T.u.AL I. u. V. 
Cotangente |I. u. III. 
Secante |I. u. IV. 
Eofecante I. u. II. 












































III. u. IV. 


318. Da der Sinus des rechten Winkels der groͤßte 
er den Sinuſſen, und dem Halbmeſſer gleich iſt, auf 
ſchen das Verhaͤltniß aller trigonometriſchen Linien zu 
iehen ift, fo wird er der Sinus totus genannt; 
) eben diefe Benennung befommt der Halbmeffer in 
ziehung auf die trigonometeifchen Linjen. Seht man 
ı Sinus totus = 1, fo muß die Größe aller übrigen 
nuſſe durch Brüche ausgedruct werden. 


. 
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319. Betrachter man den Sinus als Linie im 
Kreife, fo macht er die Haͤlfte einer Sehne 
aus. Denn wenn BD der Sinus bes Bogens AB iſt, 
und man verlaͤngert ihn bis K, ſo wird die Sehne Bk 
durch CA halbirt (138.). Auch iſt der dem Sinus zu⸗ 
gehoͤrige Bogen AB die Haͤlfte des der Sehne zugehoͤ⸗ 
rigen Bogens BR (142.). 

Dieß lehrt, wie man aus dem Verhaͤltniß der Sehne 
eines Bogens zum Halbmeſſer den Sinus des halb fo gros 
ben Bogens finden fünne, 

3%. Der Cojinud BG bed Winkels ACB iſt 
CD (77, 2. Zuſ.). Nun iſt CB? = BD? + CD? 
(132.)5 fieht man daher den Halbmeffer diefes Kreiſes 
überhaupt als Sinus totus an, und bezeichnet ihn durch 
r; ferner‘, ſetzt man den Winkel ACB, da feine Groͤße 


gleichguͤltig iſt, — x; ſo iſt BD = sin x; oD= = cos 





x und daher 
r? = (sin x)? + (cos x)%; 
siinx=YV [r? — (cos x)2] ° 
csx=V [I (sin a). 


324. Ueberhaupt laffen fich die trigonometrifchen 
Linien gegenfeitig durch einander beflimmen. ‚Denn es ift 
D)CD:BD= CA: AE 








db.i.cosx:sinx=r:tangx 
. sin X 
olalib tane x = Tr. 
folglich 5 cos X 
u . cos x . tang x 
ingleichen sin x — m 
sin x 
und cosx=r, 
tang x 
2)CG:GB=CF:FH 
d. i. sSin x:: cos x — r: cot x 
cos x 


folglich cot x — r 


"ax 
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Setzt maner = 1, fo kann es in allen diefen For⸗ 
meln wegbleiben. | | 
322. Aus Vergleichung der Ausdräde für die Tan⸗ 
gente und Cotangente ergibt ſich 








r?, 
coL.xX = 
tang x 
® r? “ 
tanz x = 
& cot X, 
r2 — tang X . cot X 
. ' 1 
oder, fürr = 1, cot x = — 
tang X 
1. 
tang x 
. cot x 
1 = tang x . cot X 


Anmerk. Eben fo leicht fünnen die allgemeinen Aus⸗ 
drücke für die Secante und Eofecante angegeben werden; 
da fie aber weniger gebraucht werden, fo find fit Hier über- 
gangen. 

323. Der große Vortheil, den die trigonometri⸗ 
ſchen Linien in der Mathematik gewähren, beruht darauf, 
daß man Mittel habe, für jeden gegebenen Winkel das 
Verhältniß jeder der ihm zugehörigen trigonometrifchen 
Linien; und umgekehrt, für jedes gegebene Verhältnig 
irgend einer Art der trigonometrifchen Linien den zuges 
hörigen Winkel, mit Leichtigkeit zu finden. Und 
diefes Mittel gewähren die trigenometrifchen 
Tafeln. | 


324. Diefe enthalten die VBerhältniffe der trigono= 
metrifchen Linien für ale Winkel oder Bogen des erften 
Quadranten von Grab zu Grad, von Minute zu Minus 
te, und zum Xheil von Secunde zu Secunde — und 
wenigftens laſſen fie fih auch für die Secunden ohne 

große Schwierigkeit aus ihnen herleiten. 
325. Um ihre Einrichtung zu veriehen, muß mon 
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erwägen, daß alle Berhältniffe der trigonometrifchen & 
nien auf den Halbmefjer oder Sinus totus zu beziehen 
find. Setzt man alfo für diefen irgend eine Zahl feft, fo 
werben bie trigonometrifchen Linien eines jeden Mintel 
durch Zahlen ausgedrüdt, die fih zu der feſtgeſetzten 
eben fo verhalten, wie die Linien felbft zu dem Halbmeß 
fer. Es ift daher nur nöthig, die dem Halbmeſſer zus 
gehörige Zahl ein für allemal anzumerken, und dam 
der trigonometrifchen Linie eines jeden Winkels die Zahl 
beyzufegen, welche ihr Verhältniß zum Halbmeffer ew 
fordert. Daß diefes lauter unbenannte Zahlen ſeyn miſ⸗ 
ſen, verſteht ſich von ſelbſt. J 

Gemeiniglich ſetzt man den Halbmeſſer — 1, und dam 
werden die fuͤr die trigonometriſchen Linien noͤthigen Bruͤche 
durch Decimal brüche ausgedrüdt, die in den Tafeln 
von mittlerer Größe bis auf 7 Stellen geben. Dafür kann 
auch/der Halbmeſſer = 10000000 gefeßt, und der Decimals 
bruch als eine ganze Zahl angefehen werden. 

Ferner ift zu bemerken, daß, da der Coſinus eines 
Winkels nichts anderd ald der Sinus ded Ergänzungds 
winfels ift, diefelben Zahlen, welche die Verhältniffe der . 
Sinuffe ausdrüden, auch zur Bezeichnung der Eofinuffe 
gebraucht werben koͤnnen. Wenn z. B. die Zahl m ben 
Sinus von 350 28 AY" bezeichnet, fo drüdt fie au 
den Cofinus von 54° 31° 18” aus (304.). 
Eben fo verhält es ſich mit den Zahlen für bie 
Zangenten und Cotangenten, für die Secanten und 
Coſecanten.“ | 

Die trigonometrifchen Zafeln find daher fo einge 
richtet, daß jede Zahl eine boppelte Bedeutung bat, et: 
nen Sinus und Cofinus, oder eine Zangente und Go: 


tangente 2c. "bezeichnet. 
Die Secanten und Tofecanten werden in vielen Tafeln 
ht aufgeführt, weil ihr Gebraud entbehrlich if. 
Da die Sinufe die Hakten Ver Scan nah einmal 
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fo großer Bogen find, fo fönnen die SinussTafeln auch die 
Stelle der Ehorden’ Tafeln vertreten. 


326. Endlich finden fich in den Tafeln, außer den 
trigonometrifchen Linien felbft, auch noch die Loga⸗ 
rithmen derfelben, d. b. die Logarithmen derjenigen: 
Zahlen, welche das Verhaͤltniß der Linien ausdruͤcken. 
Denn die trigonometrifchen Rechnungen führen, wie fich 
weiter unten zeigen wird, häufig auf eine Regel de tri, 
wobey-man zu multipliziren und zu dividiren hat; und 
ba diefe Operationen durch die Logarithmen fo fehr er: 
leichtert werden, fo gewährt eö eine große Bequemlichs 
keit, fich flatt der trigonometrifchen Linien ihrer Kogariths 
men bedienen. zu koͤnnen. In manden Zafeln werden 
daher nicht einmal die trigonometrifchen Linien felbft, 

- fondern nur ihre Logarithmen aufgeführt. Man hat 
aber ebenfalls um der größern Bequemlichkeit in den 
Rechnungen willen, ben Logarithmen des Sinus totus 
— 10 feftgefegt, folglich den Sinus totus felbft — 
10 000 000 000 angenommen. 

Was übrigens die fpecielle Einrichtung diefer oder jener 
Ausgabe logarithinifch = trigonometrifcher Tafeln anbetrifft, 
fo findet man gemeiniglich in einer ihnen vorgefeßten Eins 
leitung die noͤthige Auskunft darüber, und Anmweifung zum 
Gebrauch derfelben. 

327. Zur Berehnung trigenometrifcher Tafeln 
zeigt die.höhere Geometrie mancherley Wege. Indeffen 
iſt es zu einem verftändigen Gebrauch der Tafeln nicht 

‚ nothwendig, diefe Methoden zu kennen. Es ift fehon 

| hinreichend, einzufehen, daß die Verhältnifje der trigo⸗ 
nometrifchen Linien von der Größe der Winkel abhängig 

- find, wenn man auch die Mittel nicht Eennt, die Größe 

dieſer Verhältnifje felbft zu beflimmen. Aus Obigem er: 
bellet, daß man aus den Sehnen die Sinuffe und aus 
diefen bie übrigen trigonometrifchen Linien herleiten koͤn⸗ 
ne; ımd dieß kann zu einer leichten Beredynung Veiicd- 

Fries Mathematik 6, Auf. " Mm 
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ben für einige Fälle führen. | Auch kann man von den 
obigen Bormeln (320. ff.) zur Entdedung von Oruckeh⸗ 
lern in den Tafeln Gebrauch machen. 


u Zweyter Abſchnitt. 
Von der Ausmeſſung ebener Dreyecke. 





328. Es iſt hier weniger die Rede von der Aus- 


meſſung des Flaͤcheninhalts der Dreyecke, als von der 


Auffindung der Groͤße einzelner Seiten odet Winkel der⸗ 
ſelben — wenigſtens komm das letztre viel oͤfter vor, 
als das erſtere. 

329. Wenn von den Seiten und Winkeln eines 
Dreyecks je drey Stuͤcke gegeben ſind — worunter jedoch 
wenigſtens eine Seite ſeyn muß — und zugleich ihre Lage 

gegen einander beſtimmt iſt, fo laſſen ſich bie übrigen 
Stuͤcke daraus finden. Dieß erhellet aus dem, was 
oben (55. ff.) von der Gleichheit der Dreyecke geſagt iſt. 

330. Auf die Ausmeſſung rechtwinkliger 
Dreyecke laſſen ſich die trigonometrifchen Linien unmit⸗ 
telbar anwenden. Zur Ausmeſſung ſchiefwinkliger wer⸗ 
den noch einige andere Lehrſaͤtze erfordert. 


J. Von der Ausmeſſung rechtwinkli— 
ger ebener Dreyecke. 





331. Hierbey brauchen außer dem rechten Winke 
nur zwey Stüde gegeben zu ſeyn, worunter wenigſtens 
eine Seite ſeyn muß. | 


— nn 


⸗ 
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332. Es ſey alſo ABC ein rechtwinkliges Dreyeck, 
id es werde gegeben | | 

1) eine Seite und ein Winkel, und zwat 

a) die Hypotenuſe BC und der Winkel 0C; 
ıd gefuht — der Kathete AB; ſo iſt BC: AB in 
m Verhaͤltniß eines Halbmeſſers oder des Sinus totus 
ım sin C. Man hat daher folgende Proportion: 

| r:snC—=BC:AB 

folglich AB = Do en © = C 


| und log AB — log BC + log sin c 
- log r: | 

Anmerk. Durch den Winkel € iſt zugleich der Win⸗ 
UB beſtimmt; es iſt daher einerley, welcher von beyden 
»geben iſt. Auch iſt es einerley „welcher Kathete geſucht 
ird, denn es iſt BC : AC in dem Verhaͤltniß eines Halbo 
efferd zuni sin B. Will man aber gleichwohl den Winkel 
gebrauchen, fo ift BE<AC=r; 00 C. 

b) der Kathete AC und der Winkel C5 
nd gefucht — ber andere, Kathete AB; fo ifl AC: 
B in dem Verhaͤltniß eines Halbmeſſers sur tang C 
nd daher 

| igC=AC: AB. Ä 

Anm erk. Bär AB gegeben und AC geſucht, fo fehrte 
van die Berhältniffe der Proportion um: tgC:ır= AB: 
C, oder man bezöge alsdann das. Verhaͤltniß auf den Win⸗ 
el Bund ſetzte: ritg BAB: AC; oder — da.C der Er⸗ 
aͤnzungswinkel von B ift, und die Zangente eines Winfels 
= der Cotang. des Ergaͤnzungswinkels — co U—hU:. NG, 
Mm? 
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Soll die Hypotenuſe BC gefucht werden, ſo 


BC : AC im Verhaͤltniß eines Halbmeſſers zum cosC 


. und daher 
cooC:r=AC:BC. 


2) werden zwey Seiten gegeben, und zwar 
a) die Öppotenufe BC und der Kathete ACz und 
geſucht — der ee C:fo ift 
:AC=r:cosC, 
Wird der inte B geſucht, ſo iſt 
BC:AC=r;sinB, 
Hiervon läßt fich Leicht die Anwendung auf den Sall mas 
chen, dab AB anftatt AC gegeben if. 
b) beyde Katheten, fo tft 
AC:AB=r: tg C 
und AB:AG=r:tgB, - 
wodurch man jeden der beyden Winkel finden Tann. 
Anmerk. Die Dypotenufe fann aus den beyden 
Katheten vermittelft des pythagoräifchen Lehrſatzes gefunden 
werden. Will man fie trigonometrifch berechnen, fo muß 
"man erfl’einen der daran liegenden Winkel fuchen. 

333: Der Slächeninhalt eines rechtwinkügen 
Dreyedd wird durch das halbe Produkt feiner 
Katheten ausgedrückt; man kann. ihn alfo trigos 
nometrifch finden,. wenn man bie Katheten nach den vor: 
hergehenden Proportionen auffucht. Iſt ein Kathete ac 
und der Winfel-C oder B gegeben, ſo iſt 
Dr, ABC Ac⸗ „82 | 

Tr 


| 9— ot B 
— AC? 2773: —= AC * 
Iſt die Hypotenuſe BC und der Winkel C oder B 
gegeben, fo ift 
\ Dr, ABC — BC? + 








sinC.cool 
2r2 
sinB.cosB 


— BC? . - DE | 
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334. Benfpiele zur Auflöfung ebener rechtwinkli⸗ 
er Dreyecke: 

1. Die Hoͤhe eines Thurms (x) zu finden, wenn 
er Thurm in einer Entfernung von 620 Fuß unter einem 
Zinkel von 13° 36 erſcheint. 

Es ie 1 68. * 13° 36 

2. Wenn eine Laft von 12 Cten. und 72 M auf 
ner. fhiefen Ebene liegt,. deren Neigungswintel 28° 
& 40” beträgt, die Kraft (x) zu finden, mit ber fie 
n der fchiefen Ebene herunter gleitet, wenn: bie Fri⸗ 
ion bey Seite gefegt wird *). 

Es iſt x in Pfunden ausgedrüdt = 
1272 . sin 28° 34° 40” 
E. 
3. Die Entfernung. des Mondes von der Erde (x) 
ı finden, wenn der Erthalbmefjer = 859,43 geogr. . 
teilen und die Horizontal: Parallare des Mondes: (d. i. 
x Winkel, unter welchen ber Erdhalbmeſſer, der nach 
m Punkt. der Erdoberfläche geht, in deſſen Horizont 
Mond fich. befindet, vom Monde aus gefehen erſchei⸗ 
4) = 57 45°ilt. 


859,43 . 
Es iſt x um sin in arg" 


4. Die Größe (x) eines Parallelkreiſes auf dar Exd- 
ıgel. in der Breite von 50°-57' 4” in geograph. Mei: 
n zu finden, wenn der Aequator 5400 ſolcher Meilen 
trägt. 

Es iſt x ⸗ ——ieS 50° STR, = * —— 

5. Den Umfang (x), und den Inhait (y) eines res 
mäßigen. Neuned3 zu finden, wenn ber Halbmefjer 
es umfchriebenen Kreifes = 15 Fuß ift. | 


> Dergl, mein Lehr b. d. PHyfit. $.7- 


x 
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0 
es iſtæ — i6. ae 
15 - sin 200° 15. cos 200 
15? . sin 20° . cos 200 
ET — ——⸗ 
r? . 


und y= 9 . 


=. 


6. Zu finden, wie weit man von einem Berge fer 


hen kann, deffen Höhe über der Meeresfläche 3270 par. 


Fuß beträgt, wenn der Halbmeffer, der Erdkugel — 


19,632100 par. Fuß ift. Die Weite, in Graden eines 

größten Kreifes der Erdkugel ausgedrüdt, deren jeder 15 

geogr. Meilen beträgt, fey — x und der Erdhalbmeffer 

=a, fo iſt Ä 
cos x = in | 

7. Wie weit müßte man fich von der Erdfugel ent: 

fernen, um ein foldhes Stud von ihr zu uͤberſehen, als 


die kalte Zone betraͤgt? 


8. Wie weit muß man ſich von einem Gegenſtan⸗ 
be entfernen, (die Größe deſſelben — 1 geſetzt), damit 
er unter einem Sehwinkel von einer Minute, oder einer 


- Sesunde erfcheine? (Vergl. mein Lehrb, d. Phyſ. $. 237.) 


Winkel von 26 Grad einfließen, und der Kegel wird | 


| 


- 


9, Die weit wird fich der Schatten einer 80 Fuß 


hohen Pyramide auf einer Ebene erftreden, wenn die 


Sonne 25 Grad über dem Horizont ſteht? 


10. Unter welcher geographifchen Breite beträgt der 


Umfang des Parallelkreifes 1000 geographifche Meilen? 


11. Wie viel beträgt das Geſichtsfeld einer Röhre, 


die drey Fuß lang, ‚und zwey Zoll weit ift? 


12. Wenn die Seiten eined geraden Kegels einen ' 


in einem Abflande von 5 Fuß von der Spige, parallel 
mit ber Grundfläche, burchfchnitten, wie groß iſt der 
Halbmeſſer des Durchſchnittes? 
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| 1. Von der Ausmeſſung ſchiefwink— 
liger ebener Dreyecke. 





335. Lehrſ. In einem Dreyec verhalten 
ſich die Seiten, wie die Sinuffe der ihnen 
gegenüberliegenden Winkel, 





Bew. Es ſey ABC ein Dreyel von bellebiger 
Geftalt; man beichreibe um daffelbe einen Kreis, fo ift 
das Maaß des Winkels A der halbe Bogen BC (146, 
2. Zuſ.), alfo 

AMS arc BC 
Eben ſo iſt B= %arc AC, J 
Ferner iſt die Hälfte der Sehne BC = dem Sinus bes 
halben Bogen BC (319.), d. i. 
3 BO = sin 3 arc BC = sin A 
Ghen fo it „AC= sin Jar AC=sinB_ 
folglich ı BC:4AC=sinA:sinB 
oder BGE: Ac sin A: sin B 

Auf gleiche Weiſe laͤßt ſich der Beweis fuͤr jede zwey 
andern Seiten und die ihnen gegenüberſtehenden Winkel 
geben — alſo gilt der Satz allgemein. 

Anmerk. Der vorſtehende Satz iſt einer der wichtig⸗ 
ſten in der ganzen TSrigonometrie, auf dem, wie Kluͤgel 
fagt, die Ausmeſſung des Himmels und der Erde beruht. 

336. Lehrſ. Die Summe zweyer Seiten 
eines Dreyeds verhält fih zur Diiiereny 
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berfelben, wie die Tangente dberhalben Sum⸗— 
medergegenüberliegendben Winkel zur Lan 
gente der halben Differenz derfelben. 

Bew. Ed fey ABC ein Dreyed von beliebiger Ges 
ftalt; G_begeichne den Winkel ACB, und AB und BC 
feyen die Seiten, von denen der Sak bewiefen werben 
fol. Man verlängere AB fo, daß AD=AB-+ BC 
werde; ingleichen fehneide man BE — BC ab; aldbann . 
it AE= AB — BC. 

Darauf ziehe man CE und CD, fo it der Winkel 
CBDD=C-+A. Es iſt aber auch Winkel CBD o 
+ u = 2u (weil o=uift (55, 2. Zuſ. ); folglich if 
C+A=2u; und daher u= (C++ A). 

Ferner iſtu — Ax; folglich iſtx = u—A= 
ICIAMASMͤCAAM.. | 

| Endlich ziehe man EF fenfrecht auf CE; und da auch 
CD ſenkrecht auf CE ift (146, 7. Zuſ.), fo iſt 


CE: n=ritungn 
ingleichen CE : EI CE: EF=r:tangx 
folgih CD : EF = tgu sigx 
Es ift aber CD: EF— AD: AE (88, 2. uf) 
folgid AD: AE = tgu:itgx. 


d. i. AB + BC: AB — Boig 4 (C + A): 
is 3 (C— A) 





A E — 2 


337. Mit Hülfe diefer Säge laſſen ſich die meiften 
Aufgaben in Bere Mehwxðoder Dxes aufläfen. 


— 


2 * 
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Denn in der Propottion (335.) 
BC :AC=sinA:snB 
läßt fich jedes Glied aus den drey übrigen finden, 
Es fey alfo in einem Dreyed gegeben 


1) eine Seite und zwey Winkel, fo findet _ 
fich jede der beyden andern Seiten; 


2) zwey, Seiten und ein gegenüberfie. 
hender Winkel, fo-findet ſich der andere gegenuͤber⸗ 
ſtehende Winkel. 

Anmerk. Für die erſte dieſer beyden Aufgaben erfor⸗ 
dert zwar die Proportion, daß der eine Winkel der gegebe⸗ 
nen Seite gegenüber liege; da man aber aus zwey Winkeln 
eines Dreyecks jederzeit den dritten finden kann, fo iſt es 
gleichgültig, welche Winkel gegeben werden. 

Bey der ziweyten Aufgabe gibt die Proportion den Si i⸗ 
nus des geſuchten Winkels; da aber Nebenwinkel einerley 
Sinus haben (314.), ſo Bleibt ed ungewiß, welcher von den 
beyden Nebenwintkeln dem gefundenen Sinus zugehöre. Hier 
möüffen andere Umſtaͤnde entfcheiden. Vergl. oben 64, 2. Zuf. 

Nenn . 

3) zwey Sehen und der von ihnen ein 
gefhloffene Winkel gegeben find, fo kann die Sum⸗ 
me der beyden andern Winkel ald befannt angefehen wer: 
den; folglich auch ihre Hälfte. Man findet daher vers 
mittelft des vorgehenden Lehrfabes (336.) die halbe Dif- 
ferenz derſelben. 

Addirt man aber die halbe Summe und halbe Dif⸗ 
ferenz zufammen, fo findet man ben größern von beyden 
Winkeln; und zieht man dieſe von jener ab, fo findet 
fich der Eleinere Winkel. (Vergl. Ar. 180.) ie 

Anmert. Sind die Winkel gefunden, fo laͤßt ih dann 
auch die dritte Seite finden. 2 

338. Aus zwey Seiten und dem eingefchloffenen. 
Winkel einen der beyden andern Winkel zu finden, bat 
man auch noch ein anderes Beriähten. 


.- 
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x c , 
Es fey in dem Dreyed ABC BC, AC und G geges . 


ben; man fege BC = a und ÄC —b, und fälle: Das 


Perpendifel AD, fo iſt 
b:AD=[r:sinC 


folglich AD — mt | 


Ingleichen ift CD — b. cos © 


r 
Ferner it BD:AD=r:tgB J 
folglich tg B r zh· 
Es iſt aber BD=a— CD, und daher tg B 
=[r en Hiernach kann man für AD und CD 


die eben gefundenen Werthe derſelben gebrauchen und 
dann wird 
tg B= 





„isn, b cos € 
II + (a ——— ) 
—b,sint: Gau: co ©) 
rbb sin C 
Tar—b cosC' 
339. Aufg.Aus den drey Seiten eines 
Dreyecks die Winfel deffelben zu finden. 
Aufloͤſ. und Bew. Es fen m dem Dreyeck ABC 
(f. d. vorhergeh, Sig.) Bea, AC=b, AB= c ges 
geben; man fälle dad Yerpenditdl AD, nit 


% 


A n 
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‚indem Dr. ADC, AD? — 2 — CD? 

und — — ADB, AD? — er — BD? 
folgüch b? — ‚CD2 = c? — BD%, 

Nun it BDD=a— CD, un mb» = a? — 

2a CD + — folglich 

co 02 — 22-4 2aCD- CD? 

und ba — c? — a2 +9aCD 
‘mithin ad + b? — c?=2a CD | 
und daher CD —_ ro —— en 
Endlich ftb:CD=r:cosC; folglich CD= 


De © Sest man diefen Werth für CD in bie 


eben gefundene Gleichung, fo ift 


b.cos C a? + b? — c2 
r — 2a, 


alfo. | 
a? — b? — c? 

2ab 
Hat man.erft einen Winkel gefunden, fo kann man nach 


einem der vorhergehenden Saͤtze auch leicht die übrigen 
finden. 


Zuf. Aus der legten Gleichung folgt 
co van) 


Dieß lehrt aus zwey Seiten und dem ingeſchioſſenen 
Winkel die dritte Seite finden. 


340. Aufg. Aus den drey Seiten eines 
Dreyecks den Flaͤcheninhalt deſſelben zu 
finden. | 

Auflöf. und Bew. Es fey, wie vorhin, in 
dem Dreyed ABCBC=a, AC=b, ABz==cge 
geben; man fälle dad Peryendifel AD, fo ift 

\ AD? = b? — CD? 


cooC=r, 





556 Trigonometrie. 


Es iſt aber nach der Gleichung im vorigen Satze 
a? 4 b? — c* 


EB =. 5 ‚ folglich 
‚a2 4 b2.— c2 ®: 
ADa — b2 — m) 


4 ae) re) 


4. ©. 83. Anmerk.) 
+2 2ab— a2? —b?+c2 
— 2a 2a 
— (a? 46)2 — c? c? — (a — b)? 


2a 2a | 
— ern Fethbe (eha-b).tezahh) 


folglich AD 


_V @+bH+0. —— (a+c—b). (Fe) 


Nun ift Dr, ABC = nn; alfo iſt es = 
a V (a+b-+c).(a+b—c). (a+c—b). (b++c—a) 
2 2a 
=}Yv (afbte). (abc). (afe—b). (b+c—a). 
Diefe merfwürdige Formel gibt eine leicht in Worte abs 
zufaffende Regel zur Auflöfung der Aufgabe. 

Zuf Sept many (a-+b-+c)=S, fo läßt 
ſich diefe Formel noch: bequemer auf folgende Art aus⸗ 
druͤcken 
Dr. ABC=yvS,(S—a). ).(S—b). (S—c). 


341. Aufg. Aus den Sinuffen und Coſi— 
nuffen zweyer Winkel den Sinus der Sum: 
me der Winkel zu finden. 
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Aufloͤſ. und Bew. Es ſey der eine Winkel 
ABC, und der andere CBD, fo kommt es darauf an, 
aus CE, BE, DF, BF und dem Halbmeffer AB, den 
Sinus DG des Winkels ABD zu finden. Man ziehe 
deßhalb FL und FH ſenkrecht auf AB und DG. Als⸗ 
dann iſt 


folglich CEBe 
Ferner ift Dr. DFH BCE (weil, außer dem rech⸗ 
ten Winkel, auch x=o, ald Wechfelöwinkel, und o—=u 
(98.), folgli) x =.u ifl), und daher - 
' 9) BC: BE=DF;:DH- 
folglich 


9)BC:CE=BF:FL 


BE. DR. 
DH = 55 
Nun it HG + DH = DG;5 folglich 
DC — CE. Br + BE .-DF 
1. Zuſ. Auf ähnliche Weife läßt fich auch der Co⸗ 

finus BG des Winfels ABD finden. Denn es ift BC: 
BE = BF : BL Ä . 

und daher 


BE.BF .. 
BL= 5 
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Ferner iſt BE: CE DF: FH 


folglich u | 
ur CE, DF 
alfo " 


BL— GL — BG — BE BF — CE. DF 

' BC | 
2. Zuſ. Bezeichnet man, auf eine allgemeinere 

Art, den Winkel ABC durch x; CBD—=y; AB—g 


und den Sinus totus, wie bisher, —r, po iſt 
BC : .CE=r ! sin x | 
sın X sin Xx 











und daher CE = BC, =2p. 
Eben fo iſt BE — 0. aux, 
Dre rar er | 





’ Setzt man dieſe Ausdruͤcke in die vorigen Gleichun⸗ 
gen fuͤr DG und BG, jo erpält man 


..sinx;cosy—- cosx; siny 
— — — — — — — 


DGC 6 | — 
BG 0: cos X. ——— 


3. Zuſ. Verlangt man aber den Sinus und Co⸗ 
finus der Summe zweyer Winkel, nicht in Beziehung 
auf einen gegebenen Halbmeſſer 9, fondern überhaupt in 
Beziehung auf den Sinus totus = r, fo braudht man 
nur in den eben gefundenen Ausbrüden e=r zu ſetzen; 


alsdann iſt 
sinx.cosy-- cos x. sin y 


sin (x-H-y) = — h 


cos x. cos y — .sinx; siny 


cos «+y) = = 
4. Zuſ. Aus sin SH NMWwecCaıy en 
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sin (<-+y) 
gibt fich act y)' d.i. tang (x-F y) (321.). 


Es ift demnach 
gatyer sin X . cos y 4 cos x. siñ y 


cos x. cos J — ſin x. sin y 


Dividirt man dieſe Gleichung im Zaͤhler und Ren: 
ner durch cos x . cos y, fo erhält man 
sin x sin y 


cos X cos y 
w(s+y)=r. 








sinx siny 
cosx ' casy u 
ty try 
1m: ty _ r? —tgx.tgy 


ou 


5. Auf; Gebt man y=x, fo wird ain 
sinx.cosx + cöosx.sinx Ä 
r 
_2sinx.cosx 
= — 


cos (xt y)==cos?2x= = 


cos x? — sin x? 


sin x = 


COS X. cos x — sin X. sinx 


Tr 
— 2x — r? 


(320.) 


2 tg x 
— — rd _ © O5 
te ) ⸗ is 28 5 —— 

6. Zuſ. Aus den Formeln fuͤr den Sinus und 
Cofinus des doppelten Winkels laͤßt ſich auch der Sinus 
und Coſinus des halben Winkels finden, wenn man 
4x flattx, und x ſtatt Ax ſetzt. Es findet ſich alsdann 

Sinx 


Ei Er ud 


t 


2 
rc F co %) 


N 41 


% 
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r.(r—cosx) 





=VY 
FE 

jr—v r. + cos x) 

7. Zuſ. Hieraus ergibt ſich auch 
— „Snyx__ r—cosx x 
yet Co "Vor Foo: 

Sin x ' 

“rTcosx 


Nultiplizirt man den letzten Ausdruck im Zaͤhler und 


Nenner mit nf erhält man | 
tg}x — ——— Es iſt aber, wie 
* x + * 
man leicht findet = Sex=w (+19; 
alfo ift — 
t ı x mr — 88— 
5 {OO v @a@+tgx?)+r 


Entwidelt man aber den Ausdrud aus obiger For: 
mel für tg 2x, fo erhält man durch eine quabratifche 


Gleichung j 
wix—r v( veruZ: 
342. Aufg. Aus den Sinuffen und Cofi: 


nuffen zweyer Winkel den Sinus der Diffe 
renz der Winfel zu finden. 
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Auftdf. und Bew. Es ſey .ber..eine Winkel 
ABD, und der andere ABC, fo kommt es darauf an, 
.auß DG, BG, CE, BE und dem Halbmeffer AB, den - 
Sinus DF des Winkels CBD zu finden. Man ziehe deß⸗ 
halb aus G die Linie Gf fenfrecht auf die verlängerte DF;- 
und Gg ſenkrecht auf BC. Es ift, wie in voriger Fi⸗ 

gur, u — x, und daher Dr. GDf  BCE5 folglich 
| BC: BE= De: Df 


alfo \ 
‚BE.DG- 
Di | 
Zerner iſt BC: CE= BG : Gg dt 
alfo | | 
CE. BG 
G=FH= ZT 


l 


Aus beyden folgt | 
DE— Feb. iDE= SEO EEE 
1. Zuf. Auf ähnliche Weiſe kann der Eofi nus BF 
bes Winkels CBD gefunden werden. Denn es ift 
1) BE:BE=BG:Bg 


folglich 
pe — BE. BG 
8 BC 
2) BE: CE=DG : Gf 
folglich 
CE.DG 
0 En 
und daher WB 
.BG J 
Bs + Feb. i. BE= — BE. B6 HCE De 


2. Zu ſ. Set man den Winkel ABD-— z,. und, 

wie bey dem vorigen’ Satz (341, 2. Zuſ.) AßO x3 

AB=e, fo kann man auf eine ähnliche Weile, wer 
Sried Mathematik 6, Auf. i nu 
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derſelben, wie bie Tangente derhalben Sum, 
medergegenüberliegenden Winkel zur Tan— 
gente der halben Differenz derfelben. 

Bew. Es fen ABC ein Dreyed von beliebiger Se: , 
ftalt; C ‚begeihne den Winkel ACB, und AB und BC 
feyen die Seiten, von denen der Sat bewieſen werden 
ſoll. Man verlängere AB fo, daß AD=AB-+ BC 
werde; ingleichen fchneide man BE = BC ab; alsdann 
it AE= AB — BC. 

Darauf ziehe man CE und CD, fo if der Winkel 
CBD=C-+A. € ift aber auch. Mintel CBD — o 
+ u= 2u (mel o=uift (55, 2. Zuſ.); folglich if 
C+A=2u; und daher u= (C++ A). 

Ferner iſt u — Ax; folglich fer = u—A= 

ICH) —A=}(C—A) | 

| Endlich ziehe man EF ſenkrecht auf CE; und da aud) 
CD ſenkrecht auf CE ift (146, 7. Zuſ.), fo iſt 


CE: CD =r:tang u 
ingleichen CE : El CE: El =r:tangx 
folgih CD : EF = 7 usigx 


Es ift aber CD: EF = AD : AE (88, 2. uf.) 
folgid AD: AE = tgu:tgx. 

d. i. AB+BC:AB— B=tgt (C+ A): 

Is 4 (C— A) 


. € 





A E RB -: 2 


337. Mit Hülfe diefer Sage laffen ſich die meiften 
Aufgaben in Berrei \jieiwintüger Dreyer aufilen. 


n 


“ % 
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Denn in der Propottion (335.) 
BC :AC=sinA:sinB 
läßt fich jedes Glied aus den drey übrigen finden. 
Es fey alfo in einem Dreyed gegeben 


1) eine Seite und zwey Winkel, fo findet _ 
fi ch jede der beyden andern Seiten; 


2) zwey Seiten und ein gegenüberfte. 
hender Winfel, fo-findet ſich der andere gegenuͤber⸗ 
ſtehende Winkel. 

Anmerk. Fuͤr die erſte dieſer beyden Aufgaben erfor: 
dert zwar die Proportion, daß der eine Winkel der gegebes 
nen Geite gegenüber liege; da man aber aus zwey Winkeln 
eines Dreyecks jederzeit den dritten finden fann, fo ift ed 
gleichgültig, welche Winkel gegeben werden. _ 

u Den der zweyten Aufgabe gibt die Proportion den Si is 
nus des gefuchten Winkels; da aber Nebenwinfel einerley 
Sinus haben (314.), fo bleibt ed ungewiß, welcher von den 
‚ beyden Nebenwinfeln dem gefundenen Sinus zugehöre. Hier 
muͤſſen andere Umftande entſcheiden. Vergl. oben 64, 2. Zuſ. 

Menn .. 

3) zwey Sekten und der von ihnen ein 
gefchloffene Winkel gegeben find, fo Tann die Sums 
me der beyden andern Winkel als bekannt angefehen wer⸗ 
den; folglich auch ihre Hälfte Man findet daher vers 
mittelft des vorgehenden Lehrſatzes (336.) die halbe Difs 
ferenz derfelben. 

Addirt man aber die halbe Summe und halbe Difs 
ferenz zufammen, fo findet man den größern von beyben 
Winkeln; und zieht man diefe von jener ab, fo findet 
fid der Heinere Winkel. (Vergl. Ar. 180.) e 

Anmerk. Sind die Winkel. gefunden, fo laͤßt fih dann 
auch die dritte Seite finden. 

338. Aus zwey Seiten und dem eingeföhloffenen. 
Winkel einen der beyden andern Winkel zu finden, hat 
man auch noch ein ‚anderes Beriähten. 


* 
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c . 


Es fey in dem Dreyed ABC BC, AC und G geges . 
ben; man fege BC—=a und AC=b, und fälle das 
Perpendifel AD, fo ift 

b:AD=[r:sinC 
folgiig ap = m © 
ngleichen iſt CD — mt 


See it BB: AD—=r:tgB 
. AD 
folglich gB=r BD. 


Es iſt deBD—=a— CD, und daher tg B 
=r —2 Hiernach kann man fir AD und CD 


die eben gefundenen Werthe derſelben gebrauchen und 
dann wird 





_,_ b,sinC, „ b cos C 
Bar a.) 
—b. sin: (Fe S) 

rb sin C 


Tar—bcosC! 
339. Aufg. Aus den drey Seiten eines 
Dreyecks die Winkel deffelben zu finden. 
Aufloͤſ. und Bew. Es fey in dem Dreyeck ABC 
(f. d. vorhergeh. Fig.) BE=a, AC=b, AB= c ges 
geben; man fälle dad Yeryentitd Ad, nit 


Sn 
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indem Dr. ADC, AD?—b2 — cd 
und — — ADB, AD? = c? — BD? 
folgüh) b? — CD? = c® — 50%, 
Nun it BD = a — CD, und BD? = a? — 
2a CD + N folglich 
i ® _CD?—= 2 — a2 -2aCD- CD? 
und bs — c? — a? + 2aCD 
. mithin a? + b? — c?=2aCD 
und daher cn = tb’ + ul ? 
Endiih ftb:CD=r:cosC; folglich CD = 
b. cos © — * C Setzt man biefen Werth für CD in bie 
eben gefundene Gleichung, fo ift 
b.cosC _a2 -+ b? — c? 
Su Ya, 
alfo. 
a? + b? — a 
Jab | 
Hat man.erft einen Winfel gefunden, fo kann man nach 


einem der vorhergehenden Saͤtze auch leicht die übrigen 
finden. 


Zuf. Aus der legten Gleichung folgt | 
— V (a + b2 — 2ab cos ©) 


Dieß lehrt aus zwey Seiten und dem eingefchloffenen 
Winfel die dritte Seite finden. 


340. Aufg, Aus den brey Seiten eines 
Dreyeds den Zläheninhalt deffelben zu 
finden. | 

Auflöf. und Bew. Es fey, wie vorhin, in 
dem Dreyeck ABCBC=a, AC=b, AB=c ge: 
geben; man fälle dad Perpendikel AD, fo ift 

AD? = b? — CD? 


cooC=r, 
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Es ift aber nach der Gleichung im vorigen. Satze 





2 2— 
en ⸗Efoglich 
re ‚a2 + b2— c2\ 3% 
aan — Hm 


m Pb "a2.b?— ca 
ME * 83. —8 
__ ——— 2ab⸗ae —b?+c? 





2a 2a 
_ (a? + b)2 — ca c? — (a— b)? 
2a 2a 
_etot0. 4-0 ‚(ete—h).te- t—ahh) 
folglih AD 
_v CHF CH ).-@F5—).u+e-b).BFe—) 
Nun ift Dr. ABC — a AD, alfe ift es — 





2 
a v (atb+c.(@+b-c).(atc—b). (b+c=a) 
2" 2a | 
=4v (afbfe). @ +59). @Feb). (b+c—a). 
Diefe merfwürdige Formel gibt eine leicht in Worte abs 
zufaffende Regel zur Außoͤſung der Aufgabe. 
Zuſ. Setzt man J(a b 0) — S, fo läßt 
ſich diefe Formel noch bequemer auf folgende Art aus⸗ 
druͤcken 
Dr. ABC=YvS,(S—a).(S—b) .($—e). | 


341. Aufg. Aus den Sinuffen und Eoft: 
nuffen zweyer Winkel den Sinus der Sum: 
me der Winkel zu finden. 
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Auflöf. und Bew. & ſey ber eine Winkel 
ABC, und der andere CBD, fo fommt: ed darauf an, 
aus CE, BE, DF, BF und dem Halbmefjer AB, den 
Sinus DG des Winfeld ABD zu finden. Man ziehe 
deßhalb FL und FH ſenkrecht auf AB und DG. Als⸗ 
dann iſt 


folglich 
. FL EGC . 


Serner ift Dr. DFH-VBCE (weil, außer dem rech⸗ 
ten Wirikel, auch x o, ald Wechfelöwinkel, und o—=u 
(98.), folglich x uu iſt), und daher - 

9) BC:BE=DF:DH- 
folglich 


D BC:CE=BF:FL 


BE. Dr. 
DH = 57 
Nun iſt HG + DH = DG; folglich 
DG — CE. en BE .-DF 
1. Zuſ. Auf ähnliche Weife laßt fich auch der Co⸗ 
finus BG des Winfeld ABD finden. Denn es ift BC: 
BE = BF : BL | 


und daher 
| BL = 








BE.BF.. , 
„BC .: 
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Serner ft BE: CE=DF: FH 


folglich . 
j ° . CE ® DF 
alſo 


BE.BF—CE,DF 
1 BC 2 
2. Zuf. Bezeichnet man, auf eine allgemeinere 
Art, den Winkel ABC durch x; CBD=y; AB=eg 
und den Sinus totus, wie bisher, = r, fo iſt 
' BC: ‚CE=r:sinx 


BL— G6GL=BG — 








und daher CE= BC. Mg. _— 
J oe \ Co ne 
Eben ſo iſt BE=e. mx, 
DE=e. ST pr g 02 | 





» Set man biefe Ausdrüde in die vorigen Gleichuns 
gen für. DG und BG, jo erhält man 
- sinx.cosy- cosx.siny 


DE =6: 4 


COX .cosy — sin x. siny 
r? 

3. Zuf. erlangt man aber den Sinus und Go: 
finuö der Summe zweyer Winkel, nicht in Beziehung 
auf einen gegebenen Halbmeſſer g, fondern überhaupt in 
Beziehung auf den Sinus totus = r, fo braucht man 
nur in den eben gefundenen Ausbrüden e=Lr zu ſetzen; 


alsdann iſt 
sinx.cosy-- cox.siny 


sin (xy) = . 
cos (x-ty) = son 2 ne y — en x ı sin y 


4 Zuſ. Aus ain (x an RN wm&x-y)er 


BG = 9: 
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gibt ſich r. man, d. i. tang (xt y) 21). 


Es ift demnach 
NL sin x . cos y -F cosx . sin y 
BEtypmr. c8x.cos y—sinx.siny‘ 


Dividirt man diefe Gleichung im Zähler und Ren: 
ner durch cos x . cos y, fo erhält man 
sin Xx sin y 


uctn=r. 








cos x cos y 
sinx siny 
cosx cos y un 
ty they 
1— 18x. tgy r? —tgx.tgy 
ir 
5. Auf, Gebt man y=x, fo wird sin —— 
sın X „ cos X cos X „ sın X . 
sin 2x = ein x. eos x Heinz . sinz 
_ 2snx.coax 
— r 





| .E0S X. cos x — sinx, sinx 
cos (x+y)==cos?2x= ne 
3 
cos x? — sin x? 
ri 
—_ ? cos x? — r? 


(320.) 


— — — | 
(6tn)= gr — re 


6 Zuſ. Aus den Kormeln für den Sinus und 
Gofinus des doppelten Winkels läßt fich auch der Sinus 
und Cofinus des halben Winkels finden, wenn man 
4x ſtatt x, und x flatt Ax fegt. Es findet fich alddann 

r.Sinx 2 
bin 4x 2 re cos ) 


N \ 
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r.(r—cosx) 


sn . 
r. .6+ mn) | 


cos} x = — 
7. Zuſ. — eraibt ſich auch 
so Mar. r—cosx x 
yyr= Colx rt} cos x 
Sin x 


— r+ cosx 


Nultiplizirt man den letzten Ausdruck im Zaͤhler und 
Nenner mit ſo erhaͤlt man | 
u. tgx: Gr ji | . 
F Xx + * 

man leicht findet on = Sex ” @ + tg x?);- 
alfo ift 

" t ı xmo.r FE 
\ s3* tr 


Entwickelt man aber den Ausdrud aus obiger For: 
mel für tg 2x, fo erhält man durch eine quabratifche 


Gleichung j 
twix mr v@ —— 
342. Aufg. Aus den Sinuſſen und Coſi—⸗ 


nuſſen zweyer Winkel'den Sinus der Diffe— 
renz der Winkel zu finden. 
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Aufldf. und Bew. Es fey der eine Winkel 

ABD, und der andere ABC, fo kommt es darauf an, 
aus DG, BG, CE, BE und dem Halbmeffer AB, den 
Sinus DF des Winkels CBD zu finden. Dan ziehe deßs 

halb aus G die Linie Gf fenfrecht auf die verlängerte DF; 

und Gg fenkreht auf BC. Es ift, wie in voriger Fi⸗ 


gur, u — x, und daher Dr. GDf BCE; folglich 
| | BC: BE = = DG: 


alfo \ 
rn .BE.DG- 
Di = —— | 
Ferner ft BE: CE= BG: 68 ! 
alfo | 
CE. BG ., 
Gg-hn rn 


Aus beyden folgt 
Dr— Feb. tor = BE: — —— 
1. Zuſ. Auf ähnliche Weiſe kann der Coſi nus BF | 
bed Winkels CBD gefunden werden. Denn es ift | 
1) BC: BE = BG : Bg 


folglich 
B BE . BG 
8 = 77 
9) BE: CE=DG:Gf 
folglich 
 CE.DG 
Bi kuss u 
und daher 0 
E.,B6G ‚De. 
Bs + Fg bi. BE= — BEL. BG + CE „6 


2. Zuſ. Setzt man den Winkel ABD-—z,. und, 
wie bey Dem vorigen Sat (341, 2. Zuf.), ABC—xr 
AB= ep, fo‘ Fann man auf eine ähnliche Welke , or 
 Sried Mathematik 6, Auf. XR 


Pr 
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dort, allgemeinere Ausbrüde: für DF und- BE erhalten, 
& iſt nehmlich 


sin 2. 608 x — con . ins 


. cos £., tos X. sin k , sin x 
ER TER ER EUER TG 


‚ und wird oe == r gefeßt, fo iſt 
sin 2. cos x — tosz. sink , 
7 
cos 2. cos x sin 2. sınx 
r 


sin (z — x) — 


cos (z — x) =. 


sin (2 — 
cos (2 — 3 


3. Zuf Da ro tg (2 — Hiſ, 
fo iſt | BE . 
an )=r sin 2. cos X — cos Z ‚ sinx 

is @ x “e0sz2.cosx;} sinz.sinz 


j Dividirt man biefen Bruch im Zähler und Nenner. 
durch cos z . cos x, fo erhält man 


sin zZ sin x 
cos 2 cosx 
tg (z—x)=r. 
sın zZ sin x 
214 








cos 2cos x 
.._tz—tgx 
— 74 137 eg x 
73 
—r2, igz — tgx 
"rd ig2.1gx 
1. Anmerk. Gemeiniglich. werben die Allgemeinen 
Ausdrüde für den Sinus und Cofi nus der Summe ober 
Differenz zweyer Winkel, fo wie andere trigonometrifche 
Formeln, fo abgefaßt, daß der Sinus totus — 1 gefeßt 
wird. Wie dadurch die obigen Formeln fich abändern, 
ift Teicht zu finden. Für den Anfänger aber-ift es vor⸗ 
theilhaft, fie volftännig vor Wen gu haben, Beinnterd 


— 
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um in den Rechnungen mit den trigonometriſchen koga— 
rithmen, aus ihnen zu erſehen, wo der Logarithme des 
Sinus totus zu addiren oder zu ſubtrahiren iſt. 

2. Anmerk. Aus den obigen Formeln für den 
Sinus und die Tangente der Summe der Winkel und des 
doppelten Winkels ergibt ſich leicht, daß dieſe trigono⸗ 
metriſchen Linien nicht im Verhaͤltniß der Win— 
kel ſelbſt zu- oder abnehmen: Indeſſen bey ſehr klei— 
nen Winkeln, die nicht uͤber einige Minuten gehen, kann 
man ohne merklichen Fehler annehmen, daß ſich die ge⸗ 
nannten Linien wie die Winkel ſelbſt verhalten; ſo wie 
fuͤr ſolche Winkel die Sinus, die Tangenten und die ih⸗ 
nen zugehoͤrigen Bogen einander beynahe gleich ſind. 

343. Einige Aufgaben zur Anwendung der „vorher: 
‚gehenden Saͤtze. 

1. Es fey in einem Dreyeck eine Seite 350 Fuß 
lang, und der eine von den daran liegenden Winkeln 
640 38', der andere 420 25°, wie groß ſind die ihnen 
gegenuͤberliegenden Seiten? 

2. Wenn eine Seite eines Dreyecks 9’, die andere 
7', die dritte 5 ift, wie groß iſt das ganze Dreyeck? und 
wie groß ein jeder Winkel deſſelben? 

3: Es fey die Seite eines regelmäßigen Fuͤnfecks 
— 27", wie groß iſt eine Diagonale deffelben? 

4; Ueber einer gegebenen gergben ®inie, AB, ein . 
Dreyeck, ABC, zu eonſtruiren, in welchem der Winkel 
A nod einmal fo größ als Bift, und die Seiten, AC 
und BC, ein gegebenes Verhaͤltniß =.m : n haben.. 

Es fann ſich hierbey fehr wohl trefferr, daf die Aufloͤ⸗ 
fung für ein angenommenes Verhältnis unmöglich wird. 
Ob dieb der Fall ift, gibt der Ausdrud für den Coſinus 
des einfachen Winkels zu erkennen. 

5. Wenn ein Koͤrper von zwey Kräften zugleich in 
Bewegung geſeht wird,. von weichen Die eine allein Atsın 

Mar 
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eine Gefchwinbigkeit von 160, ‘bie andere von 110" in 
‚einer Sekunde ertheilen koͤnnte, und die Richtungen der 


Kräfte einen Winkel von 25° einfchließen, wie weit wird 


der Körper in einer Sefunde fliegen? 
Vergl. mein Lehrbuch der Phyſik 6. 49. 
6. Wie weit erſtreckt fich die Ausficht auf freyem 


Felde, wenn das Auge fih nur 6 Fuß über dem Boden _ 


befindet? . 

7. ‚Wie groß ift die Höhe eines Berges über einer 
Ebene, in welcher eine Standlinie von 3680 Fuß abge: 
meſſen iſt, wenn die ſcheinbare Hoͤhe des Berges an dem 


einen Ende derſelben 80 18’, an dem andern 50 42 


beträgt? 

Hierbey ift nöthig, dab die Standlinie in die’ durch die 
Epiße des Berges gelegte Vertikale Ebene fällt. Außerdem 
braucht man nur einen Hoͤhenwinkel zu meſſen; muß aber 
noch ‚die beyden Winfel fennen, melde die Standlinie mit 
den von ihren Endpunften nach der Gpiße des Berges ges 
henden Linien madt. 


8. Die Entfernung zweyer Bergfpigen von einanz, | 


der, vermittelft einer Standlinie von beftimmter Länge, 
zu finden. 

° Hierbey müffen ebenfalls die Winfel befannt feyn, wel⸗ 
che die Standlinie mit den von ihren Endpunften van bes: 
den n Bergſpitzen gehenden Linien macht. 


Dritter Abſchnitt. 
Von der Ausmeſſung ſphaͤriſcher Dreyecke. 





344. Unter einem ſphaͤriſchen Dreyeck wird, wie 
fchon oben (290.) bemerkt ift, ein Dreyeck verftanden, 
defien Seiten Bogen größter Kreife einer Kugel find. 
Folglich treffen die Ebenen biefer Kreife im Mittelpunft 
der Kugel zufammen (TI, 2. Sn. 
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.345. Man nehme daher D ald Mittelpunkt einer 
Kugel an, ziehe aus demfelben drey Halbmeffer DA, DB, 
DC, von welchen nur nur je zwey in derfelben Ebene 
liegen, und befchreibe mit ihnen die. Bogen, AB, BC 

und CA, fo ift ABC ein ſphaͤriſches Dreyeck. 





| .B 

346. Die Seiten des fphärifchen Dreyecks find die 
Maaße der Ihnen gegenüberliegenden ebenen Mintel am . 
Mittelpunkt D. Sie werben daher auch nur nach der 
Groͤße dieſer Winkel, nie nach ihrer abfoluten Länge bes 
flimmt. J 

347.. In ſo fern die ebenen Winkel: an D zuſammen 
lleiner als 4 R. find (232), iſt au) die Summe der 
Seiten des fpbärifhen Dreyecks Eleiner 
als 4R. 
348. Die Summe der ſphaͤriſchen Winkel iſt nicht 

bey allen ſphaͤriſchen Dreyecken einerley; ſie iſt gleich der 

Summe der Neigungswinkel der Seitenflaͤchen ADB, ADC 
und BDC. (281.), welche eine dreyfeitige Pyramide bils 
ben, in welcher nur die Grundfläche, flatt eines ebenen 
Dreyeds, ein Stud der Kugelfläche iſt; folglich ift fie 
größer als 2 R. (263.). Dagegen muß fie Fleiner als 
6 R. feyn, da der Neigungswinfel zweyer Ebenen Fleiner 
als DR. angenommen wird. 

349. I ft einer der ſphaͤriſchen Winkel ein rechter, 
fo beißt dad Dreyeck felbfi vechtwintiig, ausy ent 


| 4 
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In den ebenen‘ Dreyecken CDF und "ODE iſt 
DF : DC = cos CDF: 
und DC:DE=r: cos cDE. | 
‘ folglich DF.: DE = cos CDF : cos CDE 
Nun ift DF: DE = r: cos EDF 
und Daher r : cos EDE — cos.CDF : cos CDE 
ober IV. vr. x coo AB —= cos AC : cos BC. 
Sest man in ber. Proportion Nr. I sin € ſtatt 
sin B, und sin.AB ftatt sin AC, fo ift Ä 
# sin CB — sin.C : ein AB 
Nun it Nr ILr:sinCB — sinB : sin AC 
folglich if sin:C : sin AB —: sin B : sin AC, ‘Hierzu 
fege man cosB : sin AB — sin’ B : 1g AC*) 
ſo iſt cos B: sin C = sinACi tg AG; 
und Jultiplizirt man bier das letzte Vabeimniz mit 
cos A 
sin, wi fo ergibt ſich 
cosB:sinC —= cos AC:r u 
oder umgekehrt V. x : cos AC = sin C : cos B. 
Verwechſelt man endlich in der Proportion Nr. I. 
den Winkel B mit dem Winkel C, fo erhält man - " 
r:snAC=tg G:tgAB 
Nun EN... r:tg CB — cosB : tg AB 
Folglich ift tg CB : sim AC—tg C:cosB. 
Hierzu Nr. I.r:sinCcB = sinB: sin AC 
gibt r . tgICB : sin CB = sinB.tgC: cos B 
und vice Proportion 1 im n sten Verhäutniß mit is CB, 





cos CB 
Tr, 
oder VI.r: cosCB = .1gC : cotB, 

*) Diefe Proportion erhält man aus Nr. IL, wenn man 
das erfte und. deitte Gtied wir © = woligluntt, . 





a.1gC: ot 
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333. Um die Verhältniffe zwifchen. den Seiten und 
Winkeln des rechtwinklig= fphärifchen Dreyecks, vie in 
diefen 6 Proportionen ausgedruͤckt find, beffer zu über: 
ſehen, bezeichne man bie Seiten mit denfelben Buchſta⸗ 
ben des Eleinen Alphabet3, mit welchen die ihnen gegen 
überliegenden Winkel aus dem großen Alphabet bezeich⸗ 
net ſind. Dadurch erhaͤlt man 


M) r:sina sin B : sin b 


r : sin e — ig B:tg b 
.-J)rrtg a — cos B: tgc 
4) æ : cos e — cos b: cos a 
‚5)r:cosb = sin C': cos.B 
6):r.:.cosa—=tg C: cot B 


Dieſe Proportionen ſind zur Aufloͤſung aller bey recht⸗ 
winklig⸗ ſphaͤriſchen Dreyecken vorkommenden Faͤlle hinrei⸗ 
hend. Welde von ihnen in irgend einem beſondern Felle 
wirklich anzuwenden ſey, muß durch weitere Ueberlegung be⸗ 
ſtinmmt werden, 


354. Einige Aufgaben, als Beyſpiele zur Kufb 
fung rechtwinklig = fphärifcher Dreyede. *) 

1) Aus der Länge der Sonne (a) und Schiefe der 
Ecliptit (B) die Declination der Sonne (b) zu finden. 

A D) Aus der geraden Aufſteigung eines Geftirns in 
‚der Ecliptik (c) und aus der Schiefe der cliptik (B) die 
Declination deſſelben (b) zu finden. 

3) Aus dem Ergaͤnzungswinkel der Polhoͤhe (B) 
und aus der Morgenweite eines Geſtirns (a) den Unter⸗ 
ſchied der geraden und ſchiefen Aufſteigung deſſelben (air | 
ferentia ascensionalis) (c) zu finden. 

4) Au3 dem Halbfreife weniger ber Polhoͤhe (e), 
und aus dem Viertelskreiſe — oder + der Declination 
eined Geſtirns (Ca) den Winkel (B) zu finden, deſſen 





*): Ueber mehrere in diefen Aufgaben vorfommende Aus: 
drüce und Öegenftände vergleiche mein Lehy vd. der du y\tt. 
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Maaß ber halbe Tagebogen des Geſtirns iſt. Gergl. 
meine mathemat. Geogr. $. 72.) 

| 5) Aus ber geraden Ayffteigung (c) und aus ber 
Derlination (b). ber Sonne ihre Länge (a) zu finden. 


, 
) 





1. Bon der Ausmeſſung Föiefwinttt 
ger ſphaͤriſcher Drenede 


355. Die Ausmeſſung ſchiefwinkliger ſphaͤriſcher 
Dreyecke wird auf die Ausmeſſung rechtwinkliger zuruͤck⸗ 
gefuͤhrt. Man zieht nehmlich aus der Spitze eines ſchie⸗ 
fen Winkels einen ſenkrechten Bogen auf die gegenuͤber⸗ 
ſtehende Seite oder ihre Verlängerung; dadurch entftes 
ben zwey rechtwinklige ſphaͤriſche Dreyecke, aus denen 
die Verhaͤltniſſe zwiſchen den Seiten und Winkeln des 
ſchiefwinkligen Dreyecks hergeleitet werden. 

356. Ob das Perpendikel zwiſchen die Seiten des 
ſchiefwinkligen Dreyecks, oder außerhalb derſelben faͤllt, 
haͤngt davon ab, ob die Winkel an der Grundlinie 
gleichartig (d. h. beyde kleiner oder größer als 1 R,), 
oder ungleichartig (d. h. der eine kleiner, der an⸗ 
dere größer als 1 R.) find. Ä 


u 





1357. Es ſey alfo ABC ein ſchiefwinklig- ſphaͤri⸗ 
fhes Dreyeck, und CD ein fenfrechter Bogen, ber in 
Nr. I. zwiſchen die Seiten, und in’ Rei U. außer: 
halb derfelben falle, \o Wr = | 
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ind, Dr. BDEr:sinBC = sinB?sin un (353 1) 

u — — ADC r:sin AC= sin A : sin CD 1 4 

figl. 1) sin BC : sin AC= sin A: sin B, N 
1. 

ind. Dr. BDEr:sinBD =tgB:tg CD wu 

u. — — AlCr:sn AD ig A: tg en! (353, 2.) 

- folgl. 2) sin BD:sinAD=tgA:tgB, | 


III. | 
ind. Dr. BDCr:tgBC — cosBCD: tg. CD 
1 — — ADCr:tgAC= cos ACD :tg co (353, 3.) 
folgl. 3) tg BC : ig AU == cos ACD : cos BCD. 
IV: 


in d. Dr, BDCr: cos BD— = cos CD : cos BC 
u, — — ADCr:cosAD =cosCD: cos sc, (333, 4.) 
folgl. 4) cosbD : cos AD = cosBC; cos AC, 

V. | 
ind. Dr. BDC rs cosCD = sinBCD ; cos B 
u. — — MDCr:cosCD =sinACD: — (354 5.) 
flgl. 5) sin BCD : sinaCD cos B: cos A, 


358. Von diefen 5 Proportionen ſtellt nur bie erſte 
Verhaͤltniſſe zwiſchen den Seiten und Winkeln der gege⸗ 
benen Dreyecke ſelbſt dar; in den uͤbrigen kommen Sei: 
ten oder Winkel vor, die nicht mit den Dreyecken ſelbſt 
unmittelbar gegeben ſind. Man muß alſo im vorkom⸗ 
menden Fall das ſchiefwinklige Dreyeck, wovon drey 
Stuͤcke gegeben ſind, und ein viertes geſucht werden ſoll, 
ehenfalls auf eine ſchickliche Weiſe in zwey rechtwinklige 
verwandeln, und durch Anwendung mehrerer Propor⸗ 
tionen auf das geſuchte Stuͤck zu kommen ſuchen. 

— 83.83. es find AB, BC und B gegeben, und es full A ges 


fucht werden, fo findet man 1) BD aus Wir, 3. in 353; und 
dann findet ſich 2) A aus Nr. 2. in 357. 


359. Man Fann aber auch aus. den gaunhenen 
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Proportionen allgemeine Formeln herleiten, aus denen 
fich die gefuchten Stüude in ben meiften Fälfen unmittel⸗ 
bar beflinnmen laffen. Zu dem Ende bezeichne man wies 
der bie Seiten des Dreyedd mit benfelben Buchftaben 
des Heinen Alphabet, mit welchen die ihnen gegenüber: 
liegenden Winkel aus dem großen Alphabet‘ bezeichnet 
find, fo erhält man aus der erften ber eben gefundenen. 
Proportionen, folgende allgemeine Auspräde, 
Ä 1) sin A — a. ein B 
sin b 
. snA.sinb 
9 maz sin B 
360. Sebt man ferner AD=e— BD K 
Sig. 1), fo wird aus. Nr. 2% 
'sin BD : sin EBD) = — ts A: is B 


oder 
Sin c.cosBD — eos c sin BD BD 


Tr . 


Sin BD : 
(342, 2. uf) =tgA:tgB 
Das erſte Verhältnig mit ẽ 





— multiplizirt, gibt 


+ 1 — + t ⸗ 
tgBD:Z Sin c out 8" — 5A :tgB 
und hieraus folgt | 
6Bb— r,Sinc.tgA 


r.tgB-+tigA,cosc 
im Zähler und Nenner mit run multipliziet, iſt 
r?2 Sin c 
is BD = tgB.cotA-+trcosc 


Nun ift in dem Dreyed BDC 
r:tga==cosB:tgBD (353, 3.) 
folglich | 


ig BD — 8a . wB 


Y 
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Es ift alfo Zr 
tga.oosB _ r? Sin 
* r 9 is B. cot Ar cosc 
und daher | 
| 3) t — 
EA, tgB.cotA--r.cosc, cos B 


— r? Sınc 
— SinB.cotA- cosc, cos" 
Hieraus läßt fich wiederum herleiten 
r2 Sin . 
H is 4— sinc.cota — cosc“ . 
Anmerk. In dem Dreyecke ABC Nr, IL iſt aD - BD: 


— co. Geht man diefes in die Proportion Nr, 2., fo er⸗ 
hält man durg eine ähnliche Rechnung 


r? sin c 


{ a = — — — — — ——— 
8 gos c.g0osB— sinB, cot'A. 


und 


:r? sin B 
m eos co — ein. oe 
- 361. Auf ähnliche Weife fee man ferner BD— * 
c + AD, fo wird aus Nr. 4 


cos (et AD): cos AD=cosa:cosb 
oder 


cos c.. cos AD + sinc,. sin AD 
— T 
cos a 2 cosb, 
,..- Tr ey: Pd 
Das erſte Verhaltniß mit ẽ multiplizirt, gibt 
r.cosc+ sinc.tgAD 
. ’ r —n 
und hieraus folgt 
- . — 2 . . 
tg AD — cos a x cos b· cosc 
cos b. sinc 
Nun iſt in dem Dreyeck ADC in Nr. I 
r: gb= cos A: tg AD 058; 3.) 


folglich AD = ARE A 


: cos AD =, 





: r cos a: cos b 
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1) Aus der Declination, dem Azimuth und der Hoͤ⸗ 
he eines Sternd feinen Abftand vom Mittagsfreife oder 
den Stundenwinkel zu finden. 

2) Aus der Polhöhe eines Orts, und aus. der Höhe 
und dem Azimuth eines Geſtirns, die Declination deß 
ſelben zu finden. 

3) Aus der Höhe und Deslination der Sonne und 
aus der Polhöhe eines Ortes die wahre Zeit zu finden, 

4) Aus den geographifchen Breiten zweyer Derter 
und ihrem LängenzUnterfchiebe ihren wahren Abſtand auf 
der Erdkugel zu finden. | 

5) Aus der Declination und geraden Auffteigung eis 
ned Geſtirns die Länge ſowohl, ald die Breite deffelben 
zu finden. (S. meine math. Geogr. $. 120.) 


365. Aufg. Den Flaͤcheninhalt eines ſphaͤ⸗ 
tifhen Dreyecks zu finden. 


Be 





w/] 


Auflöf. und Bew. Es fey ABC das fphärifche 
- Dreyed; man denke fich die Kreiſe, welchen die Bogen 
AB, AC und BC sugehören, un die ganze Kugel gezo: 
gen, fo entfichen in jeber Halbfugel vier Dreyede. — 

Nr. 1. ftelle hier die eine, und Nr. 2. die andere Hal 


Fugel mit ihren Dieyekien vor. 
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Da tun "größte. Kreife einer Kugel einander halbiren 


076, 4. Zuſ.), fo if .. 
AB -+ BD = BD +4 DE; folgl. AB — DE 


ingl. ACH CD—CD DR; — AC=DF 
und. BC -- CE. = CE + EF; — BE=EF 
und daher . .. .. | Dr. ABC == DEF 


Eben fo läßt fich erweifen, daß das Dr. DCE = 
ABF iſt; uͤberhaupt, daß die Dreyede der ginen Halbs 
kugel den Dreyecken der andern gleich find. 


Bezeichnet man, nun die Oberfläche ber ganzen Ku⸗ 
get durch P und bie ſphaͤriſchen Winkel des Dreyeks ABC 
mit den ihnen beygeſetzten großen Buchſtaben, ſo ift 
Dr. ABC + BED — 5 p J u) 

s80 


alfo 2 ABC — Ex P-— (BCD + ABP) 


und da ABF — DCE; und BCD + DCE = 








360 
iſt, fo iſt Are . (180 Sy 
2 ABC = — gg  —— P 
_AHC—104+B, 
— 360 
folglich 


720 


Der Inhalt eines ſphaͤriſchen Dreyecks macht alfo 
einen eben fo großen Theil der ganzen Kugelflädhe aus, 
als der Ueberſchuß feiner drey Winkel über AR. von 720° 
ausmacht. | 

Kried Mathematit 6, Auf. dv 


578 | Trigonometrie, i 


Sekt men ſtatt P feinen Werth. dr? “on, fo 
wird der Inhalt des Dreyeds on 

wc—AH A+B Ee= 180 2 

1. Zuſ. Auch hieraus folgt, daß bie Summe ber 
Winkel eines fphärifchen Dreyecks größer als 2R. feyn 
muß. (348). 

2. 3uf. Wäre bie Summe ber Binky hes Drey⸗ 
ecks — 6R., fo wäre der Flaͤcheninhalt ‚beffetben der 


halben Kugel gleih. Wenn alfo die Summe der Win: - 


tel Heiner als 6 R. iſt (348. ), ſo muß‘ vas Deeee fe Eei 
ner. als die halbe Kugel feon. RN ze 


— 


Vierte Abtheilung. 
Bon den Kegelfhnitten. 


366. »Erklaͤr. Wenn ein Kegel durch eine Ebe⸗ 
‚ne durchſchnitten wird, ſo gibt es gewiſſe Lagen der Ebe⸗ 
ne,. in welchen die Durchſchnitte krumme Linien bilden, 
die vorzugäiveife Kegelfchnitfe (sectiones conicae) 
beißen, Es gibt drey verfchiedene Arten derſelben, die 
durch die Namen, Parabel, Ellipſe und Hyper⸗ 
bel bezeichnet werden. 
Anmerk. Dieſe Benennungen gründen fih, wie fich 


nachher zeigen wird, auf die Beſchaffenheit der Gleichungen, 
wodurch man die Natur dieſer Linien ausdrüdt. 


367. Erklaͤr. Um die Natur einer Linie durch 
eine Gleichung auszudrücken, denft man fich eine gerade 
Linie von andern geraden und unter fich parallelen Linien 
durchſchnitten, durch deren Endpunkte die zu beſtimmen⸗ 
de Linie hindurchgeht. Die. erftere Linie heißt die Ab: 
feifienlinie, und jeder Theil derſelben, von einem 
beſtimmten, ‘aber willtüprlichen, Punkt an gerechnet bis 
zu dem Punkt, da eine der parallelen Linien fie- trifft, 
eine Abfciffe. Die parallelen Linien heißen Drbdimas 
ten:oder Applicaten, Cine Xbieiffe und die ihr zu- 
gehörige Ordinate beißen zufammen Govrdinaten, 

Do 8f 
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und der Winkel, unter dem fie einander fchneiben, heißt 
der Coordinaten- Winkel, der gemöhnlich ein rechs ' 
ter ift. Von dem Verhältniß der Goordinaten hängt die 
Befchaffenheit der zu beftimmenden Linie ab; indem alfo 
diefes durch eine Gleichung auf eine allgemeine Art aus: 
gedruͤckt wird, wird die Befchaffenheit der Linie felbft das 

durch bezeichnet. 


1. Zuf. Man unterfcheidet daher die Linien felbft 
in Linien von der erſten, zweyten, dritten u. ſ. w. 
Ordnung——⸗ nad dem Grade der Glei wiug/vurq 
welche die Linie bezeichnet wird. 


22. Zuſ. Im der Gleichung für eine Linie werden 
bie Ordinaten gemeiniglich durch y, und. die Abfciffen 
durch x bezeichnet. Dieſe Buchſtaben druͤcken hier alſo 
nicht fowohl unbefannte, als veraͤnderliche Größen 
aus, ſo wie bie andern. mit ihnen verbundenen Buchſta⸗ 
ben bie beſtaͤndigen Groͤßen bezeichnen..." 

Als Beyſpiel zur Erläuterung diene die Gleichung für 
"die gerade Yinie ‚und die Steihung für den Kreis. 

a) Es fey nehmlich AZ eine Abſciſſenlinie, AP, AQ; AR 
mögen Abſciſſen und PM, QN, RO Ordinaten feyn; ferner 
fey das Verhaͤltniß der Eoordinaten wiem in, fo if 

I mas n==AP: PM 
J en 2 2;3 


folglich auch AP: PM = AR: AQ:ON 

und AP: PM= AR: RO 
folglich ift ARO ein Dreyeck, und die Linie AO aus A dur 
die Endpunfte der Ordinaten eine gerade linie. Setzt 
man alfo irgendeine Abfciffe, wie AP oder. AQ, = x, und 
die ihr sugehörige Drdinate =y, fiffmin—x;y, um 
Daher 
. n x 
ym m, 


welches die Sieiging far die: gerade Linie 
heise 
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b) Die Gleichung fuͤr den Kreis ergibt ſich aus obigem 
Satze (155, 4. Zuſ.), da eine jede Linie, wie dort ED, die 
von irgend einem Punkte der Peripherie fentrecht auf den . 
Durchmefler gezogen wird, die mittlere Proportionallinie 
zwiſchen den beyden Theilen des Durchmeflers if. Nimmt . 
man alſo den Durchmefler zur Abfeiffenlinie ‚ und feßt ihn . 
a, "den einen Theil’ deflelben = x, und daß. Perperditel 
— y, ſo ix: y=y:(a—x) und daher 

y?2 = ax — x? 
welges die Gleihung für den Kreis ift. | 

- Die’ gerade Linie ift von der erftien, der Kreis von der 

zwepten Drdnung. Zu den Linien der Ichtern Art gehoͤ⸗ 


sen aiuch die. Kegelfchnitte: \ 


‘ 


| Erfier Abfgnitt. 
Bon der Parabel. 


in 
l 


368. Erklaͤr. Es ſey RTS ein Durchfchnitt ei: 
ned Kegeld durch feine Achfe, auf welchem die Grund» 
flaͤche fenkrecht ſteht; in der Seite des Kegeld nehme man 
einen beliebigen Punkt A, denke fich durch denfelben in 
der Ebene RTS eine Parallele AB mit der gegenüberfte: 
henden Seite des Kegel5 RT gezogen, und durch AB 
eine Ebene fenkrecht auf die Ebene RTS gelegt, fo if 
der Durchſchnitt derſelben mit der Oberflaͤche des Kg, 
CAD, eine Darabel, 
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4. Zuſ. Die Linie. AB heißt die Ach ſe der Pas 
rabel. Sie ift zugleich ihre Abſciſſenlinie; und der An⸗ 
fangspuntt der. Abfeiffen liegt in A, welches der Scheis 
tel’der Parabel heißt. AD und AC aber heißen bie, 
Schenkel der Parabel. . 

2. Zuſ. Eine gerade Linie, die von irgend einem 
Punkt der Parabel fenfrecht auf die Achfe gebt, ift eine 
Drdinate, und der Theil der Achſe, der zwifchen A 
und dem Punfte liegt, in welchem die Ordinate die Achfe 
trifft, macht die ihr zugehörige Abfciffe aus. 

369.” Lehrf. Die Parabel wird durd die 
Achſe in zwey gleiche und ähnliche Theile 
getheilt. 

Bew. Da fowohl die Grundfläche des Kegelö, als 
bie Ebene durch CAD ſenkrecht auf ber Ebene durch RTS 
ſteht, fo ift auh CD auf RTS fenfrecht (213.), alfo 
auch fenkrecht auf RS und AB (209.), und daher eine 
Ordinate der Parabel. Nun ift CD aud) eine Sehne: des 
Kreifes RCSD, und RS ein Durchmeffer deffelben; die 
Sehne wird daher von ihm halbirtz. folglich Liegt der. 
 Punft D-der Parabel Ta weit von ber Achſe ald ber 

Punkt G, F EEE 
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Daffelbe: gilt von jeden zwey andern fenkrecht von 
demſelben Punkt der. Achie Legenden Punkten der Para« 
bei, wie_m. und n; folglid haben alle Punkte des einen 
. Schenfelö.der Parabel diefelbe Lage gegen die Achfe, wie 
die des andern; folglich find beyde Schenkel einander 
gleich und aͤhnlich. 

370. Lehrſ. Die Abfciffen der Parabel 
verhalten fi wie die Quadrate der ihnen 
zugehörigen Ordinaten. 

Beim. Es feyen AB und Ap (f. die vorhergehende 
Figur) zwey Abfeiffen, und BD und pm bie ihnen zus 
gehörigert'Ordinaten; man durchfchneide den Kegel durch 
pm parallel mit der Grundfläche, fo ift der Durchſchnitt 
em Kreis, und-pnı fenfrecht auf dem Durchineffer deſ⸗ 
ſelben KL (227. u. 216.). Folglich iſt oo. 

. m? KR L 
und BD» — = RB. Et (155, 4. Zuſ.) 

Nun iſt AB: Ap — Bs: pL; und da RB == 
Kö if, ald Parallelen zwiſchen Parallelen, fo ift auch 

!Ap=RB.BS:Kp. pL (Ar. 348, 2.) 
©... = BD® : pm2, 

Auf_gleiche Art laͤßt ſich der Beweis fuͤr jede zwey 
andere Abſtiſſen und ihre Ordinaten fuͤhren; folglich gilt 
ber Satz allgemein. 

371. Lehrſ. Die Parabel ift eine frums 
me Linie. - | 


AR \ 
MM e 
FVV 


477 pr» 
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Bew. @ ſey AB die Achfe einet Parabel, und 
AC der eine Schenkel derfelben; man nehme einen belie⸗ 


bigen Punkt M in der Parabel,. und ziehe die Ordinate: 


PM, fo ift AP: AB = PM? : BC? (370.).. Wäre 
aber AC eine gerade Linie; fo müßte AP: AB PM 
: BC feyn. Alſo ift AC keine gerade Linie. - 
Zuſ. Auch kein Stuͤck der Parabel, wie :MC, 
kann eine gerade Linie ſeyn. 
Denn man ziehe MN AB und von irgend: ‚einem 
Punkt R der Linie MC die Oidinate RT, ſo. iR 
1) AT: AP = TR2 : PM2 
alfo aub (AT — AP) : (TR? — PM?) = AR. ı PM® 
(Ar. 342, 5 
7 : (TR + PM). (TR — rm) = = 
AP: PM» 
oder MS : (TR + TS). RS = AP ; PM 
Q)AB: AP — BC: PM2 '. 
alfo auch (AB — AP) : (BC2 — PM2) —-AP ;:PM® 
d. i. PB:(BC-+PM).(BC— PM)— AP: PM= 
oder MN : (BC + BN). CN = AP: PM? 
Dieß mit der legten Proportion unter Nr, 1. vers 
‚glichen gibt . 
MS:MN=(TR-4- TS). RS: BC + BN). 'CN., 
Wäre aber MC eine gerade Linie, fo wäre - 
MS : MN =RS : CN 


alfo verfchieden von der vorhergehenden Proportion;, 


folglich Tann MC feine gerade Linie feyn. 

372. Lehrſ. Die Parabetlift eine frumme 
Linie, die ſich nie fohließt, fondern deren 
Schenkel je länger je weiter fih von der 
Achſe entfernen. 

Bew. Da die Quadrate der Drbinaten in dem 
Verhaͤltniß wachfen, in welchem die Abfciffen zuneh⸗ 
men, fo müffen auch die Drvingten (tt it vente 
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ſciſſen i immer groͤßer werden; folglich koͤnnen die Schen⸗ 
kel der Parabel ſich nicht der Achſe nähern, ſondern muͤſ⸗ 
"fen ſich immer weiter von ihr entfernen. 
Anmerk. Dieb läßt ih auch aus dem Durchſchnitte 
des Kegels, durch den die Parabel entſteht, abnehmen: denn 
dieſer trifft immer die Grundfläche des Kegels, welche defto 
‚größer wird, je weiter fie fih von der Spike entfernt, 

373. Lehrſ. Diedritte Proportionallinie 
zu jeder. Abſciſſe derſelben Parabel und ihrer 
zugehoͤrigen Ordinate iſt eine beſtandige 
Groͤße. 

Es ſeyen z.B. x und y, ingleichen u und-z ai 
fammengehörige Coorbinaten derfelben Parabel, und x: 
y=y:p5 ingleichen u:z=z:z, ſo iſt p=m 


2 


3* 
und zn = — 
u 


| Er —— 
alſo iſt p — m. | 

374. Erklaͤr. Die dritte Proportionallinie zu 
irgend einer Abfeiffe einer Parabel und ihrer zugehörigen 
Drbinate heißt der Parameter derfelben. 

1. 3uf. Es ſeyen x und y zwey Coorbdinaten und 
ber Parameter fey p, alfox:y=y:p, fo ifl 

2 = px 

Dieß macht die Gleihung der Parabel aus, 

2%. Zuſ. Sebt man in ber Gleichung für die Pas 
rabel x==0, fo wird auch y?=0, folglich ud y=a, 
mb fEx= iv, fo wird ah y? = cv, No nk 
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yz=\V, weil das Quadrat einer endlichen Groͤße nicht 
unendlich groß werden kann; indeſſen da pi,y.==y':x 
iſt, und eine endliche Groͤße gegen eine unendliche ver⸗ 
ſchwindet, fo muß auch y, obgleich unendlich, gegen 
die imenbliche Größe von x als verſchwindend betrachtet 
werden. | 


3. Zuſ. Man findet den Parameter einer gegebes 
nen n Parabel, wenn man zu einer beliebigen, Ybfeiffe der⸗ 
ſelben und ihrer Ordinate die dritte Proportignallinie ſucht. 


375. Aufg. Noch ein anderes Verfahren 
den Parameter zu finden. 





Aufloͤſ. Es fey AB die Achſe und AG ein Schen⸗ 
Bel einer Parabel; man ziehe aus dem Scheitel A eine 
beliebige Sehne AD, errichte aus D ein Perpendikel DE 
auf AD und ziehe. DP ſenkrecht auf 4 AB, ſo it PE der 
Parameter. 

Bew. Da der intel ADE = * R. if, fo ift 
D ein Punkt in der Peripherie des Halbkreiſes über AE; 
folglid AP. PE = DP? (155, 4. 3uf.). Es ift aber 
auch DP?—=p.AP (374, 1. Zuſ. ): alfo AP.. PE 
=—=p,AP; und daher PE=p. 

Zuf. Iſt der Winfel DAP—=DEP—=ZR., fo 
iſt MP — PE — DP; folglich dev Parameter ber Ab: 
- feiffe und der Ordinate gleich. 

376. Aufg. Era Ydarabei zu wuitsiten. 


. 


m — — —— — —- 


— — — 
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Auflöf. Man ziehe eine beliebige gerade Linie 
AB, welches die Adfe der Parabel feyn fol, nehme 
eine andere beliebige gerade Linie p zum Parameter an, 
fehneide darauf auf AB eine wilführ!iche Anzahl von Abs 
feiffen AP, AQ, AR ıc. ab, fuche zwifchen'jeder Abſciſſe 
und dem angenommenen Parameter p eine mittlere Pros 
portionalinie und errichte diefe im Endpunfte der Abfeiffe 
zu beyben Seiten von AB ſenkrecht auf AB, endlich 
ziehe man aus A durch die Endpunfte aller Peipendikel 
eine Linie, fo ift dieß die verlangte Parabel, 

Bew, Bezeichnet man irgend eines diefer Perpen- 
dikel durch y und die zugehörige Abfeiffe durch x, fo wird 
nach der Gonftruction x:y=y:pı al y?—=px, 
„welches die Gleichung fuͤr die Parabel ift (374, 1. Zuf.). 

Anmerk. Je näher man die Punkte P, CK bey 
einander nimmt, defto genauer wird die durch die Ends 
puntte der Perpendifel gezogene Parabel, 

377. Lehrſ. Die Unterſchiede der Ordi— 
‚naten werben, bey gleichen Unterſchieden der 
Abfeiffen, immer Heiner, je größer die Abs 
ſciſſen find, 

Bew. Es fey eine Abfeiffe = x und bie it, mr 
gehörige Ordinate — y; eine andere Wiöhe \y — ur " 

und bie ihr zugehörige Drbinate — 23 \eıner {ey ur 
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——d; alsdann iſt y2 px und 2? pu (374, 1. Auf.) 
folglich ift 
2— ”?=p—- px=p(u—x) 
oder (2+-Y) - e9= = pd 
_,— _P 
folglich 2 — 75 = 

In dieſem Ausdruck iſt der Zaͤhler (pd) als under: 
anderuch zu betrachten, der Nenner wird aber deſto groͤ⸗ 
Ger, je größer die Abſciſſen w und x find (372.), folg⸗ 
lich, wird ber Bruch felbft deſto kleiner; alfo wird auch 
z — y d. i. ber Unterfchieb der Ordinaten deſto Eleiner, 
je größer die Abfeiffen find. 

Zuf. Die Schenkel einer Parabel nähern fich, ie 
weiter fie fortgehen, immer mehr einer der ar e pas 
rallelen Richtung. u ' 

378. Erklaͤr. Derjenige Punkt der Achfe, in 
welchem die Ordinate dem halben Parameter gleich ift, 
heißt der Brennpunkt (focus) der Parabel. ' 
: Zuf Wenn man y= ap in die Öleihung y? = 
px fegt, fo ergibt fih x 4 p5 folglich ift Der Ab⸗ 
ftand des Brennpunfts vom Scheitel dem 

vierten Theil des Parameters gleich, | 
379. Erklaͤr. Wenn Ms eine Tangente an bie Pa⸗ 
rabel in dem Punft M ift, und MP eine Ordinate, fo heißt 
PS die Subitangente der Parabel für den Punkt M. 
Auch bey_den andern Kegelfchnitten heißt derjenige’ 
Theil der Achfe, welcher zwifchen die beyden Punkte 
faͤllt, in welchen Tangente und Ordinate dieſelbe treffen, 
bie Subtangente. 





Bon den Kegelſchnitten. 589 


380. Lehrſ. Die SubtangentePSiftnod 
einmal fo groß als die Abfeiffe AP. 
Bew. Es fy PS—=s, AP—=x, PM=y; 
man benfe fich die Ordinate qm unendlich nahe bey PM 
gezogen, und ziehe Mn Pq: fo kann man ben unend⸗ 
lich Heinen Bogen der Parabel Mni- als eine gerade Li⸗ 
nie betrachten; und dann ift das Dreyeck MnmıVSPM. 
Man-bezeichne Pgo= — Mn durch d; und mn durch 
ö, fo iſt 
‚sty=d:d 
Ferner it Aqg: AP = qm? : PM2 
oder (x + d) : x = arm: : y? 
folglich auch 
rin) :2[(y F9°—y% = x.:'y2 
d. i. d: „275+9® = =x:y? 
Abofär-matt, da 82 "gegen Qyd als verſchwindenb anzus 
ſehen ift; Ohne Radıyeit fegen kann 
:Qyö=x:y? | 
Berbindet man See mit der erſten Proportion/ indem 
man jene umkehrt, fo hät man u 
d: 27 o — x: y 
und 63: =y: 8 
alſo 1: 57 — xrey 
folglich sy — Axy 
3 -und daher se — 2x 
| süß Da PS— 2x if, fo ft AS—x, und 
"wenn der Breiinpunft i in F tiegt, fie FS=x-+Lp 
"078, Buf.). 
381. Aufsg. An einen Punkt M der Para⸗ 
bel eine Tangente zu ziehen. 
Aufloͤſ. Man fälle von M cf. die vorhergeh. 
Fig.) das Perpendikel PM auf die Achfe AB, verlängte 
bie Achſe über ben Scheitelpuntt Yinavd , AD mat 
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ODM OFM; folglich W. — u. Die Linie OM 
halbirt alſo den Winkel DNE; folglich iſt ſie eine Tan⸗ 
gente an M. (383, Zuſ.). 

Auf aͤhnliche Weiſe laͤßt ſi ch zeigen, daß auch Om Ä 
eine Tangente an m. ifl.. 

385. Erklaͤrung: Das Verpendikel MN .auf 
die Tangente SM in M heißt die Normale ober Nor⸗ 
mallinie, und derjenige Theil ber Achfe, welcher zwi⸗ 

ſchen den. Punkten P und N liegt, in welchen bie Ordi⸗ 

nate und die Normale bie Achfe treffen, PN, die Sub» 
normallinie. Dergleichen Linien finden au bey ben 
andern Kegelfchnitten ſtatt. J 





386. Aufg. Eine Gleichung fuͤr die Tan⸗ 
gente, die Subnormale und Normale der 
Parabel zu finden. | Ä 

Auflöf. und Bew. I EiftSM? (f. die vor 
hergeh. Big.) = SP? + PM? = 4x? + y? =4x? 
+ px (374, 1. Suſ) Zx(x4 p); und daher SM 


VXx(AXx- P). 
II. Es iſt SP:PM=PM:PN (9, 1. Zuſ.) 
d. i. 2: — : PN; folglich PN= I = Fi 


x 2x 
ip Folglich ift die Subnormale einer Parabel eine be: 
ftändige Größe. 

IM. @ifMN—=PM3-LPN®—=y2-}+4p® 
=px +4 Mx 
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b. i. die Haͤlfte der mittlern Proportionallinie zwiſchen p 
und. 4x:-$-.p: 

- But Aus den Gleichungen für SM? und MN? 
folgt-SM? "MN? =x:4p =2x:4p==SP; PN. ‚ 
(Bergl. 98; 4 uf). . . 

u 387. Eeprf. Der Släginraum AGB, der 
zwiſchen dem einen Schenkel der Parabel 
AC, unb-ben Coorbinafen AB und BC ent: 
halten iſt, if 4 id sh als daB Paralleloz- 
gramm ABED. 





. Bew, Es fey CEs eine Tangente der Parabel an 
C, und Cbfo ein Parallelogramm, das fo Blei ift, daß 
ber Theil der Zangente Ok, der feine Diagonale. aus⸗ 
macht, von dem Bogen. ber. Parabel nicht verfchieten tft; 
man verlängre darauf cf bis a und bf bis d, fo if 

Cb :bf=CB:BS 
oder 


folglich 


Cb :Ba= CB: QAB . 


Ba . CB —2,AB.Cb 
| —=2.CD.tcCb 
Das Parallelogramm CBac, das faft ganz innerhalb. 
ber Parabel liegt, ift alfo noch einmal fo groß, als das 
Parallelogramm EDdb, das faft ganz außerhalb der⸗ 
felben faͤllt. 
Man muß aber ſich das Paralelogramm Chir we 
Kried Ratgematik 6. Auf. DR 
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endlich klein vorſtellen, wenn ſeine Diagonale mit der. 


Tangente und dem Bogen der Parabel zuſammenfallen 
ſoll; folglich kann man bey Vergleihung ker Pavallelo: 
gramme CBac und CDab die unendlich. Heino eilt 
- Cef und Cbf vernachlaͤſſi igen. 

Man kann ferner an. den Yuntt £. eine Tangente 
ziehen, und über fa auf ähnliche, Art Parelleiogra mune 
conftruiren, wie über CB. und Ch; und auf biefe Art 

kann man fo lange fortfahren, bis der. ganze Flaͤchen⸗ 
raum ABCD in lauter Feine Parallelogramme. zertheilt 
iſt. Immer wird ſich finden, daß das Parallelogramm, 
welches innerhalb der Parabel faͤllt, noch einmal ſo groß 
als dasjenige iſt, welches außerhalb derſelben fällt. 
Folglich muß auch die Summe aller Parallelos 
gramme innerhalb der Parabel, d. i. der Klächenraum 
ACB noch einmal fo groß feyn ald die Summe alle 
Parallelogramme außerhalb berfelben, d. i. als ber Flaͤ⸗ 
dhenraum ADC. 
Denkt man fih alfo das Parallefogranım ABCD 
in 3 gleiche Theile getheilt, fo kommen zwey berfelben 


———— — ———— U] 


auf den Flaͤchenraum ACB, und einer auf den Flaͤchen⸗ 


saum ADC; folglich if ACB == 3 ABCD; 


Zweyter Abſchnitt. 
Von der Ellipfe 





388. Erklaͤr. Wenn ein Kegel: ſchief gegen bie 
Grundflaͤche durchſchnitten wird, fo daß der Schnitt Durch 
beyde Seiten des Kegels geht: fo iſt der Ourcſchnit 
eine Ellipſe. 
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Es ſey wieder RTs ein Durchſchnitt einas Kegels 
durch feine Achſe, auf welchem die Grundflaͤche fenkrecht 
ſteht; in der Ebene RTs denke man ſich die geräde Linie 
AB gezogen, die beyde Seiten des Kegels trifft, und durch 
AB eine Ebene ſenkrecht auf RTs gelegt, fo iſt der 
Durchſchnitt des Kegeld durch diefe Ebene die Ellipſe. 
Anmerk. Der-Winfel ABT darf nicht dem: Wintel 
RST gleich feyn, wovon der Grund aus $. 391. erhellet. 

1. 3uf. Die Linie AB heißt Die große Achſe; 
ein Perpenditel DE durch die Mitte derfelben, die Elei- 
ne Achſe; und der Durchfchnittspunft beyder, C, der 
Mittelpunkt der Ellipfe. | 

2. Zuf. Wenn man AB als Abſciſſenlinie annimmt, 

fo werben die Perpendikel darauf die Ordinaten. 
389. Lehrſ. Es verhalten fi die Qua 
drate der DOrdinaten, wie die Produkte der 
zugehörigen Abſchnitte der großen Achſe. 

Es feyen pm und rs zwey Ordinaten, fo foll pm? : 
re? = Ap.Bp: Ar. Br fopn. 

Bew. Da die Ebene Ber Ellipſe fenkrecht auf der. 
Ebene RTS ift und die Orbinaten pm und. rs ſenkrecht 
auf AB, fo find fie auf der ganzen Ebene RTS ſenkrecht 
(212, 1. Bu). Qurchſchneidet man allo Dea Sag vu ' 

22 
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pm und rs parallel mit ber Grundfläche, fo fiehen dieſe 
Ordinaten auch auf den Durchmeffern ber Reife ab und 
cd ſenkrecht. Es iſt daher 
m? = pa. pb 
und ver — = eo .r r a) (155, 4. Zuſ.) 
Berner iſt Ap:ipb= N : rd 
SIngleihen Bp: pa.= Br: rc 
folg. Ap.. bp : pb.. p= Ar. ‚Brird.re 
oder pb.pa:rd.rc = Ap. Bp: Ar, Br 
oder pm? : rs? —= Ap. Bp: Ar. Br. 
Anmerf. -Bey dem Kreiſe verhatten fih die Quadrate 
der Ordinaten aud wie die Produfte aus den zugehörigen 
Abſchnitten des Durchmeſſers; es kommt aber noch Hinzu, 
daß dire Quadrate. diefen. Pradutsen gleich.find, welches bey 
der Ellipſe nicht ſtatt findet. 
3uſ. Wenn man fintt rs die halbe Heine Achſe 
Dnimmt, fo iſt pm? :. .cD?= Ap.Bp:AC'.-BC 
oder pm?2.:Ap.Bp= CD? ; Acs. x 

2. Zuſ. Es ſey die große Achſe = a, Die, Fleine 

mb Ap = X PO = Y, pi .: 
J — — 
— ba2: a2, 

3 Zuſ. Iſt die kleine Achſe der großen gloich, fe 
wird b?=a?, alſo au) y? — x(a — I: folglich 
die Figur ein Kreis (367, Anmerk. b.) 

390. Erklaͤr. Wird ein fchiefer Kegel fo durch⸗ 
ſchnitten, daß der Winkel ABT=RST, alſo auch BAT 
— SRT if; fo heißt der Schnitt ein Wechſelſchaitt 

(sectio subcontraria). 

391. Lehrſ. Wenn der Durchſchnitt eines 
ſchiefen Kegels ein Wechſelſchnitt iſt, fo bil: 
det derſelbe keine Ellipſe, ſondern einen 
Kreis. 

Bew. Es ſey der Winkel ABT—RST; man halbire 


AB inc, und durchſueide ven Kegk dung c Haralid mit 


- 
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der Oruntähe alsdann ift Dr. AcF vv BcE;: „folglich 
.Ec yBc = Ac; Fc 

oder, da Be=Ac if, Ec: Ac Ac: Fe 

Es ift aber aud) Ec:cd = cd :Fc, weil d. 

Durchſchnitt EdF ein wor 

. Kreis iſt (266.) folgk iſt Ac—Ec. Fr.=ecd® : 

ı Ufo au As cd d: i. die:halbe große 
Achfe der halben kleinen Achſe, und daher auch: bie 
ganze große der ganzen: Pleinen-Achfe gleich; folglich iſt 
der Durchſchnitt AdB ein Kreis (389, 3. Zuſ.). 





Zuſ. Da cd der Halbmeffer des ſchiefen Durch⸗ 
ſchnittes ift, in dem parallelen Durchſchnitte aber nur die 
Haͤlfte einer Sehne ausmacht, ſo gibt der parallele Durch⸗ 
ſchnitt durch die Mitte des ſchiefen einen groͤßern 
Kreis, als dieſer iſt. 

392. Erklaͤr. Die dritte Proportlonallinie zur 
großen und kleinen Achſe heißt der Parameter der 
großen Achſe der Ellipfe. 

1: Suf. Man bezeichne det Parameter wieder 
durch p, fe iſt a: b= bp; und daher 2 — 7 

2. Zuf. Wenn man in bie Propottion (389, 2 
Zuf.) ap ftatt h? fegt, fo erhält man 

y?:ıx (— x) = = ap: 42 
= P a 
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und daher ' 
Be ys ch apx — px? 
\ a 


nm 
welches bie Steihung- für bie Eitipfe vom 
Anfange der großen Achſe iſt. 

Anmert: Aus diefer Sleichung lafſen ih verfchiedene 
Sigenſchaften der Ellipſe entwickeln, wenn man x == 9r oder 
= ja, Oder — a, oder > a ſetza. 

393. Aufg. Die Sleihung für die ee llipfe 
zu finden, wenn der Anfang der Abfciffen 
in den Mittelpunft der Ellipfe gefegt wird, 

Auflöf. und Bew. Man nenne die Abfciffe aus 
dem Mittelpunft u; heißt nun die Abfeiffe vom Anfange 
der großen Achfe fuͤr denfeiben Punkt x, fo iſt x }a 
— u, Man fege alfo diefen Werth für x in bie eben 
gefundene Gleichung der Ellipfe: fo erhält man 

y®=4ap En ca j 
welches die Gleichung für die Ellipfe aus 
dem Mittelpunkt iſt. 

1. Zuſ. Fap iſt eine beſtaͤndige Groͤße; je groͤßer 
alſo u wird, deſto kleiner wird y2, folglich auch y ſelbſt. 

Hieraus folgt, daß unter allen Ordinaten auf die große 
Achſe die halbe kleine Achſe die groͤßte iſt, und daß die 
Ordinaten immer kleiner werben, je weiter fie vom Mits 
telpunft abliegen. 

2. Buf. Da u? einerley Werth hat, es mag u 
pofitiv oder negativ feyn, d. h. man mag bie Abfciffen 
aus dem Mittelpunkt nach ber einen oder nach der an: 
dern Seite hin auf der großen Achſe nehmen, fo folgt, 
daß beyde Theile der Eliigie zu beyden Seiten ber Heis 
nen Acfe einander gleiky und Ahaliiı Kit. 
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Ueberdieß hat jedes y zwey gleiche, aber entgegen: 
geſetzte Werthe — weil die Quadratwurzel aus einer 
Größe ſowohl pofitiv als negativ ift — woraus folgt, 
dag auch die beyden Theile der Ellipfe über und unter 
der großen Achfe einander gleich, und dhnlich find. 

394. Aufg. Die Gleihung für die Ellipfe 
zu finden, wenn bie Abfeiffen aus dem Mit« 
telpunft auf der. kieinen Achſe genommen 
werden. 

Aufloͤſ. und Bew. 3 diefem Fall werben” bie 
Drdinaten: den Abfeiffen; und die Abfeiffen den Ordina⸗ 
ten auf der großen Achſe gleich. Gebt man alfo die Ab⸗ 
felffe auf der Beinen Achfe = v,. und die zugehörige Or- ° 
binate == 2, ſo iſt — y3 2* ws und daher nad) det 


vorigen Gleichung ve — 2b? — (2), woraus man 
leicht die geſuchte Gleichung findet, nehmlich 


2? — 4A ad — = . 
1. Zuſ. Es ſey b:a — a: q, und q heiße der 
Parameter der kleinen Achſe, ſo iſt 


erg, 


J 


2. Zuſ. Setzt man den Anfang der Abſciſſen i in den 
Endpunkt der kleinen Achſe, und nennt die Abfaffe s für 
denfelben Punkt der Ellipfe, für welchen die Ordinate z 
gilt, fo if e=}b — v; folgih v= Ib — s; und die⸗ 
fer Werth in bie vorige Steihung (1. Buf.) geſetzt, gibt 

22 = 0 — I. 

Anmerk. Es erhellet, daß die Gleichungen der Eilipfe 
für die Feine Achfe denen für die große völlig ahnlich find. 

395. Erklaͤr. Eine gerabe Linie, die, wie MN, 
durch den Mittelpunkt der Ellipfe geht, Heißt ein Ducd 
meffer. 
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:396. Sehrſ.— Durch einen Durqhmeffer, 

—* wird. die Elfipfe.in zwey steige unb 
Y ähnliche. Theile getheilt; ' 

: Bew. Durch) die.beyden Adfen;. AB und. DE, 
wird. bie Ellipfe in vier gleiche und ähnliche Theile ges. 
theilt (393, 2. Zuſ.); zieht man nun die Ordinaten MP 
und NR, und läßt es fich erweifen, daß die Abſciſſen 
CP und CR einander gleich find, fo tft auch CPMD N 
CRNE, ingleihen Dr. CPM CRMN; woraus fid) 
dann von felbft ergibt, Daß MAEN DO NBDM ft, 

Es ift aber CP: MP =CR: NR 


CP. NR 
folglich MP = — — | 
CP? / NR? 
2 —— ——— — — — 
und MP CR3 


ingl. iff MP? —= 1 b? — — (393.) 


CP2, NR? 2 


3 
2 
und daher NR? — }b2 ‚au — — 
Run iſt auch NRe— 42 — FETT (903, 
CR2 
aljo mt 


folglich CR Cr vol CG. 
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Es find alfo die AbfeiffenCP und CR einander gleich, 
ithin, dem obigen zufolge, auch MAEN > NBDM, 

1. Zuſ. Die Ordinaten MP und NR von den 
ndpunkten eines Durchmeffers auf die große. Achfe find. 
nander gleich. 

2. Zuſ. Auch die Drdinaten von den Endpunften 
8 Durchmeſſers auf die kleine Achfe find einander gleich, 
an fie find den Abſciſſen, CH gab: CR glädy:.. © 
307. Erklaͤr. Auch. bey der Ellipfe heißt derje⸗ 
ge Punkt der großen Achfe,: in welchem die Ordinate 
m halben Parameter gleich iſt, der Brennpunkt. 

398. Aufg. Den Abſtändides Brennpunkts 
»m Mittelpunkt oder: die Ercentrizitat der 
llipſezufinden. 

Auflöf. und Bew. Man ſetze in bie Gleichung 
r Ellipfe aus dem Mittetpantt 093. j 4 e" arſtan 2. 
Heß gibt 


— J 
ih | ne 
dap = — ——— EEE re Eee 
id . Nr 
| wre) Ir 
fo = IN. 
netiv@a 


Zuſ. Dau ſowonl poſitiv als negativ it, ſo 
lgt, daß die Ellipſe zwey Brennpunkte hat, und 
der von dieſen gleichweit vom Mittelpunkt, der eine nach 
r einen, der andere nach der andern Seite hin, liegt. 

Anmert. Man bezeichne die Ercentrigität der Ellipfe 
irch e, und feße alfo 
e=rT4iY (a? — ap). 

399, Aufg. DenAbftand der Brennpunkte 

m Endpuntt ber Fleinen Ahle zu \inden. 
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Aufidt. und Bew. Es fey ADBE Tine Ellipſe, 


AB die große, DE bie Beine Athſe derſelben, uud die 
Bunimpuntte Kegen. in E und. u man dee DE; ſe # 

"DF® ‚=: OF2: +» (DR. er 
NE ıg=.e° +4 bb? u er. 
se 2353 
et he a a 

"sufrad 

keiguch a BF == 4a. 

Zuf. Heraus ergibt fich ein leichtes Mittel, r. 
Brennpunfte einer Elipfe zu finden. _ 

400. Lehrſ. Die Summe zweyer geraden 
tinien, MF +Mf, aus den Örennpunften 


nah irgend einem Punkt Mdesd Umfangs der 


Ellipfe iſt der großen Achſe AB gleid. | 
Bew. Man ziehe die Ordinate PM =y, fo ift 
PF=CF+CP=e-+tu; und PP=CF— CP 
— e — u. Folglid ifl | 
Ma 72 + (+ W 
‚Sin-Er 2 "—impHt 
‘ uvV (a — ap) 4 v⸗ 4 
1292 -Luy (at — ap u — 2 


I 


— 22 tur (2? 





— 


n | R — 
— VV ar — Ay) a 


min TE — — 
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unb daher 
M=3a% em, 


& 
Durch eine ganz ähnliche Rechnung finder fi 6, 
Mega u HD 2 


Zolglich id MF + ME — jattı ==. 

Buf. Man kann daher eine Ellipſe verzeichnen, 
menn man in einer geraden Linie AB zwey Punkte F und 
f als Brennpuntte in gleicher Entfernung von den Ends. 
punkten der Linie willkührlich beſtimmt, und uͤber Ff als 
Grundlinie lapter Dreyecke befchreibt, deren Seitenli⸗ 
nien gleiche Summen und zwar — AB ausmachen. 

Anmerk. Mehanifch pflegt man wohl eine Ellipſe auf | 
die Art zu befchreiben, daß man in den Brennpunften ein 
Paar Stifte befeftigt, an diefe einen lockern Faden bindet, 
der fo lang feyn muß als die große Achfe, und dann den Fa⸗ 
den mit einem Bleyftift oder Griffel anfpannt, und diefen 
fo Herumführt, daß der Faden immer gefpannt bleibt. 

Werkzeuge, Ellipſen durch eine ftete. Bewegung mecha⸗ 
niſch zu beſchreiben, heißen Ellipſogra p hen. Dan dat 
deren verfchiedene Arten. 

Wohl zu merken, vermittelft des Zirkels kann man feine 
wahren Ellipſen befchzeiben. . 

408. Aufg. Eine Zangente an irgend ei 
nen Puntt:M ber Ellipfe zu ziehen. 


— — — ang 





Ar ee Tr B. 


- Aufldf. Man siehe aus dem einen Brennpunkt f 
eine gerade Linie EM, und verlängere fie ſo viel, a tier 
gerabe Einie von M nady dem andern Brenuyuntt F 
beträgt, d. h. man mahe FH — Mt -- ME, genen 
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rauf HF, und durch die Mitte dieſer Linie, G, und 
durch M die Linie CK, ſo iſt diefe ed die verlangte Zangente. 

Bew. Das Dreyed HMF ift gleihfchenklig, und 
die EiAlt GE ficht ſenkrecht auf. der Grundiimie (69, 2 
Buß). Bieht man daher aus irgend einem Punkt der 

Linie GR, 3.3. aus L, ein Paar gerade einien nach 
H und F, fo iſt LEEF. 

Geſetzt nım GE: wäre: keine Tangente fohbern 
fhnitte‘ die Ellipfe in M un in L; ſo ziehe man fL. 
Atsdann wie‘ 

= "EL LF Mf + ME SE 
Nun iſt FL) 4 LF=fL+LH, und ME Mr — 
fH; folglich wäre £G + EH = —fH, welches unmoͤg⸗ 
lich if (61. )- Alſo kaͤnn GH bie Ef ein keinem Püntt, 
außer M, treffen, folglich ift es eine Tangente. 0 

- 2 3af. Die Linie GR .halbirt den Winkel HMF:. 
Nuͤn if der Winkel HMG = KMF. Folglich iſt auch 
GMF=KMf, d.h. die Winkel, welche die Li⸗ 
nienaus den Brennpunkten nach dem Berüh— 
rungspunftt einerXangente gezogen, mit der 


Tangente machen, finb einander gleid. 
Anmerf. In einem elliptiſchen Gebaͤude werden die 
Sqallſtrahlen, die aus dem einen Brennpunkt: auf. die Waͤn⸗ 
de gehen, von dieſen nach dem qandern Breunpunkt hin ges 
worfen. . 
2. Zuf. Ein Perpendikel aus M auf die Tan⸗ 


gente errichtet muß den Winkel FME£ halbiren. Denn 
man ziehe von den rechten Winkeln die gleichen Winkel 
GMF und KME ab, fo bleiben gleiche übrig. 
| 3. Zuſ. Man Fann daher auch eine Tangente an: 
einen Punkt M der Ellisfe ziehen, wenn man den Wins. 
fe, FM£, den ein Paar Linien aus den Brennpunkten 
nach M gezogen einihliegen,, halbiert, und auf Die Thei⸗ 
lungslinie in M en Bergeniitel eriuit, 
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402. Aufg. Die Öleihung für die Sub: 
tangente einer. Ellipſe u Finden, 


7 





8 A Xc 

Auflöf. und Bew. Es ſey CAMD ein Qua: 
drant einer Ellipfe, SM eine Zangente an M, und PM 
bie dazu gehörige Ordinate; man denke fi alsdann pm 
unendlich nahe an PM, und.ziehe,mn || SP, fo ift 

SP:PM=mn:Mnd.i.s:y=d: 

(wenn s die Subtangente, und d und ö die unendlich 
kleinen Größen pP und Mn bezeichnen). 
Berner it. BMA: : pm? = 3% —4u?: a? — 4(u-}d)?*) 
9.8 yRr:(y-—5)2—= a2 —Auꝰ: aꝰ — (ud)? 
folglid; 7° (y9)°: (02-4) (Hat?) 
=y®?ial—4u®. 

d.1..2y5— 82: Sud Ad? —y?: 2 4us 
ober mit Vernachlaͤſſigung der mendlich kleinen ‚Größen 
62 und 4.d?: 

Wwö:rdud=y?®: er BE : 


hierzu dd —8' :y' (nad) obiger Propoit) 
"yrdu =ey: — | 
_ a2 — 4u?. — a? Ä 
und hieraus s — — m Sn“ 


J. Zuſi ‚Sieht man die Normale MN, fo iſt Sp: 
PM =BM : PN; folglich die Subnormale PN: — 


ge fe Datp = dub ER Toni UN, 
7 Wie fi leicht aus 393. ableiten bobt. 
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it CP: PN=a2:brd. 1. die Abfciffe aus dem 
Mittelpunkt erhält fih zur Subnormale, 
wie dad Quadrat der großen Achſe zum Que 
drat der kleinen. 

403. Aufg. Von einem Punkt außerhalb 
der Ellipfe die Tangenten' an dieſelbe zu 
sieben | | 





Aufloͤſ. Es ſey O biefer Punkt une F und Ebie 
Brennpunkte ber Ellipſe; man befchreibe- aus O, mit OF, 
einen Kreid, und mache in bemfelben aus‘ f mit einer 
Eröffnung des Zirkels — der großen Achfe, AB, bie 
Durchſchnitte D und E; darauf ziehe man Df und Ef, 
und nach den Durcfihnittöpunften G und H die Linien 
OG und OH, fo find diefes die Zangenten. | 

Bew. Man’ ziehe OF, OD und GF, fo iſt Dr. 
GOF = 60D (57.), folglich Winkel DOG — FOG. 
© Bieht man alddann noch DF, fo ift Dr. DOh = FOh 
(55.), folgliy Dh == Fh, und die Winkel bey h rechte; . 
folglich ift OG eine Tangente (401.). 

Auf ähnliche Art erweift fih auch, daß OH eine 
Zangente in H ift, wenn man bie Linien OE, FH und 
FE ʒieht. 

404. Lehrſ. Die Zilipſe verhält ſich zu 
Dem .Kreife um die große Achſe, wie die. klei⸗ 
ne Achſe zur sen 


&- 
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A‘ PP ..C B 


. Bew. Es fen ADB ein Halbkreis, and AEB die 
Hälfte einer Ellipſe; man ziehe aus irgend einem Punkt 
P der großen Achfe eine Ordinate ſowohl an ie eiipfe 
als an den ‚Kreis, fo if 

PM2 :CD2 — AP. 'BB:: Ac2 1 
und PN? ; CE? = AP. BB: AC? (389, auf 
Solg. PM? : PN® = CD?: CE. 
alſo auh PM : PN ="CD : CE 
Man dende fih Kun AB. in:eine ımendliche- Nenge 
gleicher Theile getheilt, - und uͤber jedem berfelben «ein 
Rechteck beſchrieben, das bis an die Peripherie des Ardis 
fed geht, dergleichen PpmM vergroͤßert vorſtellt: fo wird 
der ganze Flaͤchenraum fowohl des Kreifes ald der Ellipſe 
in lauter Rechtecke von gleichen Grundlinien zertheilt — 
bey ber unendlichen Kleinheit der Grundlinien iſt des klei⸗ 
ne Raum, ber in der Ellipfe liber:der Linie Mn, und In 
Kreife über Mm liegt, fir nichts zu achten. Nım 'ifl 
PpmM ; PpnN = PM: PN:=»> CD : GE; und eben 
fo verhalten fich jede zwey andere Uber derfelben Grund⸗ 
linie liegenden Rechtecke des Kreiſes und der Ellipſe - 
CD: CE. Folglich verhält fih auch die Summe aller 
Rechtecke bed Halbkreifes zur. Summe aller Rechtecke der 
halben Elipfe, d. i. die Flaͤche des Halbfreifes-gur DR 
ehe der halben Ellipfe == CD : GE; alſo auch die‘ Bade 
des ganzen Kreiſes zur Fläche: ver ganzer Elke | ir 
CD: CE, &; I. wie die halbe große par yalaen ren 
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Achſe, folglich auch wie die ganze große zur ganzen klei⸗ 
nen Achſe. 

1. Zuſ. Daber iſt der Flaͤcheninhalt der, 
Ellipſe dem Flaͤcheninhalt eines Kreiſes 
gleich, deſſen Durchmeſſer die mittlere Pro— 
portionallinie zwiſchen der großen und klei— 
nen Achſe der Ellipfe.ift. x. 

Denn ed fey der Kreis um die große Achſe — C, 
die Elipfe = E und.ber Kreis, deſſen Durchmeffer die 
mittlere Proportionallinie zwiſchen a und b if, = ‚To it 

...G4 Emash Ton r 
und CG:C = a?: ab = :b (181,3. au) 
fi C: E = Or“: 

Da nun 6 = O:ifl, fa.if auch E 0. 

b 


2. 3uf. Da c1 at iſt, ſo iſt * : 4a? — 


=F+abmd.h, ber Flaͤchen inbalt ber Ellipfe iſt 
dem Produkt ihrer: beyden halben Achſen 
mit der ludolphiſchen-Sahl gleich. :.: 

. 405. Lehrſ. Zwey-Ellinfen verhalten 
ſich, ihrem Flaͤcheninhalte nach, wie die Pros 
bufte.ihrer beyden Adfen 

Bew... 6 fey bie-eine Ellipſe E, ihre beyben Ad: 
fen a und b.;; die andere Ellipfe fy—.e,. ihre beyden pr 
fen. ® und. b, fo ift, nach. 404, 2. Zuſ. 

E=f$abe;. 
ennemdabm.. ... 
bislih * s.e = }äbe.: Jabn 
‚=ab:ab.. .,. £ 

4 uf: „Die Slächenräume zweyer Elipfen, des 
ven große Achſen gleich find, verhalten. fich,. wie die lei⸗ 
nen Achfen 3.: und find die Fleinen Achſen, gleich, fo ver 
halten ſich die. Klachencsume .. wie die -geoßen Achſen. 

2 Buß. Fliplen KR, Von WORTE un, 


Bon den Kegelſchnitten. 609 


einander- gleich, wenn die Produkte ihter Achfen einander _ 
gleich find, d. i. wenn ihre großen Achfen fih umge - 
kehrt verhalten, wie die Fleinen Achſen. on 


| Dritter Abſchnitt. | 
Von der Hyperbel, 





—406. Erfiän Wenn man bie Seiten des Kegels 

RTS über die Spige, T, hinaus verlängert, fo bildet 
fich ein zweyter umgekehrter, aber dem erſtern völlig gleis 
cher Kegel. Durchſchneidet man diefe beyden Kegel mit 
einer Ebene zugleich, ohne daß der Schnitt Durch ihre Spis 
sn in T geht, fo der Durchfchnütt eine Hyperbel. 


J 

z' A 

| 4 

«LS 8 

IN, 
— 


Es ſey alſo wieder * ne durch die Achſen der 
Kegel auf den Grundflaͤchen beyder Jentext in ir Son 
bie Einie Dd, die beyde Kegel trifft, und vurdy (ie wetür 

Kried Matbematit 6. Huf. ‘da 
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eine zweyte Ebene ſenkrecht auf die erftere gelegt, fo find 
bie Durchſchnitte HAE und hBe in beyden Kegeln ‚Hy: 
perbeln; ımd zwar heißen fie zufammengehörige 
und entgegengefeäte Hyperbeln. 
Die Linie AB zwifchen beyben Hyperbeln wird die 
erfte Achfe oder Hauptachſe, von manchen auch bie 
Zwerchachſe genannt; die Mitte derſelben C ift der 
‚ Nittelpunft, und A und B find Scheitel ber Hy⸗ 
perbeln. 
Die verlängerte Achſe iſt zugleich bie Abſciſſenlinie, 
und der Anfang derſelben wird in A oder B oder C gefeht. 
4607: Lehrf Die Quadrate der Ordina⸗ 
ten verhalten fih wie dBie Produfte der ihnen 
zugehörigen Abfciffen und der um biefe Ab⸗ 
ſtiſſen verlaͤngerten erſten Achſe. 
Es feyen DE und pm Ordinaten der Hyperdel HAE, 
und der Anfang der Abfciffen in A, fo ift 
DE® : pm? — AD.(AB-HAD): Ap , (AB-4-Ap) 
— AD,BD:Ap. Bp 
Bew. Man durkhfchneide den Kegel RTS durch 
pm parallel mit der Grundfläche, fo ift aus eben dem 
Grunde wie in 389. 
pm? = pa,pb, 
ingleihen DE? = DR. DS, 
Ferner iſt | 
BD: DR = Bp: pa 
und AD : DS — Ap : pb 


folgid BD.AD : DR, DS = Bp.Ap: pa . pb 


ode BD.AD: DE? ze Bp,Ap: pm? 
Afo auch 
DE? : mp? == BD, AD: Bp. Ap. 
Zuſ. Daſſelbe gilt auch von der Hyperbel hBe, 
wenn man den Anfang der Abfeiffen in B feßt. 
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408. Lehrf. Entgegengefegte Hnperbeln 


find glei und ähnlich. 


Bew. Es ſey Bg=Ap, BE=AD, fo ergibt 
fi vermittelſt des vorhergehenden Sages 
DE? : pm? = — dh? : gi? 
alfo au) DE : pm —dh : : qt. 
Nun iſt BD : DR == Bd : dr 
und AD :BS = Ad: ds 
Alfo BD.AD:DR.DS = Bd. Ad:dr.dssz 
und da BD. AD = Ad.Bäift, ſo iſt auch 
Zu DR.DS = dr ..dse. 
folglich DE? — dh? 
und DE —= dh | 
alfo iſt au pm =igh. 
d. h. die Drdinaten gleicher Abfeiffen find steh; ori 
find die Hyperbeln gleich und ähnlich. 


409. Erklär. Cine Linie, deren Quadrat PR 
zu dem Quadrat der erften Achfe fo verhält, wie das 
Quadrat der Ordinate zu dem Probuft der zugehörigen 
Abſciſſe und der um diefe Abſciſſe vergrößerten erften Achs 
fe, beißt die zweyte Achfe oder Nebenahfe — 
und beyde Achſen zuſammen heißen conjugirte Achſen. 

1. Zuſ. Es ſey eine Abſciſſe = x, die ihr zuge⸗ 
hoͤrige Ordinate = y, bie erſte Achfe = a, die zweyte 
= b, fo ift 

x.a+x):ı ? = a2; b2, 

2. Zuf. Es fey eine andere Abſciſſe u, die ihr: zu: 

gehörige Ordinate z, und 
u. (@tu):2- Zar: pe 
ſo iſt 


: 22 x (a 4- x): u (a -0) (407.) 


oder 
x(afx) -.y?=u(a-FV): 
— 
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be a2; ß2 
0 ah .b2 = ß2 ü . 
und daher auh b = Pf, — 
‚Die zweyte Achſe iſt alfo eben ſowohl als 
die erfte eine beftändige Größe bey irgend 
einer befiimmten Hyperbel. 

410. Erfiär Die dritte. Proportionallinie zur 
erſten und zweyten Achfe heißt der Parameter ber 
Hyperbel. 

Zuſ. Es ſey der Parameter = p⸗ fo iſt a:b= 
bs: p und daher ap = bA,. 

411. Aufg Die-Gleihung für bie Hy: 

perbel zu finden. | 
Aufloͤſ. und Bew. Aus der Proportion 4, 
1. Zuf.) ergibt fi ſich 
* | y2 — * s ern. ba 
Man fege ap ſat b? 410, Zuſ.), fo if — 


— * ——— ap 
— x (@+%) p 
a 


—2 





2px- 


welches die Gleichung der Hypeibel iſt. 
Anmerk. Vergleicht man die, Öleihungen der drey 
Kegelſchnitte mit einander, ſo zeigt ſich, daß das Quadrat 
der Ordinate bey der Parabel ſo groß, bey der Ellipſe um 
‚eine gewiſſe Größe kleiner, und bey der Hyperbel um 
ein gewiſſes größer als das Rechteck px ift. Dieſe Art 
von Gleichheit, Mangel und Ueberſchuß foll dur - 
die Benennungen der Kegetfhnitte bezeichnet werden. 


1. Zuſ. Ans dieler Steiihung taften fich verfchies 
dene Eigenfchaften der Hygeril € üXXEWE 
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an x poſitiv oder negativ nimmt, und — x == a oder 
‚a oder > afeßt, 

Auch zeigt ſich, daß je größer x, deſto größer y if, | 
Iglich daß die Hyperbel ſi ich ſo wenig als die Parabel \ 
rießt, 

Zu jedem y gehören zwey gleiche, aber entgegen- 
feßte Merthe; folglich wird die. Hyperbel durch bie 
tlängerte Achfe in zwey gleiche und aͤhnliche Theile ge⸗ 
eilt. 

2. Zuſ. Wird b a angenommen, ſo wird auch 
— a und be Gleichung, verwandelt fich in folgende 

= ax x?=(a4+x) x 
Jiefes nenn man die gleichfeitige Hyperbel. 

"3. 3uf Wird in dem legten Fall x unendlich 
oß, fo verfchwindet a dagegen, und ed iſt y2* x23 
lglich y=x, u 

412. Erklaͤr. Auch die Hyperbel bat ihre Brenn: 
unfte, und zwar find es ebenfalld diejenigen Punkte 
ı ber verlängerten Achfe, in welchen die Ordinaten bem 
alben Parameter gleich find. 

413. Aufg. Den Abftand des Brenns 
unfts vom Scheitel zu beftimmen. 

Auflsf. und Bew. Es fey der Abfland — e, 
» fege man in die Gleichung der Hyperbel e ſtatt x, 
nd Ip ſtatt y. Dieß gibt 


wert 


glich , 
ap = ae + eꝰ. 
Keß iſt eine unvollſtaͤndige quadratiſche Gleichung, 
urch deren Aufloͤſung man 
tr pt: Lan 
def, 200 
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Anmerk. Das doppelte Zeichen vor V deutet auf die 
benden nach entgegengefeßten Seiten liegenden Brennpunfte. 
Das poftive Zeichen gilt für den Brennpunft derjenigen 
Hyyerbel, von deren Scheitel man ausgeht; das negative 
für den Brennpunkt der entgegendefeßten. 
1. 3uſ. Setzt man ben Abftand der Brempunkte 
vom Mittelpunff = r, fo iſt 
| | zze+}a 

. „tvr@e+) 


2 
2. Zuſ. Errichtet man die halbe kleine Achſe im 
Scheitel der Hyperbel ſenkrecht auf die große Achſe und 
zieht vom Endpunkt berfelben. die Hypotenufe nad) dem 
| Mittelpunkt, fo ift diefe dem Abſtand der Brennpunkte 
vom. Mittelpunkt gleich, 
Denn es fey die Hypotenufe =h, fo. iſt 
ba = 4 (b? a2) 
==} (ap + a?) , 
folglich - Ye + 2°) 


3. 3uf. Hieraus eygibt fih ein Veichtes Mittel, 
bie: Brennpundte der Hyperbel zu finden. 

414. Aufg. Die Gleichung der Hyperbel 
aus dem Mittelpugkt zu beſtimmen. 

-Auftdf. und Bew. Man nenne die Abfeiffe 
aus dem Mittelpunkt u, ſo iſt u — 4 a4x; folglich 
x=u—}a Dieſer Werth für x in die obige Gleis 
chung der Hyperbel (411.) gefegt, gibt 


u? 
y2 = — —4 ap. 


Zuſ. Fir eine andere Drdinate z und: die ihr zu⸗ 
gehörige Abfciffe aus dem Mittelpunkt vr nid 225 


Ä BT — 4 ap und daher 


y? ‚ah - ara 
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415. Aufg. Die Gleihung für die Sub: 
tansente einer Hyperbel zu finden 


M 





8 A : Pp N 


Aufloͤſ. und Bew. Es ſey SM eine Tangente 
an den Punft M, PM die dazu gehörige Drdinate, und 
SP die Subtangentes man nehme wieber an, es fey pm 
unendlich nahe an PM, Pp==d, mn ==, und Mn 
A Pp, fo ift Oh 
| SP:PM = Mn :mn d.ü. s: yadıs | 

gerner ft pm?:PM?=4(u-+ d)? — 32:4u? — a? 
\ (414, uf. ) 
nt 40)2 : y2 = 4a #0)? —a?:4ur — as 
Hieraus ergibt ſich 
2yd:8ud=y?: s 4u? — a2 
hierzu de © —=s :y (nad obiger Hroport 
yv4u =sy : 4u? — a3 
Zu? a2 a® 


Zuf. Die Subnormale PN iſt ⸗ en, wie man 
leicht aus der Proportion SR: PM = PM : PN findet, 
416. Lehrſ. Die Differenz zweyer geras 
den Linien, ME MF, dievon irgend einem 
Punkt, M, der Hyperbel nah den Brenn 


punften, fund F, gehen, ifl jederzeit der ers 
fien Ahfe AB gleich. 


% 
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Bew. Man siehe die Ordinate MP, fo iſt Pi 
CP UfZude pib PF== GP — G=u—n 
Nun ift | 
Mf?2 — MP? + prä \ 
| turn | 

tu tavtotend 

.#ap-+ 4a? | 
zw Stuv@pt)+}a 


—E — ——— 


— rev tin 
folgih 
Mu KERrFN | 


Durch eine ganz aͤhnliche Rechnung findet fi ich 
Mu ern _ ya 





-und Daher 
M£- — MF = a, 
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Zuf. Hieraus ergibt ſich ein Berfahren, eine Hy: 
perbel zu verzeichnen, indem man über Ff als Grund» 
Yinie Iauter Dreyecke befchreibt, deren Seitenlinien eis 
nerley Differenz; = AB haberi. 

Anmerk. Man vergleige diefe Rechnung und Cons 
ſtruction mit den ähnlichen bey der Ellipfe (400.). 

417. Lehrſ. Der Winkel FMF, welden 
zwey Linien, von irgend einem Punft der 
Hyperbel nah den Brennpunften gezogen, 


einfließen, wird durch die Tangente, SM, 
balbirt. 





{ s EFPp 
Bew. Es iſt SF=r—CS; und SF= +68; 


Binz de = (415.). 


Zoiglich it sr -PFAI_ = 


zur et, a sta v er tn der 
Folglich iſt SF : SE = QuY (ap fh 8 — a42: 
2u V (ap-+a?) a? Es iſt aber auch MF: Mf— 
2uV (ap-a®)—a®: : 2u V (ap-+a?)-}+a? (416.). 
Folglich iſt SF: SE= MF :Mf, alfo der Winkel FMf 
halbirt (100.). 
Zuf. Hieraus ein leichtes Verfahren eine Tan⸗ 
gente an einen gegebenen Punkt der Hyperbel zu ziehen. 
418. Aufg. Von einem PunttiO, augen 
æEries Mathematik 6. Aufl. . Mr 
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halb der Hyperbel, eine Tangente an bie 
felbe zu siehen. 





Auflöf. Man beſchreibe aus O mit OF einen ' 


Kreis, und mache aus f mit AB den Durchſchnitt Dz 
ziehe darauf durch f und D bie Linie DE, und aus O 
die Linie OE, fo ift dieſes eine Tangente, 

Bew. Dan ziehe OD, OF undEF, fo ift Dr. 
OFE=ODE. Den e it OE=OE; OD=0OF; 
und FE — FE = AB (416.), ingleihen FE— ED—= 
- £D=AB; und daher FE=ED, Folglich iſt W. 
DEO —=FEO, und daher OE eine Tangente (417.). 

1. Zuſ. Beſchreibt man aus O mit Of einen Kreis 
und durchfchneidet dieſen aus F mit-AB, fo gibt der 
Durchſchnittspunkt nebfl dem Brennpunkt F die Rich: 
tungslinie für den Punkt e, nach welchem bie zweyte 
Tangente von O geht. 

2. Zuſ. Liegt der Punkt O innerhalb der Alymptos 

ten (419.), fo gehen beybe Zangenten. an diefelbe Hy: 
perbel. 

419. Erklaͤr. Unter einer Aſymptote verſteht 
man eine gerade Linie, die ſich einer krummen beſtaͤndig 
nähert, aber wiht eher al im Umenhlichen mit ihr zu⸗ 


ſam. urıfft. 


J 
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420. Lehrſ. Errichtet man in dem Scheis 
tetder Hyperbel ein Perpendikel AD auf AB, 
fo groß als die halbe kleine Achſe, und zieht 
Durch denMittelpunftder Hyperbelundden 
Endpunft des Perpendikels eine gerade Li— 
nie CN, fo iſt dtefes eine Afymptote der Hy⸗ 
perbel. 





Bew. Man fälle aus N ein  erpenbikel PN auf 
AP, fo ift 
CA :AD=CP:PN 
d. i. Ja: Ib u :PN 
Folglich PN = on 


b? u? pu? 
“ 2 — — ⸗ F 
und PN ——— * — 





Es iſt aber 
Pmm—=y2—=F_ — ap. 
Alfo iſt PN? >> Pm?, und daher auch PN > Pm. 
Folglich liegt jeder Punkt ber Afymptote außerhalb der 
„Byperbel. - 
Ferner ift PN?2 — Pm? — 1 ar 
bi (PN #Pnmn). P?N— Pn)=!%. 
Mr? 
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alfo 
u pm — __32p 
EN fm = PN + Pm 
e — __ Zap 
Di Nm v — 


Nun iſt 4 ap eine beſtaͤndige Groͤße, PN und Pm aber 
wachfen immer mehr, je größer x wird, folglich. wird 
ber Brud) BN LP * LP’ alfo au Nm, d. t. ber Ab: 
fand der Aſymptote von ber. BHyperbel immer kleiner, je 
groͤßer x wird. 

Wenn x unendlich groß wird, fo werden auch PN 
und Pm unendlich groß, und Daher der Werth des Bruchs, 
alfo auch Nm=0, d. i. die Afymptote und Hyperbel 
fallen alsdann zufammen. 

1. Zuf. Berlängert man CN nach S hin, fo iſt 
es die Afymptote der entgegengefeßten Hyperbel; und 
macht man AE = AD, und zieht dur) C und E eine 


.gerabe Linie RT, fo ift diefes die zweyte Aſymptote bey⸗ 
der entgegengeſetzten Hyperbeln. 


2. Zuſ. Der Aſymptotenwinkel DCE wird durch 


die erſte Achſe AB halbirt. 


3. Zuſ. Zieht man aus A eine Parallele AG mit 


CE, ſo t AG=CG=1CD, Dem e if 
AD : DE == AG: CE. 
Dann AD=ZDE if, ſo iſt acch AG=4CE= 
4CD. Ferne iffix=y=o, alfo Dr. CAG gleich⸗ 
fhenttig. 
4. Zuſ. Es iſt = * + 4b?= 
a2 a b2 


— 777 


nmert. Das Quadrat der Linie 40 wird die Pos 
tens der Hyperbel genannt. 


421. Leyrſ. Das YHrvoutt der Ehictr 
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En, auf der Aſymptote CN genommen, und 


der ihr zugehörigen Ordinatenm — die der 


andern Aſymptote GT parallel geht — iſt 
der Potenz der Hyperbei gleich. 
Bew. Megen der Aehnlichkeit der Dreyecke Nmn 
und CDE ift | 
Nm:mn =DE:CE. 
= b :h (413, 2. Zuf.) 





folglih mn — — h 

Ferner ift Cn : Tm = Nn : Nm: 
— CD: DE 

— h:b- 


und daher Cn = 5 , Tm 





Solglid Cn. mn. = nn . Nm, . Tm 
\ j + ap — _ 3b? ı 
Run fi Nm = Sy FT Pa — EN Emm 
(420.) und 
Tm = PN + Pım. Alſo ift 


h? 1 b2 
Cn . nn — = Be ° PN-+ Pım . 
— }h2 
= „ (a? + b?) (413, 2. Sul. ) 
22 
Es war aber die Potenz der Hyperbel = + (420, Ä 


4. Zuſ.), folglich ift Cn . nm diefer Potenz ei. | 
1. Zuſ. Alle Produkte der Abfeiffen auf den Aſym⸗ 
ptoten mit den ihnen zugehoͤrigen Ordinaten ſind einan⸗ 
der gleich; da ſie alle der Potenz der Hyperbel gleich ſind. 
Folglich verhalten ſich die Abſciſſen auf den 
Aſymptoten umgekehrt wie ihre Drvinaten 
(Ar. 30.). 


(PN -H Pm) 
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2. Buf. Ee⸗ fyCn=v;jnm=z; ſo iſt = 
** — ‚welches bie Gleichung der Hyper⸗ 
belin riepung auf die Alymptoten if. 


3.Buf. Da in diefer Gleichung der Zähler (a? 4b?) 
eine beftändige Größe iſt, fo muß Z deſto kleiner wer⸗ 
den, je größer v ‚wird. 


49. Lehrk | Durchfſchneidet man bie Hy: 
perbei hAi irgendwo mit einer geraden Li- 
nie GR, fo find bie Theile berfelben, die 
zwifcren die Afyınptoten, CG und CR, und 
die Hyperbel fallen, einander gteid, ‚Ch 
=Ri 








/ 0 ' 

Bew Man ziehe bi und hn]| CK; ingleidhen 

dh und mi.||CG, » wien, &h=Cn, um 
paber 


> 
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bi, mi dh. In (424, 4 Auf) 

\ folglich bi: : . 
Es ift aber auch bi: 
folglich dh : 
Serner ift dh : 

alſo 
an Baer Gi Oh: Eh man 
d. i. hi: hi — Gh: Ri 

Folglich iſt 6Gu = Ki, 

Suf. Man denke ſich, bie Linie GR Hide weier 
nach dem Scheitel der Hyperbel hin, oder werde auch 
um den Punkt hi gedreht, fo fallen bie Durqhſchnitts vunkte 
i und h immer näher‘ zufamınen, und immer. bleibt Gh 
— Kiz fallen endlich i und & in einen Punkt zufam- 
men, fo wirb GR eihe Tangente, und dann ift ſowohl 
Gh als Ki — 3 GR. 

423, Aufgz. An einen Punkt U der Hy⸗ 
perbel eine Tangente zu ziehen. 

Auflöſ. Man ziehe aus H nach einer dei beyden 
Afymptoten eine Parallele mit der andern Afpmptote, 
3 3. Hd||CS; ferner mache man de — Cd: fo ift 
die gerade Linie durch e und H die gefuchte Tangente, 
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